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PRfiFACE. 


I. En Blondel, Maitre dc camp aux armies du Roi, publiait un 
Traite de Balisliquc Extcrieure sous le litre : LJartde jetef les bombes ; 
la dedicacc de cet Ouvragc dSbutait ainsi : 

« Au Roy. — Sire, peul-etre que je viens un pen hors de saison ofFrir 
a Voire Majcsle ce Traite de Vart de joler les bombes dans un lemps 
ou olle vienl du donner la paix a I’Europe et oii il semble quo la science' 
du I’Artillurie no doive plus elre employee qu’^ faire des feux de joie. 

« J’cspere nuannioins que mon Ouvrage ne lui sera pas lout a fait d^sa- 
grcablc el qu’clley verraavec quchjucplaisir les regies d’un artdontelle 
s’est si ulileraent scrvi dans ses conqueles et qui n’a pas t*te un des 
moin<lrcs inslrumcnls du ses vicloires. J’ose me flutter qu’elle approu- 
vera Ic dessein que j’ai d’emp(}cher un art si noble de p6rir en le 
r^duisant aux regies oci'taines des mathumatiques et donnant moyen aux 
eh'ves de s’y porfeclionncr. D’ailleurs, Sire, c'cst dans le lemps de la 
paix, a biuu purler, que I’on doit ^tudier le metier do la gueiTe et il ne 
faul pas allendre u en acquerir la ronnaissanee qu’on soil oblig (3 de la 
meltrc en pratique. » 

Un 'rraili* de Balisliquc, qui paralt on 1921, no saurait, serable-t-ii, 
s’ouvrir sur un texte plus heureux. 

II. Nous avons public anlerieun'mcnl des ouvragcs assez 6lendus sur 
la Balistif/ne Ejslerieurn : en 1904, un volume (B^rangor, 6diteur) 
.sou.s le filni de Traiti de Balistique Extcrieure; on 1907, deux 
volumes de l’Euc^^cIop6dic sci<‘nlifique (O. Doin, editeur), sous le litre 
de Balistique Extcrieure rationnelle. 

Mais CCS ouvragcs. (ioiujus surtout en vue do n6ccssil<'^s profession- 
nellcs cl destines a un eercle restreinl de specialistes, n'embrassaient 
qu’uuc panic de la science balisliquc. Us ne consliluaient pas le Traitd 
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complet qu4l etail permis de conrevoir, enibrassaiit tout renseinble des 
travaux consacres a la Balisliquo, les classant avec m^thodc, ct les 
exposant avec detail, traits digne, si possible, de Vinterdt iheorique de 
la science balistique, de Timportance de ses applications pratiques et du 
r6le eminent de rA.rtillerie dans Tart de la guerre* 

III. 11 T a, dans une science donnee, dcs travaux d'inventaire el de 
synthesc qu’il cst necessaire, a certains moments, d'entreprendre : 
lorsquHl devient evident qu’unc elape est sur le point de s’achever, 
il imporie, en utilisanL lous les documents rassemblcs et Louies Ics 
decouverlcs faltes, de marquer la physlonomie gen6rale du pays 
parcouru et de preparer Tetape iioiivelle. 

II n’y a nul doutc quo la Balisliquc soil anjoiird’hui arrivee a ce 
point ; cultivee presque excliisivemenl jusqu’ici par quelques arlilleurs 
techniciens, consideree conmie unc science do luxe par les artillcurs 
corabatlants, conserv^e ccj)cndant avee fui <4 appliquec avec mothode 
par la scule Commission de Gllvre cn France, pn^sque tolaleinont 
ignor^e des professeurs de Mc’cauiquo et des savants, n’ayaiit nulle part 
de chaire d'enseignemenl, la Balistiqiic esl soudain (lev<'nue, pendant la 
guerre, par le r6le qu’elle a rcmpli ot les servle(*s qu’elhi a rendus, une 
science de premier plan. Scs ni6lh<»dcs llieoricpie.s, lontcinent «>! patiem- 
ment 6laborees, presque dans r<uubi‘e, piii.s generalistics rt (Ucudues, 
ont permis de r^soudre lous les probldnirs, de plus on plus complex4‘s, 
qui, durant la guerre, ont ct6 poses au\ lechnici«*ns par la pni.ssancr 
croissante des armes, I’emploi de genres de lir nouvt'aux, I<*s (‘Kigeuees 
de la preparation et du reglage, la precision accrue <les moj<*us d’ob.st•^ 
vation. A cette renaissance de la Balisliquc* onl deja eoulrilnu* briilaiu- 
ment, en emulation ardcnle avec les arlilleurs, <1<* numbreux savants, 
que la mobilisation avail groupes autour des ser\iees tcchniqu(>s d<! 
I’Artillerie ; de 14 rc'sullc un changemenl de domaine inlelliHstuel, qui 
est une evidente source de progres, et qui fera passer, p«(ut‘etr«, la 
Balistique du rang de science appliquee ire.s spreiale, an rang, qu'ellj* 
parait meriter, a maints egards, de science d'enseigiKimenl gentiral, 4 
cdte de I’Astronomie, dont elle est la branche terrestre. 
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IV. Les progr^s d’une science sont en liaison directe, non pas tant 
avec Torganisation collcclivc des savants sous forme de « seminaires » 
(solution a laquelle I’individuallsme frangals se plie mal, et qui, d’ail- 
leurs, ne vaut que pour certaincs disciplines et dans certains cas parti- 
culiers), mais avec Vorganisalion librc du travail volontaire de chaque 
savant isole. Chacun, chez nous, a sa proprc mt'ahode de travail qu’il se 
cr6e suivant ses gouts, ses aptitudes, scs bcsoins : ce qu’on doit fournir 
au savant, c’est un jeu complot dc bons et stirs outils^ qu‘il maniera 
ensuite a sa guise. 

a. Dans une science determinee, le premier de ces outils de travail 
esl un classement logiqixe des fails ct des theories de la science, for- 
mant le tableau complel des rosullals acquis, a une epoque donnee, et 
coordonnant los recherches des savants anlericurs. 

G’est dans rordonnance, la clarte ct Funivcrsalite dc cetlc classifica- 
tion logique que reside la mesurc du degre d’avancement d*une science ; 
il faut que toulcs les thrones qui ont et(3 publiees Irouvcnt, dans ce 
tableau, leur place naturolle et soienl ratlaclicos par des liens logiques 
aiix idees direciricos qui president a Texposc general dc la science. 

Dans notre Traitc, (iol expose general de la science balistique, 
suivauL le i)lan qui nous a dej4 gt^ide dans tous nos Lravaux anterieurs, 
constituera la partie dite dc la Balistique vationnelle^ qui coinprcnd : 

Tome I. — Problfeme balistique principal. — Les thioremes gene- 
raux dc la Balistique^ 

Tome II. — Probl^me balistique principal. — Les theories balis- 
tiques- 

Tome 111. — Probldmes balistiques secondaires. 

Peul-dln? cet expose, dent nous avons defini Tesprit, risquera-t-il 
parfois d\Hre d’un inlerdt mogal; d’etre, en apparence, irop loin des 
applications, si e’est un pralieicn qui le consultc; trop clementaire et 
trop timidc dans la theorie, si e’est un savant qui le jugc. L’ecueil, 
pour Tauteur, est de n’avoir c<Tit qu’une lourde ct lente compilation au 
lieu d’une (uuvre de logique et d’barmonie, bien dessinec et bien 
equilibree. 
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En lout rf4>. lh«M>i‘i<\s, qui <ioul ia bas^ nt^cessairc des applications 
pratiquif*^. pourroiil rtrc l*‘ point di* depart des etudes du bnlislicien, 
<|ui rherclii'ra a fain* pn»}*resser ta science, ou du professeur, qui desi- 
rcTu la posSt*der, nu <le rarlilleur, qui voiidra peuelrer 1 esprit des 
metliodcA dc lir doiil il US4*. Nullc M*iencc peut-6tre, d'autre part,n'oflre 
comiiu; applic'aflouN iinmetUales etnalurcllcs des cours classiques d’ Ana- 
lyse *'t de M/'Cauique rallniinelltN lant d** probUmes, d'aspects si divers 
et si iuhTCssanls qu’on [muU din* que, parcoiirir an Irailo de Balistiquc 
£tteri(*iirc, <**4*st pasMT eomme ime roMie, sous une forme concrete, de 
toutes Ics lhe«>rit\s de cos deux sciences. 

h, Le se(*(ind nntH c^t (‘eliii qui (endra constamment a resserrer les 
liens iieeeH.saires eiilre la llieoric, qui inarche loujours vers Tabstrac- 
lion, et r<*tperi4*iiee, ou la science Irmuc scs lois nulurellcs et ses 
v^rificatiims. 

Le Tome IV, sous Ic litn* do Balistirjue Exterieure experimentale^ 
fait coanaitre la nature et lemanicmcnl de tout I’ou tillage n(3cessaire 
an balisti4*icn pour ctaldir les lois exp^rimenlales de la Balistiq^ue, ol 
obtenir h*H donnees <*t caraeleristiques des lirs : appareils balistiques 
en usag<* dans les polvgom’s d’«*xperi<*uci*s, d’unc part; rtiethodcs 
pratiques tie calcai^ <I<‘ I’auln*. 

c. Le Tome \ renferme im llistorique de la Balistique Exterieure, 
Cest la le troisienio ouiil iu‘cessaire. Un lusloriquc <*st le complement 
indisiicnsabb* d«* hmt traitc (rune science quelconque : la iheorie, qui 
n^est qu’uiie classification siir uii plan logique, n est plus, en effet, 
qu'un developpemeul qui apparaJl ooinmc factice el froid, si Ton 
n^voque pas su vie perinauenU' a lra\crs les temps. 

■del historique doit 6tre comme la conlre-cpreuvc de la theorie, car 
on doit voir sy classer aisement, ct en recevoir unc lumifirc nouvellc, 
tous les travaiix que les savants passes ont consacre a la scienci*. 

Et lorsqu’une science pcul, comme la Balistiquc, faire figurer dans 
son JiSveloppemenl les noms dc Galilee, do Newton, de Bernoulli, 
d’Euler, de Legendre, etc., son Iiistoire presentc certaiuoment un 
int^rfit g^niral plus grand que celle d’unc simple science d’appUca- 
lion pratique. 
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d. Ensuite, vicnt, tout naturellement. Ir quatri&me outil indifr{)<‘n- 
sable, une Bibliographie aussi cumpletc qiie possiWi-, qui lerminerH 
le cinquidme volume. 

e. Enfiu, et connne dernier outd de irataii. le Tome VI renferme 
loutes les Tables numeriques nece&»iireb a rapplieation des ihetiries 
balistiques et les modules de calcul utiles dans la pratique. 

V. La guerre a naturellement retarde beauuoup la publication de ce 
Trait6, dont le manuscrit a ^te depose, d^s jan\ier igi8. & I’Institut. 
L’ Academic des Sciences nous a fait le tres grand lionneur de d^cerner 
k cet Ouvrage le prix Poncelet, pour I’auiwe iqiQ. 




TRAITfi 

DE 

BALISTIQUE EXTERIEURE 


INTROBUCTIOX. 

fA BALISTIQUE EXTERlEUIlE IIATIO.NN'ELLE. 


1. Objet d6 la Balistiq^ue Ext^riaure. — I/rtudc dii iiioii\<‘int'nt d'un 
Odrpi pi'iant, dc furnio qiiflconque, lanct* «lans un niilitMi iTMsimit, «‘st 
an pr«i)l6me inahardable, dans I Vial arliiel d«‘ In Hum'qa**, dc la 
Meoanique ol d« I’Analysn, 

La Jialistique Extirieitre «'*tudit5 la niouvamant, dans I’air. da car- 
tains corps soUdcs — las projaclilas de rArtillarla — ipii joaissanl da 
propritites nnicaniques spcciales, gnlca auxquellas la problania sa .siiu- 
plitie notablanient at deviant accessibb' au aalaul, l*t*s siinpiificulioiis 
qu’on apporte ainsi a I'anonci^ dii probl^me ganacal (‘onstiluant las 
hypotliAscs qui pcrnialtanl dc ramcner I'aludc jl'iin phanomana natural 
Ires complexo a line question de M^^^aniqne pure at d'elal>lii\ sur des 
bases logiques, la Balhtique Exterieure rationnelle. 

Nous devons done, tout <l’abord, enumerer la.s bypotlb-ses naae.ssaitTS 
au d^veloppemenl de celtc science, qui met en presence : lu Terre, 
V A tmosphdre et le Projectile. 

% La, Terre. — i* On suppose d’abord, dans ratiide du mouvatnenl 
des projectiles sur les trajecloires usuelles, limiteas, dans les deux sens, 
A la surface de la Terre, que cellc-ci est plane et immobile. 

La premiere hypoth6.se, forme plane de la Terre, peut 6tre admisa, 
parce que la longueur des trajcctoire.s (portAe i;)o‘'“, au plus, pour les 
plus longues exceptiohnellement rAalisablcs jusqu'A ce jour) est Ires 
petite relativement au rayon du globe terrestre (bS^o^). L’erreur pro- 
duile sur la port6e par cette tr6s faiblc courburc ne pouvant tUre que 

P. CnAHDONKtRR. TOMU I. 
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liv.s rrlalKrineiiJ a la porlre clle-mcmt*, ou <‘st conduit a la 

iie{»li}»cr, en premiere ap[U‘oximation, lout an moins, quint* A doniier !<* 
moyeii de Ttnalucr (*ii <lcii\Icme approximaUon. 

Ij immobility dGhTi'rve esi la deuxieme liypolhese. l-a rotation d<* 
la Terre intlue siir les trajecloires ties pr«)jeoules; niais, cellc 
iixtlueure, quand on la traduil eii noiiibres, apparaii comme tres laible. 
On pourra done, encoi'o, admctlre lout d'abord riiypothcse d(‘ Timmo- 
bilite de la Terre, et, plus tard, dans line deuxieme a|)proximalion, on 
donnera le calcul de Terreur ainsi confienlie. 

a*" La Terre, par son attraction, douiie naissance a Tune des d(»ux 
forces principalcs qui agisacuit siir le prqjeelile, poids* Dans reludo 
du moiucment des projecliles, on suppose d'abord que la ^nwitd rst 
ronstante en grandeur et eu direction^ 

On suit que ces deux hypotheses ne s’applicpienl lef»ilimemeiit, r\ 
a la liniite, qii'a unc petite etendue auloiir d'nn point du }»lol)e; <*n 
realite, la gra\ile vane, en j»raiideur, suivaiit Valfitude (‘t sa direction 
passe, a peu pres, par le centre de la Terre. Kile varie aiissi avcic la 
latitude du lieu ot\ se lait le tir. 

La j)etilessc de nos traj(‘cloires actiielles, rehilivcimMil iiux dinnui- 
slons du {jlobe, aut(»rise a admettre, en premiere approximation, la 
Constance de la gravilc, en grandeur et en dit action, llntj s(H5ond<* 
a])pi*o\iinatiou pcrmellra (revahier I’imporlance <le IVrn nr inlroduil<! 
par CCS h\ polheses. 

3. L’ Atmosphere. — La Balistique Irailcra lout d'almrd h* <'as le plus 
simple, ce qui eomluil esidemmenl u sup|>oser (pn* Fair on se nieul le 
projectili* esi un milieu homog^ne.i^l immobile. 

En rfialile, Ididensitr do Fair et la resistance., qui en eM nne foiu’ilion, 
\arient a^oc Vallitade. Or, a cause du peu dVitnuhie en hauteur, de 
beaiicoup des irajccloin^s iitilisees par FArlilh»ri<‘, la \tiriali<in de la 
(hinsilc est Ires sou \ cat assez iaiblc, dc Fori}»in<‘ an soinmel. ii en resit Ih* 
(pFeii premic^re approximation, Fhypolhese <!<» la densitc constante 
pourra etre admiso, cl qiFon pourra calculer, comme (knuienie approxi- 
mation, le tqrme eorrectif en general petit, drt a lu \ariation dc la 
densite de Fair avee Faltitude. 

^Tourles trajecloires tiroes sous de irc^s grands angl(\s do proje<*tioii, 
avee une grande vitesse iuitlale, cette melliode (Fap[)ro'xituatioxi succes- 
sive pourra ^'tre insuffisante et le proUeim; balistique devra iHvv resedu 
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(Ians LolUe sa grin^ralile, on iatroJiiisanr la loi rcrllf* dr la rrMbiancr dr 
fair on (‘on(‘tioii de la Mte&se el dr raliitiid(‘. 

l-idiyjjolhrse dc rimmoInliLe de I'air reprL*s(‘iil<*ra le oajs normal pour 
lequel la Irajecloire doil rln‘ <‘alciilre : Ir rent atmospherique <‘st un 
phrnoinone aocidentcl dont les eflrls beroiiL on t^ciKTal, trrs faibirs 
rrlatlvomoaL aux dimensions do la trajooloin* on air oalim*, a cause do la 
polilesse ordinaire de la vitessc du veni, romjmrot^ a la \ilObsedoiit O’"! 
animo Ic boulol. l/(‘frel du \onl sora done oalciilr romme iin<i secoudr 
.q)pn)\imaUou. 

i. Le projectile, - l u projoolde qui so nirul dans on milieu rrsi'^- 
laiil osl boilicilo j)ar diuix .sTSlrineb de forces : par la pesunteni\ qin 
agil sur Louies ses parLiculos, er par la resistcuire^ ipii s'exerro stir Ions 
les points de sa surface. 

La Mocaniquo raLionnolle rnonco, dans or cas, li* lliooivme suivfuil : 
L<* centre de graoite d'un corps solide se meui comme si toute la 
masse <Hait concentree en ce pointy ei conimc si ttmtes les forces 
exlerieures y ctaieiit transportees parulle lenient a elles-'mimes. 

La Balisliquo do\ra done oonsidorcr un ])oinl maleu’iol de masse of>ab‘ 
a cello du projeotib*, auquol scrail appliquoi^ la rosullanle, a ohaqtu* 
iiusLant, des d(‘u\ forct‘s (jxlorlcuri^s, la pesanteur oi L» resistance de 
Vair. 

Si I’oii <‘on.sidore des projectiles spheriques, lanoos sans rotation, 
(lonL le oonlrc di^ gravilc coincide aveo Ir coiitre de (igiire, on drs 
projectiles oh/ongs qui, |)ar quolqiie moyon do slabilisalion, soraioiil 
assuj<‘llis a se mouvoir rigoureusemenl dans la dIre(‘lion d<‘ Iciir oxo, la 
rosisLaiu^o de I'air, par une raison e^id<»ule d(‘ sMiiolrio, se redult u uiic 
force uuitpio, dirigrt^ en sens inverse <lu iu()uv(‘in(*nl de translation. 
l/(‘\))oricnec monlro que, dans oo cas, la rosistan<*e uc depend, pour 
unc vabmr doiinoe do la densile du milieu, ipie di' la vilesse dc Iraiis- 
lalion. 

On dll alors qii<» la resistance* csl tangeniielle. 

Dans 1(* cas general du mouvement d’un luobib* d(‘ Ibrmc ([ucloonqui*, 
lan(‘e arbitraironieul dans Tair, la rcsislanc'e varii? a oliaque instant, 
d’abord avec la vilessi^ <lii mobile, puis avec la fa(;on <lonl il prescnlc sa 
snrfact? u Tair. La rosislanco est done fonctiou (eu grandeur el en direc- 
tion) do la position memo du mobile sur sa traj<‘<‘toiro cl dc la vilcsso : 
ellc u’osl plus Ulng<mllelle. 

Les projectiles oblongs par les canons (l<* rartillorie modorui*. 
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prcnnunt, sous ra«'lion des rayures, un mouvemeut rapitlc de rolatiou 
autour de lour axe. Dans ces conditions, n6(‘cssaire.s pour assurer la 
slabilil^ du projectile sur sa Irajecloirc, I’hApollic.se d'unc resistance 
tjangculicUc n’cst pas absolunicnt cxacle. L'axe de li^ure n csl pas I’axe 
de rotation, ct ni I’un ni Tautre ne peu\enl rosier, rigoiireusemenl, 
diri{»«*s snivant la langenic i la lraj«'Ctoire. 

IjB resistance dc I’air ne se rdduit done pas & line force unique, inais 
e une force et a uu couple ; die ne pent I'tre rigoureu.seini*nt langcn- 
ticllc. 

I. 1 C phenomen(‘ dc la dt^rivation des projci'liles oblongs resulle, 
Jnstcmenl, dc la non-coincidencc dc I’axe d(* figure et d<‘ la langeule fi 
la trajectoirc. Or rexperience monlre que la derivation n'eloigni* le 
point de chute du plan de projection que d’unc quantil.d qui csl toujours 
Ip&s faible par rapport & la porlde; d'auli*e part, I’^tude theorique du 
phdnomene, d’accord aiec l’expf*ricncc, indique que, duns h' cas d’liu 
projectUe anim(% d’unc grande vilesse de rotation, I’licarl ciilrc I’aM* dc 
figure ct la tangcntc reste, en g^n^ral, Ires petit. Lorsqu’il u’en c.st pas 
ainsi, e’est que le projectile est ddcclucnx ou que U; canon prf'scule 
quelquc imperfection : la te.nue balistiquo du projectile* sur sa trajectoirc 
n’est pins asaur<5o. On iloit cherclier t\ amdiorer les propriOtf's balis- 
tiques do I’arme. Ij<‘ 8 projectiles de teuue d6fectueiiso resteni done <*n 
dehors dc ceux que la Balislique pent espf'rcr atli'iiidri* dans ses 
theories. 

Ellc pout cepcttdant eidaiivr u.ss<‘z les principales circoiistancos du 
mouvemont dc cos projectiles pour servir de guide, duns la pratique, 
aux rcclierches d’am^li oration de leur lenue dans I’air. 

Pour lous les projectiles susccptiblcs d’un bon service balistiqui*, la- 
force d^viatricc qui est appliqutSc aux pi’ojectilcs, ct qui produif la d('*ri- 
xation, est done toujours trSs faible par rapport ii la force principale 
qui est la i'6sistance tangenticlle. On pent, par suite, negligcr iielte for<*« 
dcviatrice en pi*eiuu'rc approximation, lout an moins, et coiisidcrer, 
indf'pendamment I’un de I’autro, Ic mouvemenl principal dd »\ la scale 
resistance tangenticlle, et le monvement perturbateur dd a lu force 
dcviatrice. 


5. ProUtoies balistiques principal et secondaires. - - Les cousiddru- 
lions qui vienncnl d’fitre developii^es conduisent A une simplification' 
trAs importante dans I’dtude de la Balistique Kxtdricurc nitiunnelle. 
Elies autorisent, en cfTet, la division du problAmc giindral en deux 
autres problAmcs de caraetdres bien diirArcnls : rdtudo du motU’entent 
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principal^ clu a Inaction .slmullaiiee <le deux iorces» preponderanlcs, el 
relude d**s perturbations^ dues a uii grand nombrc <le causes de faible 
art Ion. 

Le probleme halislique principal b'enonee alors : 

Eliulier le mouvement cVun point materiel pesant duns un milieu 
eii repos ^ de densite cons tan te^qid liii oppose une resistance iangen-- 
tielle^ fonction de la nitesse. La Terre est supposee plane et immo- 
bile; la granite est c,onsta?ite en grandeur et en direction. 

Le mou\(imeiit du projeclile elanl suppose oonnu par la solution dii 
problemo ballslicjue principal, il y aura lieu d’eludier ensuite les modi- 
fi(‘aU()ns quo los hypotheses simplificalives, (jiii out etc failes precedem- 
inenl, apporlenta la lraje<‘lolre \erilable. 

Les Icrmes corrcclifs qui s iiilroduironl ainsi scronl, en general. Ires 
pelits; d'apres un |)rineipc connii, on pourra les calculcr separemenl,el 
hiur somnio donnera la (‘.orreclion lolale a apporler a la IrajccLoire 
principale. 

On aura ainsi une seric de prohlemes halisUques secondaires^ qiii 
seronl classes el eludies d’apres Ics causes qui Icur donncnt naissance, 
<*u dlslIiiguauL I’inlluence de VAtinospkere^ d<' la 7'erre ol du Pro- 
jectile^ 




I. 

PROBLEME BALISTIQUE PRINCIPAL. 


CHAPITRE PRELIMfNAlRE. 

LES BASES DE LA BALISTIQOE EXTERIECRE RATIONNELLE. 


I. — LOIS DE LA R£SISTANCE DE L AIR. 

6. Lois expArimentales. — La resistance de fair esl k seulc force 
inconniK" (j;ui timive dan.s I Viioac6 duprobkme balistiqiie principal (S). 
l/(5uulc Lli<‘(iri(|uo dcs lois dc celle resistance est encore peu avanede el 
la pai'lie de la Pliysitjue malhemaliquc qni s’en occupe esl encore loin 
dc pouvoir rendn* complo des fails exp^rimenlaux.. Aussi esi-ce presqiie 
a I'evpfiricnce bciile que ies arlilleurs sont encore obliges de demander 
la deU'rmlnallon dc.s lois de la resistance el les valeurs nunieriques 
nf'cessaircs pour I’appliealion pratique des lh6ories de la Balislique. 

C(‘ll(5 reeduirche conslilue alors un probldme de Balistiqiie exp^ri- 
inoniale dont il ne sera pas question ici. 

Faisons simpleineul connaJlrc les U'ois lois principales quo Texpi'*- 
rience a permis d’elablir : 

La resistance dr I'atr est: i° proportionnelle A la density de P air ; 
■<" proportionneUe d la section droite du projectile; 3® pour des 
projectiles peu differents de jigure^ elle est susceptible dCitre 
exprimee par la formulc iF(w), oti i est un coefficient indipendant 
de la vitesse, dependant de la forme du projectile^ el F(i’} une 
mime fonction de la ritesse pour tous ces projectiles. > 

7. Expression des lois de la rAsistance. - La risistance de Uair^ 
o’est-A-dlre la force A, en kilogrammes^ qui s’oppose au mouvenicnl 
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(Ill projoolile, s’ecrira, d'ajjrosles Iroi'^lnis [m^crdenle’^ : 

4 . 


formnie oii A csl Ic poids du niitre cube d'aii\ en kil()gi‘amm(*s 
(nombi'c proportionnel a la den&ite de I’air'), a le diamiire du projec- 
tile (calibre), <*n metres, i V indice de forme du projcclilc. 

L'acccl^ralipn -1, qiie cette force A itnprirac a un projectile de masse »i, 
a pour expression 

.3 = — = £a 

m p 

{p ctant le poids du projectile, on kilogramnius, et g \' acceleration de 
la pesanteur). 

On a done 


On suppose, pour I’^tablissement des tables, qiie le factnur conslani 
7 g est incorponi k la fonction de resistance, qu'on dcsigne alors par la 

4 

notation F(w). On a done 

,3 = cF(u), 

en posaut 



nombi'C c csl le coefficient' halistique du proj(‘cLilo; le produii 
cF(v), ou soiivcnt, par abr^viation, cF, est uue acceleration^ imnie- 
diatement comparable & la gravity g, et exprimde en m^tres-seconde. 

Remarques. — i®On d^nomme souvent I'accdlfTation <3 la contre- 
acedleralion de la resistance de Fair, et, parfois, par iraduolion litl('‘rul(‘ 
des auteurs italiens, retardation ; 

. a® Slauci et, & son exemple, beaucoup de balisliciens emploicnl, aii 
lieu de c, un parametre 

C=:— i-, 

1000 c 


(jui est dit le coefficient balistique riduit du projjuuilc; 

3® Le coefficient balistique c peut varicr, dans Ics applications balis'' 
tiques, depuis o,oio (bitUc spb6riqiic do revolver, i^i, a!s=o®,oo8, 
F = o**,oo 8) jusqu'i 0,00007 (canon' de bord, £ = o,3o, o =o*‘,5a, 
p = 1 5oo^) : 


io»c == 10000, 


lo’c SB 70. 
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fum f ( r) lelle qiir 


Lcs experiences cnlreprises an polvgonc do I'ArlilJcrie ao\ale, a 
Gavre, ponrsiihies pendant de Ires nombreuses annees (‘I ulilisaiit 
plusleurs milliers de coups de canon, onl perniis de dclernnncr la forme 
de la <‘(>iirbe 1*1 r) pour lcs projecdles ogivaiix de la Marine fraucaise. 
Elle est tigurec ci-dessous {fi§, a) \yoir\. 1\ , Parlie). 

^ Fig. o. 


{m 



11 T a, d’ailleiirs, un accord ires satisfaisaiil iiou siuibunenl <le la 
forme generale, mais nicnic des valeurs iuimeri([ues dcs di\<Ts(‘s <‘()url)(‘s 
experimeiitales dela fonclion f(e') qiii onl ele elal)Ii<‘s par I(*s arlill(*ries 
des dilFerenls pav^ mililair<\s. 


II. ROLE DE LA LOl DE RESISTANCE 
DANS LA SOLUTION DU FROBLEME BALISTIQUE. 

9. Les lois paxtielles de resistance. — Eu consideranl la Ibnm* 
eourbe des f(e) {jig, o.), on pent se rendre <‘ompl<‘ des uilorprfMalions 
successives qiil, a mcsure ([ue les vilesses iniliales des canons augmen- 
laient, out dii elre donnees des lois dc la rcsislanc(‘ <le I’air, <1<‘ la 
progression des essais Icnles pour resoudn^ le prohleme lailiHli<jue en 
specifiaiil la forme dc la fonclion E(n), (l(*s’ raisons de Ituir sucees 
momentaiie el des causes <lc Icur insuflisauco fiiial(\(ietexainon resume, 
dans un certain sons, Louie imo face dc I’histoire de la Balisliuue Kxle- 
rleure. 
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U s'agissait, ponr les halislLcieub, de trou\er, pour represrntpr la 
function unc forme assoz simple pour permettre la rejiicdutiou 

analj tique du probleme balislique, lout en ne s'ecarlaul pas trop de la 
loi de rfisislanoe veritable. 

Tant cju’il ne s’esl agi que des vilesses tres faibles, qu«i, tlan> 
raiicienne arllllerie, on imprimait aux bonibcN, \itCbses \ariant enln^ 
el 200“^ enNiroii, la Loi du cdrre (ou quadralique) Fu') = B2e®, 
que, d’ailleurs, depuis iVewton, beaucoup Je balistLeiens rcgardairiU 
<‘omme rigoureuse, a pii parailrc bien suflisaniment exacte. CVst snr 
<‘etl(‘loi qu Euler, Borda, Fraiicais, etc., onl 6 tabli les premieres theo- 
ries balihtiqucs. l-.a eourbe des f(e) presentant un minimum dans la 
region dcs vitesses utllis^es, la loi quadralique pout dire consideree 
eomme salisfaisaiile. 

2“ Pour les vitesses plus grandes, cedes des canons lisses, allunt jus- 
qu*i 4 So“^ environ, le general Didion, meltant k profit quelques ddter- 
minalions de la resistance de Fair au mojen du penclule balistique, 
remarqiiait une augmentation plus rapide de la resistance avec la vitebsc* 
quo cello qu’indiquait la loi quadralique. 

A la eourbe des f(e), le general Didion substitua une droite inclinde 

Hur Voxi*. (les r, (ui posant 

• f( y ) = -+- Bjv, 

<'’(*si-a-dire 

F(y Bjv*-!- B3V’. 

3 '* L’inlerpnUalioii trt'xperiences du memo genre couduisit le colonel 
(Ic Sainl-lloberl el le general Majewski a prendre pour f(r) la parabole 

f( v)= Bj-h 

(i’estr-sk-dir(‘ 

Fft;)= 5 s 84^^- 

Bashforlh, qui ulilisa un chronographe electriquc, prit, plus siin- 
phuneiit, um* droil(‘ |)ahsanl par rorigiue, adoptant ainsi la loi cuhiquo 

5*Le capitaine Filon-Bressant remplaQa la courbu des dom 

l’asc.en8iou est si rapide enlre ai)<»® et 5oo“, par uae parabole du second 
(logr^ .'i axe vertical, ayuiil son pommel a I’orij’ino. Celte representation 
rcvjcuL A adopter la loi hiqiutdraliqtte 

K(«) = IUw*. 

t 

Par un<s heuivuse fortune, il arrive que la loi biquadratique, port 6 c 
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<Ians les equations differeiiLiellcs du mouvemeiil, pcrmct (le les iulef;ror, 
a Taide de quelqiies approximations, sous une forme qui prescntc le 
maximum de simplicitc. Toute imc liieorie balislique et de consi<l(‘- 


Fig 3. 



4,+ +.4.4.4.+4.4../^e^^W 

H Ffvj^ jSg 

SJl d 

rabies Lravaux d' application pratique onl pris (*.eLLe loide I^Ilon-Brcssant 
commc base (Helie, general Zaboudski, etc.). Mais rapplication de 
celte loi au dela de 000“^ cesse d’fitre logique cL perd IouUj siguiliea- 
lion physique. 

6 “ Si, au contralrc, on recherche une represenlaliou simple de la 
courbe £(??) pour les hautes vitesses eu suorifiant les peiitos, on t\sl 
conduit avec le commandant Chapel et d’autres halishciens ( Ilojtd, 
colonel Vallier) a prendre, pour forme Hiv‘aire (Bo-f-Bir) 

et, par suite, pour f(r), Thyperbole cubique f(?\):=: (Bo est 

negatif dans la formule de Chapel). On pent encore, avoc le (tommju- 
da;it Batailler, prendre, dans les mfemes I'egions de vitesse, 


F(a)=s \/ ' n). 





• • • • F(v)s2i^7J- 

o o o « o oD. ^)u£ton f(vJ^B„i-B, 

- < o 


fcv)^ (M) 
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10. Bases r^elles du ppobWme balistique. — Gelle faron d'cii\isaf»(!r 
la solution du probUme balislique en s’imposanl la reprcbenlalion, sous 
UUP foi'mo simple, d’une loi li'cs compliqut‘e, ne pout cHidemment 
(‘onduire a une iheorie presenlant quelque generalite. En decomposanl. 
ainsi, en iranelies, la loi de resistance, on n'obliendra evidemiiient qu<* 
des solutions partielles, ne s’appliquant qu'enlrc des limites d^tcr- 
mindes. 

II n’y aura aucune unite de mcthodes ni de formules dans ccs pi‘o- 
blemes particuliers, et rapplication en sera mcine dcs plus delicales, 
dans la pratique, od les tirs qu’on vent eludi(T sorliront souvoiiL des 
limites que Ton a traedes d’avance a Temploi de la tlicoric. 

Si ces modes de representation ont eu lour ulililc a lour licun^, la 
maiiiere dont on envisage, actuellement, la solution du probldine balis- 
tique lour a fait perdre une paitie de leur Inlcret, en Ics rangcanl lous 
oomme des cas particuliers de la solution generale. 

Les equations dilTdrentieiles du mouvement du projectile s’ctablis- 
sent, (‘\idemincnt, cn laissanl a la resistance la forme generally el im])li- 
citeF(?')- La solution \ raiment rationnellc el gendrale du probldinc 
balistique, qui consiste dans Finldgration do ces dqualions dillcrcu- 
tielles, devrait done conserver celle indclermination dc la fonclion 
j usque dans les formules d’applicalion. Le probldme devrait dtre rdsolu, 
cu lui-mdme, par des procedds gdneraux, el non a Faide des atiiliccs 
analytiquGS que peut permeltre le choix d'unc forme explicutc <lc la 
fonclion P (i’). 

La solution devrait pouvoir s’appliquer idcntiquemcnl, non scul(‘- 
ment a la loi parliculidre dc resistance qui convicnl uux projecliles on 
usage a une certaine dpoque, dans une ccrlaine Arlillcrie, mais a une 
fonclion quelconque evprimant la rdsistauce. On aurail ulors uuo solu- 
tion gdndrale du probldme mdcanique posd, solution dans laquellc il 
suffirait d’introduire, pour les applications niandriques, comme (*as 
parliculier, pour ainsi dire, lelle loi de resislaucci dc Fair qu(i Fon 
voudra. , 

On peut dire que celte manidre d’cnvlsagcr, par uuc viie <lVnsembl<*, 
le probldme balistique, joinlc d la solution approebde qui a pu dire 
donnde dans certains cas, ires interessanls iraillcurs pour la pratique, 
constitue uu des progrds les plus considdrables qui aienl did fails en 
Balistique. Le mdrite en revient, pour la plus grande panic, a deux, 
savants artilleurs it^liens, le colonel de Saiul-Robci;l ei le <soIonnl 
Siacci, qui ont su gdndraliser heurcuscmenl des mcthodes dejd ulilisdcs 
dans des cas particuliers par les lialisticiens fraiH^ais : Borda, le eapilaine 
Piton-Bressanl et le gendral Didion. 
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A riioure acUielh*, il esl possible <relai*gir Li memo idee et dt* la dev**- 
lopper sur des bases rij^oureuses, tie nianiere a lui fain* embrasser la 
Balisliqiie Extericure ralionnelle loul enliere. 

li. Sur la generalite do la Balistique Exterieure ratiounelle* — II 
iniporle beaucoiip de remarquer que la seienee cle la Balistique Exl*'*- 
rieure, si Ton pcuL redificr, aiiisi qii’llvienl d'etre <»xpose, surle principt* 
de la conservaliou de la fonclion F {v), tlevienl, en fait, fndependanie 
fles lois de la resistance de Vau\ enoncees precedemiiieiil ('C j. Elle 
suppose, sim|)lenieul, ([uc celtt* nisistanct^ esl tangeniietle et fonclion 
de la ritesbe e. 

Les lois expenni(;nlal<‘smoiilreiil alors sealemenl eiunmenl on pourra 
passer, praliquomt^nl, d’lm projectile a un autre dideranl de formes <‘l 
de dimensions pour reliide de la li'ajectoire dii second quand on con- 
nailra cello du premier, ct commenl»on iililisera, par suite, pour un 
i'rand nombre de projccliles, les memes tables nuineriques, calculecs 
unc fois pour Loutes ct issues d’une memo fonction F { v ). 

On csl done en droit dc dirt* que les lois experimentales dt* la resis- 
tance de Tair pourralenl etre completenient l>oiilevers6es, sans que Ics 
theories de la Balistique Exterieurc fuasent, en quoi que co soit, modi- 
fiees. 

Ritm ne serail change, par exemple, aux theories balisLiques, si Texpe- 
ritmee inontrail ([ue la t'esislance cst une fonction ([uelconque dn dia- 
metre du prqjeclile, unc fonction quelconque de la densite de Fair on 
de-la tcmpdralure, ou que Tindice de forme i est variable avec la vitesst*. 
Cos lois obligeraient seulcmcnl a calculer des tables nuineriques plus 
rtombreuscs. Si les lois experimentales enoncees (6 ) pouvaienl cepen- 
dant (Hre prises oomme premiere approximation, his memes tables servi- 
ruient pour lous le.s projectiles; il s’introduirait alors un cerlain nombre 
de Lermes secondaires, tjui permellraient d’obtenir la solution complete 
du proJileme. 

C’esL cetle generaiile et cetle independance quasi complete de la 
theorie el des lois tjxperimenlales qui font que la Balistique Exteriei^re, 
merite, au plus haul point, le nom de rationnelle^ que nous lui avons 
donad dans eel Ouvrage. 

i 

i% lutte&t de I’Stade des lois simples. — Il u’est pas inutile cepeudaut 
d’6tudier, avec suiu el dclaxl, les prtiblSmes parliculiers dufinis par urn; 
loi simple de resistance, lls prcsenlcnl d’cibord une importance hislo- 
ligue considerable ; Icur connaissance est n^cessairc pour lire les travaux 
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(les balisliciens cl pour eomprendre les rapports des Commissions dVx- 
periences. D aulrepart, ccrtaincs questions, inabordabicsparunc llic'orie 
fifcneralc, admeltent, dans des cas pari iculicrs. une solution oompUte qui 
peut dcja donner des rcsultats approches, d’une application assez ctenduc 
01 d’une generalisation possible. Ilssont, enfin, Irospropres efairep6ne- 
irer intimumcnt dans la connaissancc des propi’ictes, souvent delicales, 
(lit mouveraent du projectile dans I’air. 

Parmi los lois simples, les plus importantcs a considerer sont les lois 
<lilcs monomes, de la forme F^o) = On peut imaginer la courhe 

des F(i’) partagoe cn zones telles quo, sur chacunc, I’exposant /i n’ail 
(pie de faiblcs varialions. Le probleme balistiquc etant suppose resolii 
pour une valeur quelconque de n pourra, evidemment, (Hre etendu, pour 
le calcul pratique d’une trajecloire quelconque, a une fonction F((’ ) 
quelconque, a condition de diviser la trajecloire en arcs d’amplitu(l(‘ 
convenablc. 

{3. Degr6 de la resistance. — Dans toute I'etudc du probleme balii— 
tique, on est naturelloment amen6 t prendre, comme reference de la 
fonction F(t>), la fonction monome BaU", qu’on peut soit lui snbsliluor 
en un point, soit assignor comme limite de ses variations. 

La fonction F(u) et la parabolc BaO" sont langentes au point <‘t 
I’on a, pour determiner Ba et n, les deux relations 

d’oii 


) 

L’exposant n est dit le degrd de la rdsiskmc/’ au point t). 

Sur I’ensemble de la courbe P(n), le degr^ de fa w'isislanoe vane, on 
g6n6ral, en ebaque point. Si I’on repr6sente, sur le plan, une Courbe 
quelconque F(v), cn fonction de v, la valeur n = i correspond au poinl 
donl la tangente passe par I’origino. Quand lb tangente coupe I’aie 
des V dans la rfigion positive, n est > i ; dans la region nfigalive, on a 

« < I. • ^ 

Ainsi, sur la figure 4, on a : 

Arcs OA. A, AB. ' B. BC. C. CI>. D. DE. 

• , /I.......... SSS| <1 SSKl >I **1 SiBtO 

En Balistiquc, on ne consIdCre que le cas de n?o. Le cas de n<o 
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correspond, en efTet, a I’hjpothdsc d’une resistance decroissant qaand la 
vitesse croit. Ainsi done, on aura loujours F(t>)5o. 


Fig. 4 . 



O 


D’apres les lois experimenloles de la resistance, le degre n de la resis- 


Flg. 5. 



tance varietutre »■= i ,5 (pour v= 700") et n =:6,a (pour 0= 33 o®) 

(/i^.6). 


p. {isAKBOivirnR» toxc t. 
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Dans ies discussions gen6rales des proprict^s destrajecloires, ondc'si- 
gnera toujours par n le degre de la resistance en un point courant de la 
courbe F(«), par le degre correspondant « =oc, ct par /lo le degre 
correspondant a t; = o. 

Quand on empluie la loi = soil localisee ii unc courle 

region, soil etendue a loute une irajecloire, on caracterise souvenl cctle 
loi, au lieu de resistance monome, du nom de resistance eiwiitne. 


III. — DIVISIONS DU FROBLtME BALISTIQUE PRINCIPAL. 

14. Les tcois parties du probldme principal. — La solution rigou- 
reuse et g^ndrale du probl^me balistique principal etant inipos.sible, de.s 
theories partielles, embrassant tel ou tel cas pratique etrepondauta idle 
ou telle simplification analytique, doivent I'tre etablies. Mais, avant cc.s 
theories et les dominant pour ainsi dire, doit se trouvcr une discussion 
d’ensemble, contenant tout ce qu’on peul demonlrer de gfinenil sur lo 
problAme balistique, pris dans toule sa rigueur el (iludie d’apr^s les 
Equations diff4rentielles du mouvement. 

Le probldme balistique principal fait inlervenir, en uu point do la 
tiajectoire, deux forces [la graviti g el V acceleration de la resistance 
de I’air 3 = cF(v)] et une direction (Vinclinaison t de lii tangeulc a la 
trajectoire). 

La^ consideration de ces irois dements suffil, dvideintnenl, [)our iHa- 
blir les Equations difierentielles du mouvement. Or, lo problt'me balis- 
tique se simplifiera notablement quand I’influence de I’uu uu de Taulro 
de ces ddments disparaitra. 

La premiere Partie du probl^me balistiqueprincipal sera done inlilulde : 
Les cas-limites du probieme balistique; ils sont au nombre <le irois : 

I® cF(w) = o . — Mouvement dans lo vide ; 

a® ^ = o. — Mouvement rectiligne dans un milieu resistant; 

3® x = ± — Mouvement vertical dans un milieu resistant, 

a 

Ce dernier probieme admetlra deux subdivisions correspondant I’uuo 
au mouvement ascendant » el I’autre au mouv(!meat descen- 

dant 

Les deux Livres dont se compose cetle premiere Panic traiterunl 
done: 
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Ic l-.ivre I 5 de la Balistique da vide; 

lo Li\rc 11, dc la Balistique vectiligne* 

La douxleme I^artie du probleme balistiqiio principal intitulec Ze.v 
Theoremes gem^'aux de la Balhtiqae, et dUIsee en deux Livrcs : 

Le Livrc 111, sous Ic litre rle Les proprifUes gihierales des trajec-- 
toires atmospheriques^ Iraite des iheoremes quc Ton pent etablir par 
la seiilc discussion des equations differeutielles ; 

Le Ijivre IV" indique la position du probleme balistique \ib-a-vis de 
I’Aiialjse, inontre les diffieultes auxquelles on doit s'altendre si Tou 
on recherche la solution rigoureuse, el fait coiinaitre les resultati* 
acquis. 

La tioisiemc Parlie Iraite des theories halistiques. Elio cst dl\isee eii 
(juatrc Livros : 

Le Ijivrc V est consacre a Pctude des solutions (jui, dans le cas d'liiio 
resistance monoine^ F(n) == c'', ont etc proposes pour resoudre le 

l^robl^me balistique ; 

Lc Livre VI traite du tir de plein fouet et donne la solution com- 
plete de ce i)robl 6 mc, cxtr^mement important j)our les applications 
pratiques ; 

Le Ijivrc Vll etudic les autres thdories partielles^ que la Balistique 
penncl d’etablir, suivant la region de la trajecloire qu'on se px'opose 
d’otudier; 

Le Livre N'lU expose les m^lhodes de calcul des trajectoires par 
arcs successifs^ dont romploi s'impose dans un ir^s grand xiombrc de 
questions pratiques. 

io. Division gen^rale du Traite, — En resume, la partie du Traite 
actuel consacre d la Balistique Exterieure ralionnelle^ se divise ainsi 
qu’ll suit : 

1. PaOBLilMB BALISTIQUE PRINCIPAL. 

Premiers Partie. - Les oas limites du probUme balistique : 

Livre I : La Balistique parabolique ; 

Livre II : La Balistique rectiligne. 

Deuxiemk Partie. — Les th^ordmes gendraux de la Balistique : 

Llvrk III : Les proprietes gindrales des trajectoires atrnosphe- 
riques ; 

Ltvre IV * Le Prohldme balistique et V Analyse, 
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Troisieme Partie. — Lds theories balisticiiies : 

Livre \ ; La Risistance monome : 

Livre VI : Le Tir de Plein Fouet ; 

Livre VII : Les Series balistiques ; 

LtvRE VIII : Le Calcut des trajectoires par arcs successi/s. 

2. — PrOBL^HES BALISTIQCES S£C0.\DAIRES. 
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premi£re partie. 

LES EAS-LIMITES DU PROBLKME BALISTIQUE. 


LITRE I. 

LA BAHSTIQUE PARABOLIQUE. 


CHAPITRE 1. 

MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE< 


I. - Equations de hoevehent pababoliqee. 

16. Sur la thAorie du mouvemeut parabolique. — Tja ihAoric balis- 
llqiic de GaliUe^ qui donna aux arlilleurs les premieres rAglcs-4o}>i- 
ques pour la conduile du tir, resta Ires longtemps en usage. GrAce A la 
perfection A laquelle celte tliAorie a pu Atre amcnAe, les procAdAs et les 
formules auxquels elle conduit, pour la solution pratique desproblemes 
de tir, onl servi de modelcs dans toutes les i*echerches ulterieures su r la 
Balistique dans Pair. 

Aussi, les ihAories les plus recentes, par la forme analytiquc qu’elles 
affeclent, par les variables qu’elles considArent, par les notations et la 
terminologie qu’elles emploient, consen'ent-elles I’empreinte profonde 
({ue la tbeorie du vide a imprimAe a toute la Balistique. 

Le problAme du mouvement des projectiles djijas le vide est, actuelle- 
ment, dans ses parties principales, du domaine de I’enseignement Ale- 
mentaire de la Mecanique. 11 conslitue, pour I’artllleur moderne, un 
cas-limite, dont les formules donnent dAjA une certaine approximation 
pour le tir des mortiers, et fournissent, en lous cas, le preniier ternie dc 
de la sArie qui reprAsente ce genre de tir. Elies donnent Agalement le 
premier terme de la sArie dAveloppAe autour d’un point quelcpnqne, 
pour tout petit arc de trqjectoire, quelle que soil la rAsisiance dc Fair. 
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CinP. I. — MOLVEMENT DES PROJECTILES DA^S LE VIDE. 


Elies sont, d’aiitre pari, susceptibles, encore aiijourcnun, de Ires noni- 
hreuses applications pratiques. 

II importe done do donnor Texpose balistiquc complet de la ihc'orie 
dll moiivemenl des projeoliles dans le \ide; on a cherebe, id, a coor- 
donner, sous une forme systematique, les tres nombreux iravaux qiii out 
etc fails sur ce chapitre de la Balistiquc. 

17. Equations dlffereutielles du second ordre. — Dans le vide, une 
seiile force agit sur le projectile, le poids qiii esL applique an centre de 
gravite. Le probleme balistiquc principal suppose cettc force conslanu^ 
ea grandeur et eii direction (5). Le centre de gravite ne sortira done 
jamais du plan qui contient, a un instant quelconque, la direclioii de la 
pesantcur et celle do,la vitesse acquisc. La Irajectoire est, par suite, 
une courbe plane conleiiue dans le plan vertical du premier idcnKuil d(‘ 
la trajectoire. Cc plan est le plan de projection . 

Soil O la boiiclic du canon," que nous prendrons cowwwc origine de la 

Fig. 6. 



trajectoire. i-.e mouvoment du cenm* de gravitf^ M du proj<»ctiIe siu'a 
rapporle a deux a\(»s reclangulairos situds dans le plan de proje<‘lion. 
Ox horizontal el Oj' \erlical, Le le/nps t esl comple a parlir de Tori- 
gine O de la Irajecloire. 

' ‘Buisque la scule force appliquei* au centre de gravite agil suixanl la 
\erlicale, la projeciuni de I’acctUeralion p dc la pesaiiKuir sui\anr I’axc 
d(‘s X est ludle, el, suLaiil Taxo des elle esl egalc a { )*( )u a dom: 

les deux equations dillV* rent idles du moiuemeul sui\aiU<‘s : 

rr d^y 

_^o, i-. 



EQUATIONS DU MOUVfiUENT PARABOLIQVE. 


Ces equations s’integrent facilement sous cette forme. 
Ainsi unc j)remiere Integration donne : 


dx 

dt 




dt 
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On \oit que Itjs deux mouvements sulvant Ics axes des x el des jf'sont 
independants I’un de Taulre : le premier, suivanl I’axe des jr, est uni- 
forme et de vitesse constaminent egale a A ; le second, suivanl Faxe desy, 
est uniformeinenl retarde : ee mou\ement est celui d’un projectile lance 
vcrtiealemenl a\ec la \Itesse k'. 

On a d’ailleur^, en faisani t = o, 

A: == Vo cos a, A'=Vosina; 

Vo est la vitesse inittale el a csl Vangle de projection. 
f^iiis line secoiide integration donnera : 

X = Vo^ cosa, y = sina — 

C/csl rcqualion de la trajectoire a Taide dii paramelre le 

temps. 


18. Les quatre Equations differentielles du premier ordre. - - Afiii 
(1<^ rapprocher la forme des expressions des elements dc la trajectoire 
dans le vide de ccUe qu’on adoptcra pour la solution du probleme balls- 
tique dans Fair, on Iransformera les deux equations differentielles 
(111 second ord^'e en quatre equations du premier ordre, de la nianierc 
suivante : 

SoienI, au point M, v la vitesse du projectile el t V inclinaison sur 
riiorizonlale, de la langcnto a la trajectoire. 

On a les deiix I’clalions 


dx 

Tt 


= V COST, 


dy 

=5 V SUIT 

dt 


I cs d<ui\ (*qualions diHereutiiilli^.s du second ordre deviennent alors 

d( osinT ) 


d{ i’COSt) _ 
dt 


dt 




oil, cu dcNcIoppanl les numeraleiirs, 


dv 

COST^ 


dv 


-U SIIIT-^ o, 


.. do dv 

A'- 
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mXP. 1. — HODVEliEXT 5E6 PROIECTILES DANS LE VIDE. 


Multipliant la premiere par sin?, la seconde par cost, el relranchant, 
il viendra 


dt 


V dr 
g COST 


Dans les expressions de dx el dy^ rempla^anl alors dt par la valeur 
ci-dessus et posanl « = v cos t, on obtiendra le sjsl^me des qualre 
t^quations difT^rentielles suivantes, qui sonl celles qu’on se proposaii 
d’^lablir : 

tt* dx 


du s= o. 




dia? = - 


g cos*t 


dx 
g cos^t^ 


dx 


rfj,==_|iangT— . 


19- Foimules des ^l^ents d’un point de la trsjectoire. — La pre- 
miere equalion : rfa = o, donne « = consl. 

Comma, k I’origine, on a Uo = VoCosa, la conslanle est ^gale 
k V, cos a, d’od ce theoreme : La vitesse horizontale se conserve cons- 
tante dans le vide. 

Rempla^ani, alors, dans les trois aulres equalions differenlielles u par 
Uo) el inidgranl, il viendra le sjsieme suivani, qui r^soud le probldiuc 
dn mouvemenl dans le vide, avec la variable langT : 


U s Uo, 

Zio 

r = — (wnga — tangT), 
6 


ar = ^(tanga — tangT), 
r = ^ ( tang* a — tang*T ). 

• ' O 


Les variables qui, dans I’diude du mouvemenl dans le vide, sonl sus- 
ceptibles d’etre prises, le plusordinairemenl, comme inddpendantes pour 
d^finir I’exlr^mitd de Parc, sonl {iangT,f,a?,/) el les deux vilesses, 
totale V et verticah (v=:tisint. Les donn6es k I’origine sent prises 
sous la forme 

u,= VgCose(, (Vo = Vo sin a et tanget. 

Des transformations aisles permeitenl de passer des Equations en 
langt ci-dessus k un autre sjst^me, ayant, pour variable inddpendanle, 
lei ou tel des dldments ci-dessus 4num^rds. Il exisiera done sixsystemes 
de formulas, qui sonl donnas dans le Tableau qui suit : 



EQUATIONS DU UOUVEUEKT PARABOLIQUE. 


25 


Tableau des six stst^mes db formules de l4 traxectoire du vide. 


I. Variable tangT : 
tangx =s » j 

< = ^(tanga — langx), 

a? = ^(langa — tangt), 

o 

V = MoV^>-+-tang*‘t, 
w =s Wo langt. 


tangT : 
t : 


II. Variable / : 
: langx — 

Ho 


X = Utt , 


^ = wo^o— 




= «o^ H-(tanga- 


V 
w ss: 


III. Variably x 
tangT = tanga— 

X 

Wo 


y ==a?langa* 






U = Mo^ I -4- ^ 




14» ss — 


£f. 

Wo 


tangT : 

a; = 

V s=s 

(V s 


rV. Variable j/* : 

= =‘=~l^‘*’S-a<rr. 

= ^ («'o±i^«'j| — 


/ VJ — a^j^, 


V. Variable v : 

tangT =» ± — v^u*— wj, 

“o 

tni [wo±/«»— hJ], 

9 

a?=s ^ [qoo±V^»»— «j], 

W 

U KB » , 

«w =ay^vi— loj. 


VI. 
tangT i 


Variable w 
“ «a’ 


^ = 


jP : 

Y ’ 

’ u j 
(W : 


I (Wo— w), 

'✓(«! + w*)> 


On Toit que les variables ^ et v introduisent des expressions compli- 



a6 CHAP. I. — MOOVEMBNT DBS PEOJECTILES DAKS LE VIDE. 

qiiees de radicaux. On aura, aii conlraire, des foriniile.s simples en pre- 
nant, pai' analogic avec (^langa — tang-r) (srstcme I), comme variable 
^tanga ~ cc qui donne le sysleme suivanl : 


■I 

(Vin > 

I 


1811"-: = ^ — tanga, 


a = iio ^ I + — tanga j » 

iv = — tangaV 


20 . liquations intrins^ques. — SI l^)ii projetleleb forces qiii agisbciil 
cn un point de la trajecloire sur la langeiite el la normalc eii ce poinu 
on sail qu’on oblionl Ics equations differentielles, diles intrinseques^ <lu 
monvenient. 

On aura, sur la langent<*, 

(Iv 

cl, sur la normalc, 


r 6 tant le rayon ch courbiire an poiul consid 6 rc. 

D'api'cs CCS equations, on \oil : 

* iff' 

qiie s’aiinulc |)our ir = o (sommet dc la lraj<»cloir(») ; la vi(css<» r 
passe ])ar un niinimiim, car on a 


d*v <h 


= ^* 


COS*T 
- » 
V 


c’csl-iVcIire nu(‘ quanlile posili\c; 

2" qiie Ic rayon dt* eourbure 

V* *■ 11'’ 

~ g COST "gniy 

csl minimum au lucim^ point (s(»inincl). On a, pour vc minimum, 



21 . Longueur de I’arc .s. - Dunnons, ciiliu, r(»\prcssion dc la lon- 

gueur def 7 V//*c s do la Irajccloirc cn fon<*tion dc riticliiiaison t. 

On a 


{i.s - - ^ , 

A' cos*-: 



EQUATIONS DU MOLVEMR^T PVRABOLIQIE. 

A I’* 

T" 

Cctlt‘ oquaUon s’inl£*grera par la formiilc 


equalion equnalrnte a — ^roisT, puisquc. par tlrfinition. e/s^rdr. 




on posant 


“X i [S tang (I - y ]• 


Colic inlegralc s'oblienl faoilemenl par unc intogratlon par parties, 
(Ji;velopp<'*c ainsi qii’il suit : 

• 'o ** < COST COS^T COS*T ,/ C05'*T 

* 0 

sini: _ ^'^ 1 — cos»T , _ sim; » r' dn 
COS*i: cos*-: ^ ~ cosii cost’ 

‘A [^COS®T J ^ CObtJ 


(Pou 

Or, on a 


r dz r 

J> -J -j 


dz 


. fre 

>z\ 



2 sin ( - + 

mm. 

COS { - 

+ -) 

\4 


' \4 

a/ 


Doii<‘ 


_±_ 

ians(= + 3 ) cos*(:: + 3 ) 




C. Q. F. T>. 


22. Mouvement vertical. Conimo oas parlirulior <lcs lormulc\s (fu 

a*" li), .supposoiis qiu* rauj>lr do proj(‘(;Uon a s(»il 6gal a -]• 

\ 2 / 

L’ahscishc x sora con.slammcnl niillc. Gu’ on a (II, : x — Vo^cosa, 
rl, si cosa =: on a : .r -= o, (jucl quo soil /. 

l/iiioliiiaison 'T sera cgalc a Carla relation ( 1 , 5), (jui s’orrii 

Vocosa . _L. • 

cosT= — , (?xigO (ju<‘T=: ± SI cosa=--o. 

il resto (lone, variablos, clans'los fonnules du u® 19, /, v 

(on (r), los donno(*s a Porigiiie olaiU o,(s V© (ou 

I.(s formnlo' (pii Mil)sisU*nt <laus le 'rablean sonl alois l<*s -<.ui\aulrs : 



CHAP. I. MODYEMENT DES PROi£CTIL.ES DANS LE VIDE. 


11% 


Variable t : 


Variable : 


y = Vorsina — w = Vosina*— 


^ =5 - f Vo sin a ±v^VJ sin^a — a^^], 


w =:v/VJ sin*a — 7.gy 


Variable iv : 


^ Vo sin a— fp 


VJ sin* a — w* 
— ’ 


Dtans ces formules fiigurent les vitesses verlicales Vasili act iv qu’il 
faudra faire ^gales k (+Vo) et {+v) pour le mouvenienl ascendant 

^ et 6gales k ( — Vq) eta( — t;)pourle mouvenient descen- 
1. — Mouffement ascendant* 


dant 


< = [Vo-v/VJ— 

/ V.-v 


Vo/ — ji=Vo— (?■/; 
» w*=VJ— 






a^ 


Le sommet ou point culminant de 1’ ascension coirespond ii 71 = o, 
ol I’on a 


T V, V VJ 

1^=— > »o— — • 

g a<? 


Vo* 


La hauteur Y,, = — est dite hauteur due h la vitesse V#, olesl d4*si- 
a^ 

gnde par la leltre A ; on a done 

V* 

A = -la. ■ 
a^ 


n. — Mouvement descendant. 

^ = — (Vo/4- u =V,+ jS-/; 


^=-'7[V«-/VJ~a(fj'], » 

■■ ' V5-i>* 

^ "V"' 


Remarquons, dans les deux cas, la formula ^ = 


«*= 
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^Ql'ATIOXS DV HOOrEUBNT MILIBOUOUE. 

Si la vitcsse iaitialc de chute esl nulle, on a 

v-S'^1 «*=— a^-^, 

Dans tonles ces furmules, aussi bien poui* le mouvcmeni ascendant que' 
pour le mouvement descendant, Tordonn^e^ esl compt^e positivement 
de bas en bant. 

Lanc6 avec une vitessc verticale V^, dc bas et haul, Ic projectile 
rctombe sur le plan dc I’origine au bout d’un temps T = t et avec unc 
vitessc Vj). ^ 



I® PaoBihuES. — a. Poussidre d’eau. — Deux points matfiriels I 
el 2 partent sans vitessc du m£me point, d’altitude H, et tombent sui- 
vant la loi de la chute dans le vide. Leur 6cart initial £tant %q, quel sera 
leur Scart ^ h I’altitudc o? 

La difference des temps de depart est 



IjOrsquc le premier sera d I’altitude zero, telle que H = le second 
sera & I’altitude 


Done 

d’oCi 
Pour 
on a 






H=4oo“ et ?o=so'"'*iOoti 


i: = o“,o4. 


b. Deux billes parfailement eiastiques sonl placees k des hauteurs 
differentes sur une meme verticale ; au meme instant, on les abandonne 
a leur poids ; elles tombent sur tin plan incline de 4S® & I’horizon, et 
continuant aussitdt leur route sur un plan horizontal parfailement poli 
qui fait suite au plan incline. Determiner la distance que les deux biUes 
doivent parcourir sur le plan horizontal avant de se rencontrer 
(P. Jullicn). 
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CHAP. I. — MOUVEMENT DBS PROJECTILES PANS LE VIDE. 


Si Ton noramcH, etHa les hauteurs initiales dcsdeiix hilles mi-dessiis 
till plan horizontal, la distance clierchee sera ay 'H^H2. L«a rencontre a 
lieu au bout d’lm temps T, =^^^5 apres la chute de la billc IIj sur 
le plan incline. 


c. Deux points pesants sont silues a des hauteurs dilFereut<‘s sur la 
meme verlicale ; au m^mc instant, bn abandonne le point superieur a 
son poids et on lance le point inferieur de has en haul, avee ane vitesst^ 
(lonnee V,,. Determiner Tepoque et le lieu dc rencontre des deux poinls 
{ P. Jullien). 

Soient a la distance inltialc des deux mobiles, x la distance (h* 
leur point de rencontre a la position iniliale du mobile superieur, el 
If Tepoque dc la rencontre compteeapartir dc rinslunl ou le mouvemenl 
commence : 

On trouve 







a 


ci. D'une maiiiero generale, trouver Ic point do renconirc (hi (lou\ 
mobiles pesanls lances \erlicalemenl, de deux positions A| <‘1 Ag, av<‘<* 
des \ilesscs initiah‘s V| et V^, el avee un retard ndalif 0. C/est rinl<M‘- 
seclion de deux paraboles egales. 


2"^ Formules diff^rentielles. — Si Ton lire vcrlii^ahinuiul a mi<i 
vitesse initiate Vq + on oblient, en diHerentianl h‘s equations du 
niouvement ascendant, les formules suivanles : 

dy s= /dVo— gt dt. 

dv ^ g dt\ 


A vitesse constante {dv ~o): 


dt = 




A temps constant (d/ = o) : 

dy^tOYo, 

A altitude constante (dy = 0) : 



^QUATIOItS DD XOLVBHENT PAKABOLIQGE. 3l 

All point de chulo, T = on a 

a i/Vo 

OT ss — — — , t/Vs= — </\„, 

o 

On remarquora qiie les deux formule^, poui*dK = <>, ne soul pas 
valablcs pour le sommai^ lour denominalenr de\onanl mil. 

11 fauL, parlaiit dc 

r = V„f- 1^/*, 

6crire 

r + = ( ' 0 + dVo ) f f H- * ; - i f -T- )* 

ou, pour d)-=: o, 

V,,— ^t)— -(f + ) <»Vo. 

Done, au sommet : 

‘'T. <?Vo = j v/rov; 

Dc mSnie, on n 

dV,=v/aV,rfV,. 

3® Abaque. — On-pourra rcpr^senler Ic raouvemcnl icrtical par 
tin ahaque en preuant pour coordoun^es/ cl Vq. Les courlics isochrones 
sonl des droiles langenlcs la parabole^= Les cuurbcs d’^gale 
vitesso sonl des parabolcs ^galcs & cetle m^me parabolc. 

4® Nokoohamate a i>oints aliod^. — Perpendiculairciuenl a un 
axe 0^, on portc deux ^oliellcs m^triqiics el paraUdlcs, dis- 

tanles de 0P= a. 

F'g 7- 



D^monlrer que I’^chelle des temps esl porl4e par une hyperbole 
langente en O & el ayanl la droile ^=: a pour asymplole. L’aligne- 
ment AMB r^soud Ic prpbldme. 
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CHAP. I. — UOUVBHENT DES PROJECTILES D.VN8 LB VIDE. 


L’^quation de I’hyperbole est 


et Ton a 


, K«* , at 

?=r=K* 


11. - TRAJECTOIRE DU VIDE, 


23. liquation de la trajectoire. — Dans Ic Tableau des formulcs 
gen^rales (19), Texpression dey en fonction de J? (Ill, i) rcprfisenteru 
let irajectoire. Cest I’^qiiation suivante ; 

y = a; tanff a — . 


La trajectoire est une parabole d axe vertical; la langente fi Tori- 
ginc a Finclinaison a. 

Ecrivant 


— — 2a?-j“tanga, 

S' • 


€l ajoutant, de part et d’autre, 

on aura 

tang*« — aj^) = (x - ^ tanga)*. 

Done, par un d^placement paralldle des axes dc coordonn6cs, il esi 
ais6 de mettre cette parabole sous la forme reduile. Ilsuffit, on efiet, de 
poser 

or = — ^ tanga-H^i el v = — tang^a — r|. 

g ^ 

En substituant ces valours dans I’^quation de la trajectoire, onoblient 
la relation 

* 2 tt J 

La parabole sc trouve ainsi rapport^e k son sommel S el aux axes 

Ce point est aussi le sommet de la trajectoire qui se compose de deux 
branclbes sjmdtriques : la branche ascendante, allant dc I’origine au 
^sommet, et la branche descendante, situ6e au del4 du sommet. 



TRUEcreiaE tfu vide. S 

S il n y avail pas de pesanteur, le projectile suivrait constammeat iu 
ligne de projection, c’esl-a-dire la droile 


y = a? tangs. 
Fig. 8. 



On appelle Hoignement z la distance OA de Torigine au point de 
rencontre A de la verticale d’un point M de la trajectoire avec la tangenle 
ft I’originc. On a 

z » Vo^. 

\J abaissemeni y est la distance verticale AM du projectile au-dessous 
de la tangenle initiale; il a pour expression 



ou encore 

d’aprds I’cxprcssion de t en foaction de a; (19, 111). 

On pent mcltre I’^qualion de la trajectoire sous la forme 

y = x ^ (i -f- taag»«), 

avec les deux seuls paramStres V. et tang a. 

La tangeiuite ep un point m est donn^e par la formule 

’ tangTatangd — 

G’est une fonction lin^aire de I’abscisse. 

24> Birectrioe ei foyer. — On sail qne, lorsqu’une parabolc est misc 


r. atUABOMMiaa, raicB i. 



54 CHAP. I. — MOUVEIIETS'T DSS PROJECTILES DANS LE VIDE. 

SOUS la forme r^duite 


a* 


-(f) 




la directrice se trouve a une distance du sominel ^{^ale a 

Mais le sommet lui-m^nie, d’apr^s le changemenl dc CQordonn<5es qiii 
a 6t6 fait, se trou\e a une hauteur ^ tang* a au-dessus de Torigine dc la 
Irajectoire. 

Par suite, la directrice est d une hauteur, au-dessus de I’origine, 
£gale d 

. — (i+ tang*a) s=s 

C’est la hauteur due d la vitesse /i = ^ ddfinle plus haiit (22i). 

Le foyer de la parabole se trouve a unc hauteur ^ aii-dessous du 
sommet, et, par suite, d une altitude 

Y/as — (tang*a — i) = — — cosaa. 

En introduisant le parametre A, I’^quation de la irajectoire csl 

a?* 

y = x tangx — tt (> + tang*a). 

4A 

TiiionEME DE CiLssiNi. — L'eloignement OM (li|>uc d’iinpiilRion) est 


Ftg. 9. 



moyenne proportipnneUe enlre Vabamement MA (ligno de chiilc'i 
et la lignc d’^galilA 

» 

Cassini ap pelle ligne d‘^galiU une lungiieur vcrlieide 01* t'gale A 
fjpMtare fois la hauteur de la directrice. 
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On a done 

op = ^ = a. 

j. ^ 

(jomiue, d aulrepart, on a 

OM s= V}i* et AM sails’/*, 

ii viendra 

i^AMsaOP.AM. C.Q.E.D. 

8 

25. Vitesse dn pref|eetile en nn point. Hodograpbe. — Puisque, sur 
loule la li'ajcctoirc, la vitesse horizontale u est <'onhtanle, on a, cn 
un point d’inclinaison t, la relation 

« _ “o 
COST 

La vitesse, qiii esl infinie pour x = ^ extrdmit^ de la hranche ascen- 
danle cn amont de I’origine, d^croit jusqu’au sonimet, oit 

T = o et V, =s K,. 

Sur la branchc descendanle, x devienl u^gatif <’t la vitesse v cndi 
jusqu’A I’infini, pour x = — en repassant par I<'s niPmes v’aleurs qiir 
sur la branchc asccndanlc, pour des ordonn^es <igido8. 

£n appliquanl Ic Ui^orihne des forces vives, onpeul6crIrcimm<}diate- 
nient IV’quation 

La vitesse du projectile^ au pointy^ esl la mime que s’ii itait tombi 
de la directrice, e'est-dt-dire d'une hauteur ^ ~y)-) 

partunt de cette directrice avec une vitesse nulle. 

Uodograplte. • - On appcUe hodographe^ dans un mouvement quel- 
couque, la courbe d^crite par I’e]i.tr6init6 d’un veclcur mend d’un point 
lixc parallAlcmrnt ii la vitesse en cheque point de la trajeotoirc ct pro- 
portionnel a cello vitesse. C’cst done la relation enlre v et x qni donnera 
I’dqualiou polalrc do I’liodographe. t 

Dans le cas actuci, on a 

U COST ss u«. 

V hodographe du vide est une droite v>erticale. 

26. Fornmles dn sommet. — IjC sommet est ddiini par la condi- 
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Les six qiianlitc's qui subsist eul dans les Equations du Tableau du n” 19 
sont alors : 

Donneos : 

u„, \itcssc initiate borizonlale; 

tailg «, langente dc Tangle dc projection. 

Inconnues ; 

abscisse du somuiet ; 

Y,, fl^clie de la irajectoire ; 

T^, duree du irajet dc Torig^nc an sommet ; 
y,, vilcsse du projectile au sonimet. 

CommeonaV#s= Mo> iln,’j'apaalieudcconsidei‘erV*conime inconnue; 
dc nieme, la vitesse verticale au sommet <tv est nulle. 

11 1 'estc done trois inconnues. Ghacune des cinq quantites (tio,ianga, 
X,,\„T,) est diteiininfie en fonction de deux desautres, de sorte quele 
nombi'e des formules possibles est le nombre de combinaisons de 
5 objets pris 3 i 3, c’est-&-dire = to. 

Mais, comme il se trouve que, dans et les deux quantites Mq 
tanga sont engagees seulcment sous la forme du produil langx, 
on n’aura point =/j ( Y^, Uo ) et Ts~/i{ tanga), mais seulemenl 

T, =/j(Y‘j). Dc plus, il n’existera pas de relation /, (X(r,Yi,T#), a 
cause de la d6pendancc inutuelle de Y^ et dc T^. Done, au lieu de 
lo combinaisons, il u'existera, en r6alite, que 8 foi'ines distiuctes. 

Les buit forraules dn sommet sont les suivantes : 


(i) tanga; 

(a) T,= ^ tanga, 

(5) 

Y»«^tang*a, 


0) T,_ h, 

(6) 




(7) 

~ tanga, 



^ .(«) 



On* pent remarquer que Tabaissement y, du sommet est iigal it 
la fldche Y,, Si Ton introduit la hauteur A =s ^ due A la vitesse 

iniiiale Vo, on a ' 

X*sB h sinatt, ¥,8= A 5in*a. 

27. Fonw4eE du point de dmte. — <■ i° Le point de chute est Tintei'' 
section de la trajectoire et d’une borizonlale passmii par -la bouchc du 
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canon. II est d^Hni en fai&ant = o dans les equations dn Tableau 
du n« 19. 

Appelant w V angle de ckule, I’equatiun 


pour^ = 0 , donnera 
d’oii 


y = -^(tang**— tang*x), 
tang*c(s3 tang*(i); 
langb) e=± tanga. 


La trajectoire I'cncontre Phorizonlale de la houche aux deux points 
correspondent & (d = ± a. Le premier, oa = + a, est I’origine ; le second, 
<0 = — a, estle point de chute. 

Remarquant que Ics vitesses restantes, soit totalc ¥«, soil verlicale 
»v«, sont connues et egales respectivemcnifa Vj et o'o, on doit dire 
que, dans le probldme de la recherche du point de chute, ne Agurent 
que quatre quantites susceptibles de se combiner en fbrmules : 

Donndes : 

» 0 ) vitesse initiale horizontale; 

tanga, tangente de I’angle de projection. 

Inconnues : 

X, portae ; 

T, durce du trajet. 

Ces quatre variables, combindes 3 par 3, donnent les = 4 fop- 
niules qui snivent : 

(0 X= tanga; (a) T=i2|2 tanga, 

(3) T=^. 

(4) 

On a, en plus, 

w = — a, Vm = Vo. = Wo. 

j' tf 

a** II est possible, ^videmmenl, de combiner autrement ces formnles, 
en n’emplojant plus alors, comme variables, les quantites composSes Uo 
et tanga, mais les variables ^quivalentes, Vo et a. On pent alors se pi*o- 
poser le problSme suivant ; 

Connaistant deux des^ualre quanlitis (Vo, a, X, T), determiner 
les deux uutres, Les formules sont donn6es dans le Tableau ci- 
apr^s ; 
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Solutions. 


Donnces. 


*, Vo. . . 

V VJ . 

X = -Jisin‘>a 

T = 

a, \ . . 

Vo=i/e 

V S'*** 

T = 

a, T. . . . 

Vo = Sin a 

2 

X = 

Vo.X. ... 

/rX 

sin 2 a = 

T = 

Vo, T . . . 

sin a = ^ 

Vo 

X = 

X, T.. .. 

lang«= ^ 

- Vo = 


*aVo . 

sin a 

g 


'‘isX tan^a 


o. tang a 


La forniulc X = — sm^a,ouiir=a Asinaa, qiii indiqiieqtiela portee 

esc proportionaelle au sinus du double de V angle de projection^ esi 
due a Torricelli. 

3® On exprimeru les elements dusommet(Xj 5 Vj, T^), en fonclion des 
elements du point de chute, par les formules 




X 

a 



L’abaissement y^,) au point dc chute, qui est \g T^, esl e^al a qiiatre 
fois la fleche de la trajectoire. 0 ^ 

4® Probtemes. — I. Sous quel angle doit-on tircr pour que la portetj 
vailie m fols la ileche? 

On aura 

%h sin 2 a =: mh sin^a, 

d’ou 

' 4 

tanga = — • 

° m 

\ • 

II. S6us quel angle <ioitron tiier pour que la portee sort 6gaU‘. ii la 
hauteur due a la vhessc? 

On a 

1 

sin 2a ss 

2 

Done 

a = i 5 «. 


III. Ilublir «n nomognunme idroites paralMesayanl pour chamidre 
(Vo) et donnant X, T en fonction de a. 
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IV. La hauteur niojeane oft se tient le projectile est donn^e par 
les formules 

I t 

ym=^ I ydt ou rj»=v f y^- 

w • ^ ^ Jq 

Demontrcr qu’on a 

ym — 

28. Fonanles diffl&reiitieUes. — Les formules differeutielles out pour 
objet de r^pondre & la question suivante : Les conditions initials a er Vo 
du tir sont un pea chang^es, a devenant (a + da) et Vo devenant 
( Vo +dVo) : quelUs modifications tris petifes (dX, dT, dX,, dY,, dT,) 
subissent corrilativement les iUments du point de chute et du 
sommet ? 

Pirenons, par exemple, la portfte X, dont I’expression d£velopp£e est 


V aYJ . 

AS — ^sinacosa. 4 

8 

Diff(§rentiant logarithmiquement, il viendra 


dX _ adVo / cos« 

X ~ V» , \,8in« cos* 


sineN . 

— “ ) d«. 


et la parenlhdse se r^duit k 


tang a* 

£n operant un calcul analogue pour les autnes dlements, on arrivera 
au Tableau suirant : 

I® Formules diffdrentielles du point de chute : 

dX ^ 

X 


V, 


tanga* ’ T V, ^ tang* ’ 


On peut meUre aussi ces formules sous la forme suivante : 

2^^8inaa^ 4-cosa*da^; dT= 2^^sin*^ -t-cosadaj 

On a, dc plus ; 


dus — d*, dV(o=dVo. 

^0’ Formules diffirentielles du sommet : 


(I) 


dX, 

adV,_^ 

. * d*- 


dV, 

SS» NMIHM 

X, “ 


iangtiia 

T, 

v» 

dY, 

adV* . 


dV. 

dV, 


= Vo 

0 %; 

tanga 



d*; 


langsc 
— tang ad* 
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On pent les mettre sous la forme suivante : 


(II) 






sinaa 


d\o 

Vo 


cos2a 


dotj ; dTs= ^ ^sina^ -hcosatda^ ; 

dY,= ^sina^sina^ +cosa<}a^; dV,= cosadVo— Vosinada. 

Remarques. — I. On pent enfin snpposer que I’aulre constanie qui 
figure dans les formulas et qui est la graviti g subisse une petite modi- 
fication dg. On a alors 

dX ^ _ dg 


S 


II. On peut avoir besoin, pour certaines discussions, dcs termes du 
second ordre en dx et dVo ; un d^veloppement en scrie dc la formule de 

la portiei par exemple X = ^sin2a, conduit ais^ment i la formule 
suivante : 


0V« 

= 2-y h 2 cot 2a 


da 


dVo 

V? 


•2<)a -h 4 cot2a<)a-^» 
Vo 


De m^me, pour la dwde du trajet T, on obtient 


T 


dVo 

V, 


• cola da- 


— -t- iootada^' 
2 2 Vo 


m. - th£or£hes sur les propri£t£s de la trajectoire. 


29. iEkjnation de la trajectoire en coordoim4es polaires. — On prend , 
comma coordonn^es, le rayon vecteur OM, ddsignii par X,,, et V angle 
polaire v que OM fait avec I’axe des Ox. 

L’angleffs’appelle, en Balistique, V angle de site ou le site du point M 
de la trajectoire (ou du but) ; il est positif au-dessus de Ox et n^gtuif 
au-dessous. La droite OM est dite la ligne de site du point M (ou du 
but). 

Dc l’6quation de la trajectoire 


on d^duira, en posant x =; X, cos o* et = X^ ski c, I’liquation suivante, 
en coordonn^e's polaires : 


^ 2VJ cosa . , . 

■X(,= — ^ — T- sin(a — a) 

g COS*ff ' ' 
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ou, SOUS une autre forme, 

V aVJ cos^a. . 


Expression de tang t. — On a 
d’o 


langT = tangx— 


s coscr 

u.|j, = u.8.-^X,— . 


Fig. 10. 



4i 


Comparant & la demidre forme de l’6quation de la trajectoire, on 
aura 

tangr s; 2 tango — tanga. 

On d6duit de 1& 

•vrsBo (a tango — tanga) et »*= mJ[h- ( 2 tango — tanga;*]. 

* 

Soit A le point de rencontre des deux tangentes en M et en 0 ; si 
I’on mSne AB verticalement, on voit ais^ment, en emplojanl la for- 
mula ci-dessus, que le point B divise la corde OM en deux parties 
dgales. 

30. Vaxiatioiu de Tangle tangentieL — L’angle que fait, en M ijig’ 1 o)^ 
la ^gente MT avec la ligne de site OM, ct qui est d4si^d par est 
donn4, d’apr^s la courbe polaire, par I’expression g4n4rale 

. Y 

WngtOg- — — Ajy ‘ • 

Mais, on ^crira de suite, directement, 

WffBso — T, d’oii tangW(,= tang(o — t) 

et, par suite, 

— tango — iangt tangg- tango 

^?”®**^“,l4-tangotaftg'E ~ i — tango tang* -t- a tang*o 
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Les variations de Tangle <o<y sont donnees par le Tableau suivant : 


t: tc tc 

or = - a «T, o *>.« — “ > 

Si 

o — 0 + -f- a •+* a -ho. 


Fig. n. 



i‘* L’ angle (Oj passe ainsi par deux vale urs maxi el mini qui 

correspondent a T^galitS d<5 = rfr. 

D’aprds Texpression tang*r == 2 langcr — tanga, en ces points desigmis 
par ff , on devra avoir 

cos^or' a= 9, cos^T ou tang^x = 1 4- tang** u'. 


On aura done, pour determiner o?' en fonction de ot, la relation 
9 tang^ff'— 4 tangff' tanga -h tang^a — 1 = 0. 

On en d6duit 


tang or' = tanga zfc 


i 

\fi cos a 


II existe ainsi deux angles Fun en amont du point 0 (signe-f-)? 
Fautre en aval(signe — ), qui correspondent a un minimum cl a uii 
maximum de Fangle a>(r. 

r^angle <t', qui est en aval de Forigine, est do-nutS par la formub^ 


tang a' =s 


2 sina — 
2 cos a 


On pourra discuter cetto equation suivant la valour et le signe dc a. 
On aura cr' = o, au point dc chute, pour a = 

Si a Fangle o' sera negatif; si cet angle sera positif. On 

voit facilement que les points de la trajecloire correspondant aux deux 
valeurs de a*' (en amont et en aval) sont sup deux verticales ^quidistantes 
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de rorigine, telles que a* = ± 2 -^ — La droite qui les joint e^l 

^ i/a 

parallelc a la ttogentc Initlale. 

Si Ton porte la valeur de c (d'aval) dans. Texpresuion de langco^, on 
Ipoiive, pour valeur de Tangle tangentiel minimum la formule 

m ^ 

^ i/^COSX 

tang< Wff i — — 

4 — 3 /asina 

Ainsi, sera rf/v)f 7 , si I'angle de projection esl tel que 


doii 


. a v^a 1 

siax=— ^ ou cosx=-; 


a = 70% 3o. 

a® Sur quelle ligne de site le projectile arrive-^t-^it normalement? 
On doit avoir ^ > done tang = 00. Egalant a zero le dgnominateu r 
de Texpression de tang a)<j, on aura 

a tang* — tang?' tangse -1-1 = 0, 

d’oii 

langa = 2 tanga'-f- col?*, 
qu’on peut transformer en 

iang(a — ?') = ^cot?*. 


eVst line relation reliant Tangle de projection a a Tangle de site e” 
qui jouit de la propriete enoncee. Pour que Tangle dc site soil reel, 
il faut qu^on ait tanga^2y^. On a alors deux angles donnes par la 

relation 

iaoga»= tang«±v/tang«a — 8 

4 

11 est facile dc voir que la valeur Haute tang a = 2 coirespond i celle, 

Irouv^e ci-dessus, sin a = qui donne (b>,)m = j- 

Si <T* et 7^ sent Ics deu\ racines de I’^quation, on voit aisf'ment, eu 
consid^rant la somme ei le produit dc ces racines, qne 

+ a{ SB a. 

C’est le probUmc des uormales abaissSes de Torigine sur la irajec- 
toire. 

3 ° L’angle =; 7 uu sommet ct Ton a ^ 


a lan^a ss tanga. 
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31* Ddplaoeiaeiit du rayon veetenr. — i® Le rayon vecteur coupe 
une verticale gueleonque en un point qui se meut d'un moiu'ement 



uniforme, Appelons L la distance OB' de la vcrlicale propos^c A 
I’origine et posons ad = 1. On a 

'=■•( - i)- 

Mals 

^ as tanga ~ v^- — • 

r * iVicos** aVoCOsa 

Done 

dl h g 

dt 2 Vo cosa 

V * * * 

IjE Vitesse est ainsi nne constante. 

at 

Si I’on fait L ^gal A la portAe X, la vitesse dn dAplaccmcnl sur la 
verticale du point de chute est 


dt 


yi sinatt 
•ig 


= 7 -^^ — as Vosina. 

Vo cosa 


dl 


La vitesse ^ est constamment Agale A la vitesse initialc verlicule. 


a® Vitesse angulaire du rayon vecteur. — On a 


Done 
Par suite, 


I as L(taDga — tangff). 

^ j I ck 

dt 'cos*® di' 

ds i g , 

— 5 = 5—2 — cos*». 

dt a Vo cosa 
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La \ilessc ^ esl la vitesse angulaire qu’apprecie un observateur, sup- 
pose place a Torigine de la trajectoire, et qui essaic de suivrele projectile 
dans sa marche. 

A Forigme, on a 

[(it),-' Vo ' 

puis ~ augnienlc cn valeiir absolue jusqu’a la valeur cosorsas i, qui cor- 
respond au point de chute; cette vitesse diminue ensuite jusqu’^i zero, 
pour (T = — 

32. Vitesse du projectile. — En un point M, la composanle de 
la vitesse v suh^ant line perpendiculaire a la ligne de site t e$t egale 
d la composante de la vitesse initials suu^ant cette meme direction^ 
et de sens contraire, 

Sur la ligne de site, la projection de la vitesse est ncosOff et, perpcii- 
diciilaireinent, la composanle est r^slna)^. 


Fig. i3. 



Mais, (o<r = cr — V. Done, la coraposaiite, perpendiculairement 4 la 
ligne de site, est 

t;sin(<r — t) = v sin^cosT — v cosasinv =5 MoCsintx — cose tangx). 

Mais on a (29) la relation 

tangt = a tangff — tangoe. 

Eu faisant la substitution, on voit que la composante s*exprimera par 
la formule 

V sin(<y — t) = Vo sin(a— ff), 
ce qui d^montre la proposition. 
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Si Von coupe la trajectoire par une cortle quelcoiujue, aux 
points de rencontre M| et Mj, les composantes des vitesses suirant la 
perpenilicizlaire it la corde sont ^gales et de sens contraire> 

Cost le corollaire imm^diul du ih^oreme pr 6 c 6 dciit; on pout prendre, 
on efTcl, le point M| comme ongine de la trajectoire, ct M| M 3 csl alors 
une ligne de site. 

3® Projeld sur une direction quelconque^ le mouvenient du pro- 
jectile est un moui'ement uniformdment varid. Soil e I’angic fait par 

dT. 

la direction donnde avee I'axe horizontal. En appelant ^ la vitessc de 
la projection du mouvenient sur cette ligne, on aura 


e’est-a-dire 
on en d^duit 


^ = ueosip 4- (Psiatp, 
^ = Vocos(y — a) — 


5s= Vo«cos(f — a) — siny, 


CO qui d^montre le tli^or^me. 

r . . , . Vfl cos^O““a) .1' 

La Vitesse s annulc pour * ot 1 on a, pour ce tcnijis, 

„ _ I Vg oos»(ip — a) 

Qmtx— - T— -T— 


S 


sino 


33. Construction de la trajectoire par points. - - i” Construction de' 
Torricelli. — D’apr^s la proposition du n®3i,la vilessede deplaeoinent 
du point de rencontre A' du rayon vecteur OM A' ct de la verli(?al(! du 
point de chute est 4gale it Yo sin«. 

Celle du point M', projection de M sur rjiorizonlale, i> 8 l f'gale a 
Vo cos a. Si done on joint M' el A', la droitc M' A' rcsteni oonstanimonl 
parallele it la iangenle initiale OA, car on a 

A'B s; Xtanga— Vorsina et M'B = X — ar s= X — Vot cosx. 

L’dimination de t donne A'B = M'B tang a. 

De 1& r^sultc la construction point par point de la trajectoire ; 

Mener un rayon vecteur OA'; de A', tnener A'M' paralUle ft la 
tangente initiale; la verticale de M' coupe le rayon vecteur OA' 
en M, qui est le point cherclid. 

Si, par le point A', on mone une paralldle A' D it la longenlc cii M, 
cette droite passe par le point Use D, milieu de OA. On a, en offet, on 
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joiguant A'D, la relation 

A' Ps= DP tangs; 

(lone 

X. 


(i’o'u 


X tangij — — tangy 
tang? « -- Dp- " ^ , 

4 

tang « = 2 tangff — tanga. 


Comparanl avec la relation du n” 29, qui doniie rinclinaison r. ou 
voit que <p = T. 


On obtiendra, egalement, la tangentu on M en joignantle point M au 
milieu T de la longueur OM*. 

I^a droite A'M', pendant le nioiiveinent, se d^place a\cc une \ilo&se 

Fig. i4. 



perpendiculaire A OA, (‘gale A^sin^ja. Lo point M’, sur la langcnlc 
initiale, se d^placc avec uuc vilesse tigale A Vo. 

RemarqiKS. — I. Si, au lieu du point de chute, on donne im point 
quelconque M de la trajccloire, la construction du triangle MM' A' 
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Fig. i5. 





o 
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pcrmcltra de determiner immediatemcnt la vcrticale AA'B dn point 
<le chute. 


IL Si I on prend, pour repr^senter la vitessc initiale la longueur 
OA, la vitesse en M est representoe par la longueur RR' interceptee, 
par les droites Oy et AB, sur la langente en M. 

On a, en effel, 

V COST = Vo cosa = OB. 


III. Si, ^ partir du point M, on prend MR" egal a la vitesse du 
point M, e’estra-dire h RR', le lieu du point R^ cst la parabole si axe 
vertical ; 


X taiigsc 


VI. i^oient 
on a 


OR = 5# et BR'=|,, 
»/|i== V^X Unga, 


« = X 






> V^5»Si» 


a® Construction par arcs successifs. — Les modes de determination 
de la trajectoire, que nous aliens maintenant indiquer, repondent & unc 
idde difligrente de celle qui a condnit k la contraction pr6c6dente. II 
s'agit du tracd, par arcs successifs, de la trajectoire, en partant des 
donnecs inilialds (V., a), et I’intei'^t de cette m^tliode reside dans ce 
qu’elle est susceptible d'etre g6n6ralis6e, dans certains cas; pour s’appli- 
quer k la trajectoire atmosphdrique. Voici, par exemple, quatre traces 
indiqu^s dans la Balistique de Cranz. 

On consid^re (pour la simplicity de I’exposition) des temps successifs 
de I, a, 3, n secondes, auxquels correspondenjt', sur Thoruontale, les 
points A,, As, As, . . . yquidistants, tels que A, As = V. cos a. 

Ges diverses constructions s’expliquent d’eUes-mdmes par Texamen 
des figures ci-dessus et des lygendes. ' 


34. Formes diverses de I’^quation de latrajectoiare. — i® De I’lquation 
de la trajectoire 

on dyduira, en'introduisant la portde X = tanga, la formule 

I ' • ® 

^i) = taaga, 


r. osAABONinfeR, TOVi i. 


4 
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tl’ou, en fonction des deux \ariables tango- etlang'c = ^» les for- 
inules 

(a) tango = 

(3) tang'r = ^i— 


tango, 

tangx. 


La formule ( 2 ) peul se mettrc sous la forme 


(1) 


X tango 

En employant un angle auxiliaire o, on 6crira 

x . , y sin*a« tango . 

^=8in*ffl, -KT-ii — — ; — S- = cos*9) 

X *’ Xtanga 4 tanga ‘ 

2 ® On a encore, d’apr^s les formules du n® 19 : 


tangt 

— 2— s cosaip< 
tanga ‘ 


el, enfin, 


tanga + tangi: 

X , 

X tanga — tangx 

a; as — - y 

2 tanga 




X tang^a — tang®T^ 




X 


X 


u sina 
2 a? 


tanga ’ 
(tanga — tangx), 


3® Iniroduisons, au lieu de a?, dans la parenlhese de reqiialion (i), 
Tangle de projection qui donne line portae 6gale a Pabscisse x d’un 
point quelconque de la trajectoire, c’est-^i-dire lei que af = ~ sin 2 

VI ° 

et rempla^ons, d’autre part, la port6e X par sa valeur \ = ~ sin 2 a ; on 
6crira comme il suit I’^qualion de la trajectoire : 


(5) 


/ sinaotxN. 


et cette formule, par des transformations lrigt)nom('‘(nqu( 5 s simples, 
donne naissauce aux suivantds : '• >, 


(5)i 

y^x 

(5)* 

y — x 

(5)s 

sin(aa 


COS (a -H a*) 

cos* a 


sin(a — «x;, 



sin*afc 
cos* a 


tang(«— a*), 


o) sr sill 2ax COSO -f- i|in 0 . 


4® On pent encore, au lieu de X, introduire la vilesse iniliale qni, 
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bOiis Tangle y. donnerail la porlee x: c’esl-a-ilirc 


V2 . 

X = sin 2 2 . 


On. ecrlra alors Tcquation de la trajectolre 


^==a*^i- tanga. 


5“ On notera encore cles> relations entre les elements tl'nn point et les 
elements du point de chute ou du sommet. C'esi ainsi qu’on a 


X ~ T’ 


y = il/(T — n 
2 


(‘I cneore 


X> — y _ Tt — t _ , / V? _ tangT 

X« “ Tj “V ' Y, V,tang* lang*' 


La relation * — Y llicorime qui trou\e 

d<*s applIeation.s dan.s certains probl^me.s (venl balisti({ue). rapport 
du temps que passe le projectile au-dessus d''une certaine altitude h 
Indur&e totaledu trajet, ne depend que du rapport de cetle altitude 
It la jUvhe. 

Signalons encore la relation, qui est M'ale quelle que soil la irajec- 
loirc, y = x lang-r - gt^^ d’oii ce theoremc : Si I'on indne par l*ort- 

^ine une paralUle d. la tangenle en un point M, etle coupe 
V ordonn4e de ce point A une distance au-dessous de M egale a 

rdbaissemenl ^ gt^. 

6“ Au n® 3, nons uvons inlroduil I’angle a, correspondanl a la portee a*, 
abscihsc du point donl Tangle de site est o'. Inli’oduisons, au lieu de 
Tangle «oi donne unc portee egale a la di.slance X„ du but sur la 
ligne de site. 

On a, d’aprt^s Tequalion dela Irajectoire, en coordonnees polaires (29), 


„ aVJ cosa 
Xff=-— ^ -^SinC* — 0 , 
g cos^o 


et, par .suite, pour o = o, 


Done 


oV’l 

X(7= — ^cosaosinao® 


, 2C0sa . , 
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C^est la formule cherclieo. On pcuL Tecrlre 

( sina ap cos or \ 

■ V sT 


tangff = tanga j 


sin 2 a 




ou encore 


tangy — tanga cos^ap 

2 2 - -= coscy 

tangap cos^a 


Comparant cette relation avec (5), on trouvc la formule 


sinaa^e 
sin a yp 


= cos a. 


Remarque, — Les dilFerenlcs formulcs 6tablies dans le prcsonl 
numero ont ete utilisees pour la solution pratique dc divers problenies 
de tir. 


35. Le foyer de la trajectoire. — On a vu (24) que le foyer elail a 
a unc altitude Y f donnee jiar la formule 

V ^2 

^ JL cosaa. 

2^ 

D'autre part, I’abscisse X/ est egale X^; done 

» 

V* 

X/»== — sinaa. 

L’angle de site o*/ du fojer sera donne par la relation 
tanga^=(I) 

Done- 

IT 

ff/rs a« 

2 

L’angle <r/ sera positif si a>^-On construlra ay on incuant uue 
perpend iculaire i la droite OK, telle que KOX soil tigal ii a a. 

a® Le temps Ty, mis par le projectile pour ailcindre l(! point Xff/ siir 
cette corde, sera 

T/Vo cos* = Xir^cos*/, 

et, d’aprfis ^equation polairc dc lu trajectoire (29) : 

aVn 

T/= — 2cosa(tanga — tangar/), 

S' 

Mais, en rempla^ant tang oy [)ar sa valeur, il viendra 
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5^ 


Comparant a la diiree dc irajet au point s'= o, qui est T = sin x, 
on en deduit la relation 

TT,. Q)'. 

3“ D’autre part, cherchons la vitesse au point Xo-, ; on a 


vj = VJcos®c! + (VosinK — 


Fig. i6. 



Mais 

Done 


y sin « = Vq. 


Ainsi, pour une corde focale quelconque, le carri du temps mis 
par le projectile pour alter d'une extrdmitiii Vautre de cette corde 
est proportionnel d la somme des carres des vite'sses aux deux extrd- 
miUsi. 

4“ D’apros la relation geneSrale 


tangt = 2 tangff — tanga, 

on d6duit, pour I’inclinaison Ty de la tangente A l’exlrcmil<5 de la corde 
passant par le foyer, 

I langT/tang® = — *• 

Les tangentes aux deux extrdmitds d’une corde focale quelconque 
sont perpendiculaires. 
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On a encore Ics relations 


Vo cos* a 
sina 


et 




Vg 

tang a 


5® Le foyer F esl sitae sur une horizontale qui coupe la trajec- 
toire sons V angle de 45®. 

En effel, on a 

va 

Yf = it cos ‘2 a. 

Portant cette valeur dans la formule qui fail connailre tanj » 't en fon<‘- 
tion dey (19, IV ) : 

tangT = ih — /m* tang*a — 

Uo 

on 'voit, puisque cos'? a= cos-a — sin® a, quo ccuo t'qiialion sc 
reduit a 

tangi = ±i. 

(5» On a 

OF = ^ = Xi = A 

cos (a*- 2) 


La distance du foyer k rori}»ine est egale {\ la liauteur due u la vilosso. 
Elle ne depend pas de Tangle de projection. 

7® On a 


Done 


ox.,= Xi-V. 

' ‘2^ Sin* a 


Yj ~ h*m 


36. Rayon de courbwe et ddreloppde de la trajectoire. — i” On a 
vu (20) que, en un point (r, -r) de la trajectoire, on a pour Ic rayon de 
courbure Texpression 

• — 

D’autre part (19, IV), on a 

On aura ainsi, en fonclion de Tordonneey', la formule 

•ill ( 

r = { I — 4- 1 • 

cosa \ h] 

On oLt'endra <''galcmcnl cetle formule (*n partnnl <1<* rex|)ression 



55 


THEOREHES SIR LBS PROPRIETIES RK LA TRAJBCTOIRE. 

gencrale du rayon r dans unr courbe r qui esl 


Ici 


" y ' 


7 = X tanga _ _ ( i + lang* <kj, 
y= tanga — ^fi-(-tang*a). 
y = — ;j^(' + tang*o). 


On en deduit 


d'oii la formule donnant /•. 

2 “ Gonsidcrons la trajcctoire rapporU'e a son somniel, dont I’equa- 
•lion est (23) 

arj = 4A71 cos* a. 

On a 

, _ a?i „ _ I 

~ 2/1 oos*a’ ~ 2/1 cos*a’ 


Soicnl (iB,y)r les coordonnces du centre de courbure : ce point se 
trouve sur la normale, i\ une distance r du pied de celle-cl. On a 
alors 

Tr—Xi _ J'r—J'i _ r _ t - 1 - .y'l* 

— 7i afi + /i 

d’oii 


cc qui donnera 


.j ' y 1 * 

a?,. — a?! — jr^ — -5 , 




Xi 


4 /i* cos* a 




7r= 371+2/* cos*a. 


Ce sont les coordonnees chcrch6es du centre de courbure R, relati- 
vonicnt au sommel de la trajcctoire. 

3* La d4\'eloppee dc la parabole s’obtiendca en portant les valeurs 
de Xi et 7 i , tirees dcs Equations ci-dessus, dans Tequalion de la para- 
bolc. On trouve, dans les axes du sommel, la formule 


On a 


(- 


Tx cosa\s ( y\ 
^'k / *" 3 \2/« 


— cos* a 


)■ 


SI = 2 Ac 05 *«. 


Le foyer esl (24) a unc distance : SF=Acos®a du sommel; done 
SI = 2SF. 
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On pent demontrer quc si Ton joint FA, et que, par F,,on mene imo 
})erpendiculaire FE a FA,’ le point E est au milieu du rayon de cour- 
bure AR. 

A cet effel, on partira des relations 

FA=-^, FA=AEcost 
sinat 


Fig. 17- 



qui r6sultent des proprietes geom6lriqucs du foyer. 

On a done 

AE^ - ^- ^« , . 

a SI a T cos* t 

[l&liminant tang ? entro cette ^nation ct cellc dc la tangente 
on v^rifiera que i 

AE = Aar. 




CHAPITRE II. 

LES FAMILLBS DE TRAJEGTOIRES. 


I. — FAHULE DES TRAJEGTOIRES A VITESSE INITIALE CONSTARTE. 


37. Ddfbaitioii de la famille Vo = const. — On suppose que, d’nn 
mvme point 0, on lance des projectiles avec la mt^me vitesse initiate Vo , 
niais sous des angles de projection a diSerents. On oblicnt ainsi une 
famille de trajectoires, dite Vo = const., qui jonissent de proprietAs 
communes resultant de ce qne, dans Tequation de la trajectoire, ucrite 
en mettant Vo en evidence : 

® aVJco&*a 

Tangle a cst Ic seal paramStre variable. 

Nous introdnirons ici la coustante 




XL 


hauteur due A la vitesse Vo. G’est la hauteur A laquelle s’^lAvc un pro- 
jectile quand il est lancA verticalement de bas en liaut avec tine 
vitesse Vo (22). ^ 

Liquation de la trajectoire de'vienjt alors 


a:* a?* , ^ 

y^x tanga — > ou encore j/* = a; tanga — tang*a), 


avec le seul parametre tang a. . 

Nous nous proposons d'examincr tci les piincipales propriAtAs de ces 
irajectoires. Ce sont les propriAtes de paraboles ajant un point cOmmun 
et mAme directricc. 


38. TniAorAmes sur les directrices, les foyers et les sommets. — 
I * Toutes les trajectoires Vo ;= const, ont mime direetrice. — En effel, 
on a vu (24) que la distance de la direetrice au-dessus de I’origine est 
Agale A hi Or. h est ici une consiante pour la famille : Vo == const. 


58 


CHAP. II. — LES FAMILLES DE TRAJEGTOIRES. 


2“ Le lieu des foyers des trafectoires Vo = const, est une circon/e- 
rence, — Soient F le foyer d’une dc ces trajeotoires OSO' el DD' la 
directrice. 

D’apres la definition j»eometrique de la parabole et Ic iheoremc pre- 
cedent, on a OF = OD=:/i; done, OF etanl constant, le lieu des 
foyers F est une circonfercnce ayant rorigine pour cenlrc et pour 
rayon A. 

Fig. i8. 



La ligne de projection OT est la bissectrice de Tangle DOF, (Tapres 
la propriete connue do la Uingente a la parabole, 

Le lieu des points de rencontre E des covdes focales el de la 
trajectoire^est une parabole. — L’ equation polaire de la trajecloin* 
s’ecril (29), en posanl = : 

a?(j= 4 A cosSa(tanga— tango), 
et pour une eorde focale, on a (3o) 

T _ tang»a — i 
tang XT. 


tangar/= — 


2 tang a 
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FAMILLE DES TRYJECTOIRES A VITESSE IMTULE CONSTA^TE. 

II on resiilto 

— ^ 
tang a 

Done, lo point do n^noontre de la vorticalo du point E ot de la 
tangenle a I’ongino s<‘ tail toujoiirh siir uno horizonlale 2/2. 

On a alors 

EK'rs A H- h -4- EF = OF -H EF = OE. 


Le lieu du point E ost une parcibole avani rorigino pour fovor et une 
horizontale 2/i comme directrico. 


Le lieu des som/nefs des trajectoires Vo = const. esC une 
ellipse. — Le sommet de la trajectoire OSO' est en S, milieu de la 
distance FF' du foyer a la dircctrice. Soil riiorizonlale MN menee au 
milieu do OD ; on aura 


d^oii 


, f 

SF = iFF'=i(/i-FQ) ei FM=FQ— 

s 

SM = SfF-(-FMt=iFQ. 


Or, puisquo Ir lieu d(‘ F est une circonfercnce, on a 
Posanl 


OQ* -i- FQ^ = A*. 


af = MN = OQ et ^ = SM, 


cettc relation s'eiu'ira 

a?* 4 - 4y* = 

t 

Cost Ti^uation d’une ellipse^ dont ie centre est en N e.l qui a pour 
(lemi-grands axes h (horizonlalemenl) ct ^ ( verticalemenl). 

Les equalions du sominel ( 26 ) permeLtent, d’ailleurs, de trouver 
inmiedialement cette ellipse. On a, en ettetj 




X? 

f\h cos* a 


et 


Yf= /i sin* a, 


troii, en eliminanl a ealre C(*s deux relations,, 

X*h-4Y| = 4AV. 

On fera ensuiu* le ehangenient de coordonnees ^ et j 
pour retomber sur la fornuilc 


4 ^*= 
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Lc sommct K de rdlipsc, sur Taxe horizontal, coiTespond a la valeur 
Ys= -1 d'ou sin^a =: ^9 

<‘>st-4-dire a = 7 • 

4 

La distance maximum OS, dc Forigine au soxnmet S, correspond a la 
uormale abaissce de 0 sur I’ellipse. On a 

OS* = X| -f- Y* = A»(sin»tt + 4 cos* a) sin* a. 


Pour avoir le maximum de OS, on egalcra si zero la derivce du 
deuxi^mc mcmbre par rapport i a. On obtiont ainsi la condition 

(a — 3 sin*a) sina cosa = o, 

(>qualion qui, outre les points O et D, fournit la solution 


c’est-i-dire 



a = 54®,4^. 


A cette valeur, correspond pour OS la valeur maximum 


OSqi.x 


a A 


5® Le lieu des points de rencontre Q', de Vaxe de la trajecioire et 
de la tangente d Forigine, est une circonfdrence- — On eliminoj'a a 
entre les deux ^'‘quations 

yssirtanfor et ar i=X/— Asinaa; 

on Irouve la circonffironce aJ® + (j — hy~h^, qui a son eonlrc sur la 
direclricc et pour I’ayon h. 

D’ailleurs, la demonstration gssomtitrique de ce llieoreme n^ssiltss 
imm^diatement d’une propri^ti: connuc dc la tangente OT si 1st paraisole 

qui bissecte I’angle DOF, On a done 

! 

Q'F = FD = DQ'=A. 

La figuM OFDQ' est ainsi an losange. 

fi® Le heu des centres de courhure du sommet ^des trajectoires est 
une ellipse. D’apr^s les formules du n®36, 3®, la distance SI du sommet 
S au centre de courbure est SI = a /i cos® a, • 
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Les coortloxmees X, et Y, ce point sont done 

X;.=: *>Ji sin a cosat, Yr= h ( sin® a — 2 cos*a ). 

L'elimination de ranj»le a donne Fellipsc 

% 


Ox 


oil 


gXy -t- 2 Y/ — 4^^*“ O 3 

9X?. -h2(Y, — /i)(Y,.-h 2 A) = 0, 


ellipse dont les deux axes sont .'l/i, verticaleinent, el horizonlalenient, 

' h 

le centre etanl au point — - • 

39. Patabole de s^curite. — V H6pital\\&ij&). — Les trajectoires de 
la famille Vo = const, admettent line enveloppe, qifon determinera en 
<3liminant tang a entre Tequation de la trajectoire 

y = x tang* — ^ (n- tang**), 

et la d6rivee par rapport it tang a, qui esL 

^tang*=i. 

On Irouvc ainsi, j)Our I’equation de Fenveloppe : 




4 /i' 


C’est line parabqlc, dite parabole de seoarite^ parce qu’aucun pro- 
jectile tire diji point 0, avee la vilesse Vo, ne pent sortir de cettc 
courbcb 

Ellc a son sommet siir la directrice/ = h et son axe est vertical. Elle 
coupe Taxe dcs x au point x — 2 h. Elle est egale et parallde ik latrajcc-' 
Loire a = o. Son foyer F est Torigine. 

i® I.e point P od la trajocloire particulierc a touche la parabole de 


secimt6 est situiS sur la verlicale : x = 


> et Ton a 


Done 


tang a 

( X \ tanffa , i 

tSing*cx/ "’^'1 


tang 2 oe 
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Kapprochant co resullat du theoremo du n* 35, dira : Une tra- 
jectoire quelconque est tangente A la parabole de ■securite au point 
de rencontre de cette trajecloire et de la corde focale de Corigine. 

2 ® La tangente ft la Utyecloirp on ce point do rnntacl osl peqpcndi- 
oulaire sur la tanjj;entc initiale. Le pied R de cette peri)endiculali*e sui* 
la tangente ost situ«' sur la dircctrieo de la trajeetoire. 

Fi«, «9. 

S' 


M * 

3® IjC temps quo met lo projectile pour arriv(*r ft la parabole de s<'‘cu- 
rite ost (35, 2 ®) 



g sinse* 


Gc temps pent ^tre reprd'&enU’* par le voctcur OR. 

4® Demontrer que la droite qui joint le sommet S do la ti'aj(>el(>irc an 
point P oii cette trajeetoire touche la parabole do s^'ciiril*'' a pour equa- 
tion 

aj^-+-a;cotas=9/t, 

et qu'elife passe au point fixe y = h sur I’axo de.sy. 

5® Demontrer que la droite qui joint le point de chute M de la trajec- 
toire au point ou cette trajeetoire touche la parabole de sdcuril6 passt* 
au point fixe = a A, sur I’axe des y. 

(>® L'abscisse du point de contact P est double de la longueur HR. 

40. Portde maadsnon. — La portae X. est donn^e par la formule 
' Xs a A sin 29. 

En faisant a = j , on obtient le maximum i de sin a a. Done la portae 

maximum Xu correspond ft Tangle de projection Uji = ^ , et a pour 
valeur 



Xu=>2A. 
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bS 


Lp tra jectoire de portee maximum, qui a pour equation y = x — > 

louche la parabole de security sur Taxe des x. 

Le fojer de cette trajectoire de portee maximum esl situe sur I'axe 
des puisqu*il est situe sur la verticale ihi sommet, a une di^lance h de 
Torigine. 

Au point de chute de la trajectoire de portee maximum, la duree du 

Irajel T = — sin a devienl 
S 


La fl6che 
devient 


8 ^ 

V X. , 

— tang# 


Y,= 




A 

a' 


Kkgle mnimonique. — La portee maximum exprim^e en kilom^lreb 
est, approximativement, £gale au carr6 de la vitesse initiale exprim^e en 
hectometres. Ainsi, pour Vo = 700“, la portae maximum est d’environ 

Fomule : ^ = 49'‘». 

8 •" 


10 


f ariations dX et dT au voisinage de la porUe maximum. Les 
formules du n® 28 (Rem. II), en y faisant 

TE 


«JVo=o, 


donnent 




dX r* «>T . 

'^* — 2 (fct , — doc. 


41. Xrajeotoires eoqjugrades du point de chute. — i® On appelle tra- 
Jectoires conjuguies du point de chute les trajecioires dont Ics angles 
de projection sont « ei • 

Elies ont m6me port6e : en elFet, on a 

Xsss/tsinaoc et 8in(o; — 2a)=siaaa. 

La trajectoire a est dilc trajectoire tendue; la trajectoh'e — a^, 

trajectoire colUrbe. On suppose * •< ^ • 

Ges deux trajedtoircs se confondent avec la trajectoire de port6c 
maximum, pour a = ^ • 

2 ® Les <lquations 4^ denx trajectoires conjugates du point de chute 
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> = et r = ^ col» ~ 

Pour une meme abscisse a:, on lrou\e, cntre Ics ^l6ments (y, tang t, 
K, e)t de I’une des trajectoircs ct les elements (y, langT, u, 1)2 di* 
I’autre, los relations 


21 s= 

r* tango's 


Comuic on a 


tang’s, 


£1 

i 


— s= tangs. 
«2 


cos(r — as)sa — cosns, 


Ics foyers des deux parabolas conjuguees qui sont (3S) i une altitude 

V VJ 

Y/= S-cosas 

ag- 

sont k la mdme distance, I'un au-dessus ct I’autre au-dessous dc 
I’originc. 

3® Si, sur deux trajectoires conjuguies d'u point de chute, on 
joint, d cluxque instant, les positions des deux projectiles partis au 
mSme instant,' cette droite conserve une direction constante. Soil 
{X{, yi) au temps t, la position du projectile sur la trajectoire a. On a 


« I 

a?is= Vq^ cosa, 71= Vo^cosa— 

*2t 

Sur la trajectoire , on aura, pour Ic point atteinl par 

le projectile, 

a;}ss Votsins, j'j = V»esina— 

> . . ... ’ . ^ 

La direction de la droite qui unit les deux points esl 

Jt—yi ' 
a*j — * 

e’esfc-i-dire ( — i). Elle est perpcndiculaire & la bisscctrice des axes. 
Cette droite se ddplacc (32, 3®) avec une vilnsse 

w) S= ^[Vo<sinsH-co8a) — 

Loiisqu’elle arrive tangenliellei^ient k Tune des deux trajectoires, son 
mouvement doit s’annuler, puis changer de sens; e’est ce qui arrive 
pour 
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II faut que ce changement <le sens ait lieu sur les deux trajecloires 
coujuguees ala fois. Done, on enoncera le thdoreme suivant : 

La tangente commune aux deux trajecloires conjuguees est per-- 
pendiciilaire sur la bissectrice de$ axes de coordonnres. 

4® Les deux trajecloires conjugates touchent la parabole de securite 
en deux points dont les sites sent egaux et de signes contraires. Ges deux 
points sont sur une ligne droite qui passe par le point de chute el coupe 
Faxe y au point 2 A (39). Entre les deux rayons vecteurs pi et p 2 de 
ces points de contact, on a la relation 

Le point d’intersection de la trajectoire a avec la parabole a=:o est 
situt sur une perpendiculaire mentc par Forigine a la ligne de projec- 
tion. Les coordonntes de ce point sont 

ayss l^coU, j^ = -- — cot»a. 

^ • g 

42. Knsemble des proprittts des trijectoires Vo = const. — i® Le& 


Fig. 20 , 



proprittts qui viennent d’etre dtmontrtes sur la famille des trajecloires 
Vo s= const* fSont rtsumtes dans la figure ci-dessys. 

P. OBARBONKna, TOMB I, S 
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a. Si Ton prend pour echelie 


,r 


1 1 ~ TT^ 

‘ 4 A 


toutes les trajeoloires du \ide, quel que soil A, c’esl-a-dire la vitesse 
initiale, seront representees par la mdmc equation 

y\^Xx tanga — jr2(n- lang^a). 
h. Deniontrer quc si Ton prend pour echelle 

^ y 

= y Vi = r- » 

Mfiacosa bin* a 


Fig. 21. 



toutes les trajectoires de la famille Vo = const, sont reprcscntdes par 
Tequation unique 

x\ f , . Tz\ 

j /*2 = 372— f trajectcire a = ~ - 


c. En coordonn^es polaires (p, o-), Tequation de la parabolc de scicii- 
rit6 est 

i>h 

p — 

^ i H- sin CT 


2 ® Onarepresentesurlafigure^i unreseau de trajectoiresVo ■= const., 
en choisissant des angles de projection en progression arithmetique do 
raison 


43. Trajectoires orthogonailes desparaboles de la famille Vo const. 
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(Lieutenant Haag). — De * 

O) 7 = '»tan8ac — ^(i-i-tang*a), 

on d^duit, en difiiSrentiant : 


^=tanga-^(, + ian 8 *a). 

On aura i’6quation difi^rentielle dcs trajectoires orlhogonales en 
changeant dy en —dx et dx en dy. C’est done 


<.>) 


^• 2 ? X 

^ = tanga- ;^(n-tang»a;. 


aA' 


Entre cos deux Equations, il faut eliminer I'une quelconque des va- 
riables (a?,^, a). L elimination de a est compliquee. Celle de y est imme- 
diate, mais ne conduit pas k une equation visiblement integrable. 
baisons alors, au prealablc, le changement de variable 

(3) a?tangs:=:;. 

Lcs equations (i) et (a) deviennent 



Eliminons a?* entre ces deux equations, on a 


. equation qui sUntegrera en posant 


(7) 




Eliminanl, en eflel,'^ entre (6‘) el (17), il vient 


2 rfs = ?[<«:+(!: -2/0^5+ ?«(!;] 
ou 


qu’on ecrira 

^ • a , M 


Integrant, il vient 
( 8 ) 


(C- 2 A)*(E + a)*(E-i)=K. 
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Si, de (.Oi on tire en fonction de puis ? de (7), en portant 

dans (8). on aura I’equation g6n^rale implicite des courbes cherch^es. 

T 1 est plus avantageux de chercher une representation param^trique. 
Si I’on pose 

(9) (!:-2A)(5 + 2) = X, 


I’^quation (8) devient 
d’oii 

(10) S = 


X»(«-i) = K(? + ^), 

X»4-2K ^ X'-i-6AX*— K 

3 X 5 


Portant dans (7), on lire / : 


(II) 


y = 


aX*4-i2AX*-t-K 

6X* 


Portant dans ( 4 ), on tire : 


(lA) 


37 * = — 


(X*‘4" K)* 


akK 

-~Tr‘ 


Cette demiere Equation montre que la courbe n’esl r^elle que si 
A K •< o. On pent done poser, par exemple, K = — K® A. Les Equa- 
tions (i i) et (12) devienuent 

,_2K*A* (X»-+-6AX*-+-Kf A)* 

® " X» ’ 

y= X9-(-6AX*-K*- ‘ 

2 ' 

31 * * 



Elies permettent d’avoir commodEment autant d^ points de la courbe 
que I’on veut. 

Le point sur la parabole de sEcuritE est donnE par 


' — ou X>=K. 

Portant dans (i 1), il vient 

, y/K 

_y = aA-i-J— » ' 


d’oiJ 


a?* = — 4 A + 


Les trajectoires orihogonales possEdent un point de rebroussement 
sur la parabole de sEcuntE. 
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On a les types de courbes d^sign^es (I") et (II) surla figure ci- 
dessous. 



44. Maxiiuum de Parc et de I’aire. — i** Maximum de Varc. — 
L’arc s a pour expression (21) 

sssuh oos*a(?ja — I*;:), 

cntre a et Pour avoir Fare total S de Forigine an point de chute, il 
faut faire t = — a ; on a 

5i(— «)= — ?* a- 

Done ' 

S = 4 Afjacos*a. 

dS 

Cherchons le maximum de S, en faisant ^ = o. 

On a, cn tenant compte de la relation de definition 


la formule 


. d?, 1 

dt cos^T 


:4^ f — a^jasinacosa). 

\cosa / 


Par suite, Fanitle a' donnant le maximum 8,^* de Fare est ddfini par 
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la condition 

” 2 sin a' cos* 

ou, cn developpant a'(2I ) : 

sina' , tn a'\ i 

-4- log tang ( *7 H ) = y T^J 

cos*a ® ^ \4 ) sina'cos*a 


qiii devient 


ou encore 


log tang (2 , 

° ®\4 2 / sma 

tang(|-!-l) =e“““'. 


Cette equation est satisfaite pour a' = 56 **, 12. 

A cetle valeur correspond Tare maximum de trajectoire situ6 au 
dessus dc Thorizontale de la bouche. 

On a 

Remarque, — Pour a = 7^ oil la porl^e maximum est = 2/1, Fare 
correspondant est 

S^= 4 /i 5t y cos* y = 2,296 A = I , r/(8 Xyu 

3: 4 4 

2® Maximum de Vaire. — On a 


aire : 


d’ou 


airc totale(a: = X) = -j A* sin* a cos a. 


Le maximum a lieu pour tang a = y/ 3 , e’est-A-dire pour a = 60®. 

L'aire maximum est 

2 

Remarque, — Si Ton consid^re deux trajectoires conjuguccs dont los 
aires sont A| et A2, on a 

4 2 

Ai4- Ai= ^ A* sin 2 a, Ai-~ As== j A* sin 4a* 


45 . Tli 4 or§me de I’abaissement constant. — Soient OA^ et OA^ deux 
trajectoires de la famille V© = const. Consid^rons, sur les lignes de pro- 
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jectioix, ies deux eloigneinents OK| el OK 2 egaux. On a, pour la piY- 

eU pour la seconde, OKa 


mi^re trajectoire, OK| = 


a"* 

|«V7UJi JiU WJLV^ ■' ■ 

COS otj A - cos Xg 

L'abaissement ( yi — a?i tang ai ) de la premiere a pour expression 


4 A cos* aj ’ 


c'est-i-dire 
OKI 


OK, 

4A 


Pour la seconde, I’abaissement sera L’egalit^ OK, =OKa entraine 
celle des abaissements et I'on a 


K,A,= Ka\j=K,Aa. 

On pent done deduirc I’unc de I’autre, par exemple de la trajectoire 
tt= 0 , loutes les trajectoircs de la famille Vo = const. A cet effet, sur, 
OK faisanl avee OKj un angle a, , on rabattra Kq en K, ; puis, sur la ver- 
licale de K, , on prendra K, A , = Kg Ag ; le point K, est un point de la 
trajectoire a, . 

La propri6t<i de I'abaissement constant apparticnl aussi a la tangente 
cn A qui joint deux points infinimentvoisins de la trajectoire OK. Done, 
pour avoir la tangente en A,, on rel&vera Bg enB, sur la tangente OK,, 
cl Ton joindra A, B,, qui serala tangente chcrch^c. 

3° Lestangentes^ aux points correspondantspassent par ,un point 
fixe de I’ axe des y. — Soit la tangente en A, qui coupe I’axe des^' en P. 
On a 

OP OB, 

K,A, “ B,K,' 


Or, d’aprds la construction de A, et de la tangente, Pabaissement 
K, A, est une constante; I’^loignement OK, Sgalemcnt, et aussi OB,. 

On a done OP = const.,, et, consid6rant ce point par rapport A la 
trajectoire Ag, on a 

• OP = KgAg !ij 

1^0 ^0 


Pour calculer OBg, partons de 1’ Aquation de la trajectoire OAg, qui 


esl 


1 a-®* 

r = -r,-w'> 


done 


tangT = — ^ = — ^OKg. 

_ £f! Zi , 

a VJ a 


e 


Par suite. 


_ „ „ . . I ffsf* VJ a? _ OKg 

BoKq " Ko Ao col's ss - — 777; — 7— — — — ' _ “ • 


Lc poinl Bg est ainsi le milieu de OKg. Done OP = KgAg, e’est-A-dire 
esl Agal A I’abaissement. 
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4® Si I’on suppose des fils attaches lelongde OK# el ayantleui'S extr^ 
mites iaftrieures au profil de la parabole OAq, il suffira de faire louruer 


Fig. 23. 



la lige OK, autour de 0 pour que le profil inf<5rieur des fils dessiuc 
constamment la Irajectoire correspondant k I’angle a. 

L’aire curviligne OK, A, est ^quivalente k I’aire OK, A, cos a,. 

Le lieu d’un point A, de la Irajectoire esl une circonf^rencc A, A, A, 
ayant son centre en I siir I’axe des y, k une distance au-dessous de I’ori- 
gine 4gale il I’abaissement KqA,. * . 

Remarque Le thcordme de Tabaissemcnt constant n’csl quo la tra- 

duction de I’ind^pendance dii mouvement suivant les axes. Rapporlles a 
la tangenie d I’origine el k une verlicale avec, pour coordonn^es, I’6loi- 
gnemenl z et Tabaissement y, les equations d’unc trajectoirc quelconquc 
sonl 

z = Vor, y = 

dqualions indfipendantes de Tangle de projection. 

5® Les temps mis park projectile pour aller aux points correspondanis 


7i 
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Aq, a,, Aj, ... sent les m4mcs. On a, en effet, 

OK»=OK,= OKa= Vo* et KoAo= Kj A,= KiAi= i^-**. 

Les vitesses en Ao, At , Aj sent represent^es par les trois cOtfis des 
triangles AoBoK#, A,BtK, et AjBjK*, et I’on a : 

Vitesses verticales: 

A, K,= AiK, = AjKa = ^*; 

Vitesses suivant la tangente d, I’origine : 

B, Ko=B,Ki=BjK,= Vo; 

Vitesses totales, suivant les tangentes : 


on encore 


AoBq, AiBi, A|Bo, 

ipAo, ipA„ iPA,. 


ProbUme. — Quel est I’angle de projection qui donne le maximum 
de la difference (z — y) de I’eluignement z et de Tabaissemcnl v du 
point de chute ? 

On a 

2 — y — ill (i — siaa)siaa, 

d’oi , 

d(z — vl ... . . 

— 4 A (1 — 2 sin a) cos*. 

Done 


1 

sin* = - t 

2 


« = 3o*. 


46. Idea des points d’ddatement. — On suppose que des projectiles 
lanids avec la mime vitesse initiale Vq, sous des angles de projec- 
tion variables, dclatent au bout (pun mime temps 6. Quel est le lieu 
de leurs points d^iclalement ? 

On ^liminera a entre les deux Equations 

et r^VoOcos*. 

On trouve ' 

VJ 0*— 

4 

C’cst une circonf’drencey qu’on pent mettre sous la forme 
• ‘ ' = VJ0*, 
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en posant 

y = y-\g%*. 

Le centre O' est au-dessous de rorlgine k une distance ^gale k la 
hauteur de chute verticale ^ 56^1 pendant Ic temps 0 . Le rayon est Vo 9, 
parcours du projectile si la pesanteur n'agissait pas. 


Pig. a'h 



On obtienl le point d’eclatement I sur une trajectoirc (l 6 turmin 6 c uu 
menant du point O' une parall^le k la tangente initiale. 

I" Lorsque la dur^e 6 varie, les circonftrences, lieuxdcs points d’lScla- 
temeut, ontune cnveloppe qu’on obtiendra en ^liminanlO^ cnlre 1 ’ Equa- 
tion du cercle et ceite mEme Equation dErivEe par rapport E 9® : on 
trouve la parahole af* = 4 C’est la parabole de sEcurilE (39). 

Chaque circonfErence touche I’enveloppe en M E son intersection avee 

rhorusontaley r-= a/i — e’est-E-dire E une hauteur de a A au-dessus 

du centre Os. Mais tousles cercles no touchcrontpasl’enveloppe; il faul. 
en effet, que I’interseclion du cerclc et de I'horizontalc prEcEdenlc soil 
rEelle. 

On discutera aisEment cette condition. 

Si 0 ou << A, le lieu est la circonfErence (I) qui ne touche 
point la parabole de sEcuritE ; , 

Si 6 > ^ ou ~ > A, le lieu est la circonfErence (II) qui touche la 

parabole de'sEcuritE au point Ms; quand 0 croit, ce point se dEplace 
graduellement, E partir du point D, sur la branchc descendante do la 
parabole de sEcuritE ; 
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V 0*6® 

Si 0 = ^ ou = /j , le lieu est une circonference passant par D et 

de rayon 2 A, 

Fig. 25. 



2® ProbUine de la graduation des fusies. — Soienl I la longueur 
acLuelloment bn\lec de la. composition fusanle, et ^ la vitessc de com- 

dl 

bustion ; mais ceUe \ilesse de combustion ^ n'est pas constante ; 
elle varie avec I’altilude, suivant la loi 


dt 


— k{\ — ay). 


On propose de diterminor la graduation I de la fusie pour que le 
point dCiclatement soit au point de chute. 

On aura 

1 = A. J" ( I — ay) rf/ = A — a J' y dt ^ , 


et comme, cn fonction de on a 


il viendra 


y = Moi tanga — 



/s= A/ j^i — ^Mo tanga — j ' 


Equation qui rfipond, d’une fagon g^n^rale, i la question. 
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Ainsi, au point de chute, on a 


et, par suite, 


T = 2^tang« 

i = AT[.-«Cf]. 

Telle cst la formule de graduation cherch^e. 


47. lieu des points od x = const. — On pent se proposer d’autres 
probl^mes. Ainsi, on pent chercher le lieu des points od, dans lafamille 
Vfl = const^, les inclinaisons x sont Ics m 6 mes. 

Soitx=Xo. On a 

a? = 2 // cos*a(iang* — taogxo), j' = h cos* a (tang* a — tang»xo)- 

£liminant « entre les deux relations, il viendra 


x*-h (a^tang^o — 2y)^= 4 iy — a? tangx#). 

C’estune ellipse partantde I’origine avec une tangente faisanll’anglc Xo, 
et coupant la verticalc au point A. 

Quand Xo virie, I’enveloppe des ellipses cst la parabole de s^curit 6 ipii 
esttouch^e au point 1 tel que la droite lA ait pour Equation 

X tangxo — 2ys=~^h. 


Fig. a6. 



Remarque. — Si Xo — o, on doitrctrouver le lieu des sommets (38, 4") ; 
c’est bien 


a?* + = 4 hy. 


48. Les courbes des Tables de tir. -7 Les Tables de tir i vitesse 
constante sont un tableau qui, en regard de I’argument X, la portie, 
croissant en progression arithm^tiquc, fait connaitrc : 
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i“ Les elements c’csl-si-dipe Tangle projection x et 

la hausse k correspondante, dcfinie par T^quation 

k tanga, 

l ^tant la longueur constaute de la ligne de mire ; 

2 ° Les £l6ments du point de chute qui, dans le vide, se reduisent kla 
seule durde du trajet T (puisqu’on a w = — a et = \ o') ; 

3“ Les ^I6ments du sommet, c’esl-i-dirc, dans ce cas. U Jliche "i* 

sculement (puisqu’on a X, = -^ T* = -, = Kq). 

On aura done, dans les tables de tir, les cinq colonnes snivantes : 

X, a, k, T, Y,. 

II convienl de donner la forme des courbes ayant X pour abscisse ct 
pour ordonn^e une des grandeurs (a, A'jTjTl.,). / 

I® Angle de projection a en f auction de X. — La combe (X,a) a 
pour Equation 

X = 4 A sina tosa. 

% ^ 

La tangente est donn^e par la formulc 


— ss 4 A COS 2a. 
da 

Fig- 27 . 



La courbe pan de Forigine tangentiellement & la droile X = 4 Aa; elle 
admet un maximum pour a = j- et Xu = a A* 

Ellc yient fiuir au point a == y avee une tangente sym6tri<jue de la 
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taiigente a Torigme. Lc developpement de X en serie est le suivant 
X = aA|_.a ^ + 


Remarque. — En coordonnees polaires, si Ton prciid X comme 
rayon v€Cteur et aa comme angle polaire, la courbe est une circonfc- 
rence X = 2 /i sin 2 a, tangente h Porigine et de rayon ^ = k. 

On a, en effet, 

X = Xm sin 2 a. 


Fig. 28. 
Avi 



2 ® Courbe des hausses — Comme on peuL^crire 


X = 4 A- 


tanga 

tang^a’ 


Fig. 29. 



en combinant avec A*= ilanga, il vlendra T^quation du troisifime degr^ 
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en X et A' : 
On en tire 


XCii«-4-A*)= Milk, 
dk _ I 


et la courbe, qui pari de I’origine avec une tangente egale a 



prdsente un maximum pour X = et A- = 1. 


3“ Courbe des durdes de trt%jet T. — On a 


et 


X» = V* T* 


4 


rfT i/4V?— 
dX ~ aVJ — ^*T* ■ 


La courbe part de I’origine avec une tangente dgale & 



EUe prdsente un maximum pour 

Xa et Tm = ^^. 

Elle vient finir, horizontalement, sur I’axe des T, pour T=-^- Si Ton 
prendpour coordonndes X® et T^, la courbe est une parabole. 


Fig. 3o. 



4* Courbe des fliches Y^. — On a 
, (26); 



8o CHAP* n. — LES FAMILLES HE TRA3ECT0IRES. 

en portanl dans Tequation X* J ^ vicndra 



’ *49- La zone dangereuae* — Soil an but de hauteur y©* La zont dun^ 
gereuse Z, correspondant 4 cette hauteur, es t la longueur AB, sur la Ira- 
jecLoire d’angle de projection a, entre le pied Xo de Fordonn^e y© le 
point de chute B. 

On a done Z = X — et xq est donn6 en fonction de 7 © 
F^quation 


Fig. 3a. 



^ 15 . 




o ^ 


d'oCi I’on tire 


On a done 




sma cosoe. 


sma cos a 


ou encore 


Z-X - »4 (1 ± .1: 

La conrbe n’est rdelle que si < Y„ ou sin*« >'^ (point M). 



PROBL^ME DO BCT A BiTTRE. 8l 

La zone dangercusc deeroil cnsaitt; constamment, enafloctant I'aHuiv 
de la courbe figureo ci-dcssuus. 

Fig. 3J. 



n. — PROBLfiUE DU BUT A BATTBB, 

SO. Solution g6om8triqae dn probldme du but A battre. — Cc probldme, 
qui resume les propridt^s dea trajectoires de la famille Vt = const., 
s'iSnouce ainsi : 

£lant connue /avitesse initiate V, dUtn projectile, sous quel angle 
doit-on le lancer pour alteindre un but donnd A ? 

1 ° Void quelle en sera la solution g^omdrique (La Hire, i683). 
D’aprds le th^ordme du n* 38, a”, le fojer de la parabole r^pondant & la 
question doit se trouver d’abord sur la circonf^rence de centre O et 
de rayon OD ,= h, lieu des foyers. II doit aussi se trouver, d’aprAs la 
ddinition de la parabole, sur une autre circonfgrcnce, ayant le but A 
pour centre et tangente A la directrice D'D*. 

L’intersection de ces deux circojofArences donne, en g^ndral, deux 
points F< et Fa, foyers de dqux paraboles rApondant A la question et 
dAterminAes par le foyer, la directrice et le point 0. Ces deux paraboles 
sont dites les deux traj'ectoires conj'uguies du but A. L’une correspond 
au tir tendu ou direct, I’autre au tir courbe ou indirect. 

Les sommets S| et $a des deux paraboles sont au milieu des perpendi- 
culaires P, F, et FjFg, abaissAes des foyers sur la directrice DD'. 

' Pour dAterminer la tangente 0T| A I’origine de la trajectoire, il sufifit, 
d’aprAs uue propriAtA connue de la parabole, de joindr,e le milieu de la 
droite S, $p Aoz^ontele passant par le sommet 5, au point O. 

, r. AUARsotntim, tomb i 
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On obtiendra de nieme la langenle OT2 a la trajectoire conjuguoc du 
point A. 

Fig. 34. 



2° Relation entre les deux angles de projection. — On ap[)clIo 
ligne de site la droite OA, allant de Forigine au but. Les langcnlos OTj 
et OT2 aux deux trajectoires conjugu^es sonl idles que V angle forme 
par Vune ai^ec la ligne de site est egal d V angle f forme par V autre 
apec la verticale. 

11 faut demonlrer que Tangle y' = iSoi", est 6gal h Tangle y = Tj , 
0U5 sur,la circonf6rence ODD< que les deux arcs DT, et GT2 sont 
6gaux. 

Or, d’apr£s les propriet^s des tangentes It la parabole, qui sonl bivsscc- 
trices de Tangle fona6 par le rayon vecteur allant au foyer etunc perpeu- 
diculaire a la direetrice, on a 

DTi=TiF| et DT*=T,F*. 

On a done 

DG = 2DTi + FiG=!aDTj— F,G. 

Mais DTj = Ta Fj ; il viendra done 

. DTi=.T*Fs-FiG = TaG. 

C’est la propri6t6 ^nonc^e. On peat dire encore : Ld ligne de site OA 
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est la symetrique dela vert kale par rapport HUi bissecirice ties tan- 
gentes 0T| et OTj d I'origine des deux irajectoires conjug'iie'es. 

Jiemarque. — Au poinl A, les deu\ Irajpcloiros L'onjuguec.s onl 
mfime vitesse, j)uisquc celle-ci (2o) ne depcad quc ^Ic raltilude y. Lrt. 
deux polats O el A jouiront done de proprietes analogues) : par buile, en 
con&iderant les deux tangentoa en A aux deux trajecloircs conjug^uees du 
poinl 0, on aura egalile des deux angles^! et de la figure. 

3“ Portie maximum sur la ligne de site. — Considerons le l>ut se 
d6plaoant sur une ligne de site OA. 11 ne pourra etre atteinU par un jiro- 
jectile lanc6 du point 0, que si la circonf6rencc AK, Fj rencontre la 
circonference fixe ODD,. Le problfime aura done lantdt deux, taulut 
z6ro solutions. 

Pour une certaine position do A sur OA, les deux circonftrences 
AF,F 2 etODD, deviendronl tangentes el les deux tangentes a I’oin- 
gine OT, et OTa se confondront en une seuli*, qui sera la bis5ec2/'ice de 
V angle de la verticale et de la ligne de site. 

Cello bisseclricc d6terminera un certain angle de projection qui 


Fig. 35. 



donnera la portae maximum sur la ligne de site consid6r6e. Ce sera le 
poinl A||‘(^^. 35). 

Le fojer correspondanl ii cetteparabole esisur la ligne de site ellc- 
m^me, la distance h de ^’origtne. 

4« Parabole "de sdciiriU. — On sail (39) qu’on d^signe uinsi 
I’enveloppe de loules les trajecloires Yo = co“s*’* issues d’un m^me 
point. 
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Dnux trajectoires quelconques so coupent, comme il a 6te dfimonlrt*, 
sur unc ligne de site .synietriquc dc la \ertieale par rapport a la bissec- 
Jrice de leuri* taagentes & rorigine. Si Ics deux trajectoii’cs sc rappro- 
chent iadefiniment, les deux taagentes se confondent, a la limite, avco 
celtc bissectrice OTu, et le point A^j, de portae maximum sur chaque 
droite issue de I’originc, sera ainsi un point de I’enveloppe cberch^e. 

Ce point Ajg esi d^terminii par la condition d’etre Sgalemenl dislaiii 
de la direclrice DD' et de la circonfercnce ODD, de rayon h. 

On a done 

AuFyss AvQ. 

lie lieu du point Aj, sera une parabole a axe vertical, dtint on oblien- 
dra la direclrice en prenanl PQ = OD = h. 

On a alors, en eSet, 

OAm =* OFm -i- Fm Ay = AjiQ -+• PQ = An P| 

ce qui dAiinit une parabole dc foyer 0. Lc sommet dc celte parabole csl 
en D. La tangenle OT], A I’origine, qui cst bissectrice de Tangle DOFh, 
passe par Ic point P. 

Pour determiner Ic point Ay, on menera done la bissectrice OTu qui 
coupe en P la droite a A. Puis on mAnera TQAy verticalemenl ; sa ren- 
contre en A], avee OFm donne le point cherchA. 

La pai'abole de s^curit^ coupe Taxe des x cn un point i icl quo 

01 = a /i, sous un angle ^gal A 

5* Trouver le point A' de la ligne de site v oit le projectile tomhe 
normalement. — Soil A'B pcrpcndiculaire Ala directricc DD'. La tan- 
gente en A' A la Irajectoire qui passe en A' cst la bissectrice AJa d<! 
Tangle BA'F,. Mais dans le cas actuel, A'a Atant perpendiculaire A la 
bissectrice OA' de Tangle F,A'Fa, les trois points B, A', Fj seront cu 
ligne droite. 

Si done M est le point de rencontre de la ligne de site OA^ avee la 
direclrice, la' ligne MFj qui joint le point M au foyer Fj coupera la 
verticalc DOD* au point D* tel que OD' = OD = h. La construction 
du point Fi et, partant, ccllc du point A', en rAsulte immAdiatemeul. 

D’autre part, le point A' Atant le milieu dc la corde F^B, on unoncora 
le thcorAme suivant : Le point A' d'une ligne de site oil la tangenle 
d une trajectoire est-normale it la ligne de site est le sommet de la 
trajectoire conjugude. 

lieu des uoinis A', quand o- varie, est done Tcllipse des sommets 
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(38, 4“)- C csl aussi le lieu dcs pieds des uornialess abaissees de I’origine 
siir les dift^rcntes trajectoires (a variable, Vo eon-lante), qu'on prut 
-deduirc de Tequation du n® 30 ( "A®) 


taii*a 


1 — a tang*ff 
tangs 


Fig. 30. 



combiucc avec I’^qualion polaire de la trajectoire. 

ol. Quelques aufires solutions glomStriques. — On pent r^soudre Ic 
problime\ du but d battre par d’autres constructions g^om^triques que 
celle d'e La Hire, qu’on vient d’exposcr. Blondel (i683) donue plusieuns 
de CCS constractions. Voici celles de Buot et de Roraer ; 

Reinarquons lout d’abord, d’aprSs les propri^tes 6l6inentaires ,dc Ih 
p^rabole, que la tangente d I’origine coupe la droite SS' en son milieu T| 
et que la droite DK passe dgalement au point T) ; de plus, OT, esl 
perpendiculaire, sur DF.' 
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Lorsque a varie ( \ « = const. ), Ic lieu du point T ^ est la cii'confei'enec 
DT<0 decrite sur DO oomme diamelre. L'angle TiKO est cgal a 2 a, 
el Ton a 

S'Tt = OK simia. 


Fig. 34* 



Done, puisque la portee OP est telle que X = a A sin a a, on a 


I® Geci pose, soil \ le l)ut a batlre, dont la projection sur Taxe des x 
est OA' 38). 

On prendra DE = 7 0A' cl, par E, on nienera la droite ET/Pj per- 

pendiculairc sur la ligne de site OA; elte coupe la circonKrence dc 
diam^tre OD aux deux points T^ el T^, et les droiles OT^ et OT 2 sonl 
les deux tangenles k rorigine aux deux trajectoires qui passeni pal' l(i 
point A. , 

En effei, soil T| le point milieu de la droite SS'. 

De cc point, abaissons la perpendiculaire ET^Tj sur la ligne de she 
OA, et soil DK paralleie k ET< T',. ' ‘ 

On a 

DE = S'T~S'K = y — DS'iangff = Y ‘ang». 
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2 ® Prendre DC = iOA {fig. 89 ). Mener la droitc CF,Fa pcrpendl- 
oulaire la ligne de site OA. Les intersections FjFj avec la circonfi'- 


Fig. 4o* 



rencc de centre 0 et de rayon OD dfiterminent' lcs foyers Fj ct Fj des 
deux trajectoires passant par le po'int A.. Cette proposition rdsulte 
imm^diatement de la prdc 6 dente, le point T, itant {fig. 87 ) Ic milieu 
de la droite DT| F. » 

8 ®Donnons une autre construction indiqu^e par Baills (i883). Les 
langentes ^ I’origine OTi et OTj des deux trajectoires passant en A 
sont ddtermiu^es par I’intersection TiTa dc deux circonfiSrcnces ; 
la premiere, de centre D, a pour rayon OD = A; la secondc a pour 
centre le point I, tel que ID' = AM=y, et pour rayon 1R, tel quo 
lR = D'A = /t — y. 

§2. Solution de Cassini. — Indiquons eniln la cohstruciion qui suit, 
fondle sur le thdordme du n® 24. 

Soit A le but : joignons OA et construisons, sur la Ugne d'^gaUti 
OP = 4/t) le segment POB capable de Tangle de site <r. La d'emi-cir^ 
conference ainsi Obtenue sera reucontree aiix points M el M' par la ■ 
vertical^ du but A. Les droites OM el OM' sont les tangentes initiales 
des deux paraboles qui repondent ^ la question. 

Dane le triangle MOA, on a, en effet, 

OM- AM 
cos 9- sin-f 
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D’aulre part. 

OM = Oli sinY= sinv; 

* coscr * 

on a done 

OM* = AM.OP, 

ec qiii est la proposition enoncee an n® 24. 

Instrument universelde Cassini. — On a deduiu de cetto construc- 
tion, un appareii permettant de pointer un mortier sur un but d^angle 
(le site quelconque. 11 se compose d’un cercle metallique gradu(‘ G, 
crime rigle gradiiee OH, tangente au cercle, el d’un Jil a plonib aQ. 
On voit que Ic systeme forme est semblable a la figure du theoreme, ct 
que, en visant le but le long de OH, la direction du mortier doit ^lr<j 
OT,. Pour utiliser toujours le mtoie cercle, qui devrait avoir un ray<7n 
variable, proportionnel a on prend aO = A.0 cos c-, c’esl-a-dire 
egal, non a la distance du but au mortier, mais k la projection hori- 
zontale OA' de cette distance. 

o3. Solution alg^brique du probldme du but battre. — 11 est ueces- 
saire dc donner maintenant les formulcs propres t\ calculcr les^angles de 
projection, que la methode prec^denle d^tei*mine graphiquement. 

Soient Tabscissc ou distance horlzontale de rorigine au but a 
battre, Fordonnee ou la hauteur de ce but au-dessus du |)lan hori- 
zontal passant par Forigine. 

L' angle de site or est defini par la relation tang cp=: — . 

I® Puisque la trajectoire doit passer par le point dont ks coordonncTS 
sont on devra avoir, d^apres requation de celtc trajectoire, 

(0 7i = a?ilanga— tang®a ). 

L’equalion du second degre 

tang^a — tangac-i- IH- =o 

XI 

determine les deux valours suivautes de tang a : 

u.g,_^±(/<MpdZ7. 

?!’i y arf 

Si la quantild sous le signe \J est posilive, il y a deux angles a( el aj 
qui r^pondent a la question; si ellc est nulle, les deux angles sc r6dul- 
sont a un seul; si ellc est negative, il n’existe pas de solution r6eUe. 
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Remarques. — T. On pourrait discuter le probl^me non en partanl 
d«* rcxpressioii dc tang a ci-dessiis, mals en prenani la relaliun. (T) sou'- 
la forme equivalente 

sinf aa — • or) = cos t - h sm 

<ju\m peat deduire egalement de requalion de la trajecl<»ireeiicoordon- 
iiees polairei) (29 ). ^ 

11. Pour la discussion aigebriquc des problemes, il est necessaire 
d’adopler un sens determine pourles dhers angles que Ton pent avoir 
a considerer. 

Fig. 43 . 



hos angles o-, angle de site on site; a, angle de projection ; r, angle 
de hausse^ seronL comptes posiLi\cment dans lesens inverse des aiguilles 
d’une montre {fig- 43)* 

On a 

a = y-h cj; 

Fig. 4'4. 



a et <r variant de o a Dans Ic quatrieine quadrant, la disposition esl 
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celle de la figui'e 44? on a encore a=Y4- o-ot angles a ct a* sonl plus 

grands que — ; ils varienl de ^ a 2 -i:. 

II n’y a pas a considerer ce qui se passe dans les quadrants ( 2 ) cl (4), 
le tir etant suppose avoir lieu toujours vers I’avanl de la batterie et Lout 
etant d’ailleurs symetriqiie par rapport a la verticale de I’origine. 

2 ® Relation entre les deux angles ai et a 2 . — Si tang a, el tang a 2 
sonl les racines de Fequation du second dcgre ci-dossus, on aura 

tangai- 4 - tangxjss — et langai tanga^ssi 
On deduit de ces relations, en 61im inant h : 


tangaiH" tangaa 
I — tangai tanga^ 


= tang(ai-f-aO = — 


I 

tangff 


Pig. 45 . 



Done 

taiig(ai-+-aji) tang<x r= — 1 ou iang(ai-ha4) tang —or 


par suite, 


ou 


otj -H ofa*~“ Cf — — 

2 

TZ ^ 



C’est la propri6t^ d^montr^e g^om^triquemcni plus liaut (SO, i®) : 
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La bissectnce de la verticale et de la ligne de site est igalenxent bis- 
sectrice de tangle des deux tangenies d, Vorigine. 

Lcs deux angles a* et aa sont plus petIts que - si i + 4/1 2^ > o; 

1 iin cst plus petit que - et Tautre plus grand que ^ (4® quadrant), si 
Cc cas coiTespond i I’hypotliesc du but plac6 a I'interieur dc la parabole 


n-- 


>1 

4A 


> 


d'angle de projection nul. On pent a\oirles deux dispositions indiqude>i 
sur les figures ci-dessous. 


3“ Cas oil les deux angles se reduisent ct un seul. — Cela se pm- 
duiru si I’on a 


■4A(A— = 0 . 


Fig. 46. 
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‘ih 

tangaii= — • 


D'apres la relation preccdcntc, elablie entre ai cl ao, on aura 

It 

au— <r = - — ai2 

ou 

It 

2atj= — h 
2 


Done : La ligne de projection est la bissecLric<* de I’angle forme par 
la verticale et par la ligne de site. 

54. Port(6e dams le site. — On appelle portee dans le sitec el I’on 
designe par Xo., la distance 

V 

Aff— ■ 

cost! 

oflf un projectile coupe la ligne; de site o-. D’aprfis I’^qiialion do la Irajec- 
loire (29),‘ccttc expression se met sous la forme 

V _ ,i.sin(a— 5)cos« 

Au= 4A —7- 


Pour avoir le maximum il faut dgaler a z6ro la d^rivt'e du second 
membre par i-apporl k a. On trouve 

“K 

aaii= --f-ff, 


c’ost-a-dire la valeur Uta qni correspond a la bisscctrice de I’angb; form <5 
j)ar la verticale el par la ligne de site. 

Enportanl la valeur a, 2 dans I’expression de on oblienl 


Xa = 




1 -+- sincr' 


Xji elanl la porlec maximuih pour (t==<), on a ( 10) 

Xm = 2A;1 

d’autre parlj^t =:X„sinff. On aura ainsi 

yt ■+■ Xff^ = X*. 

Done, un point ne pent 6lre atteinl que si la somm(! de son ollilude 
et de sa distance X(r = y/as* + mesurde sur la ligne de site, est iniV*- 
rieure on, am plus, ^gale i la porl^ maximum sur un plan horizontal. 
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En d'auLres lermes, on <Ioii asoir 


Vi-f- = 

7^ Parahole tie secunte. — Aiiisi, le plan do projoclioii .so lniii\o 
di\ise en deux regions : Tune conliont tons les points^ do (‘oordonne'es 
pcuvent etre atleints de deux manieres; Tautro region no 
oontienl aucun de cos points. Ces deux regions sonl scparoes ])ar uiio 
coiirbc qui repond a Tequalion 

oil, cn inlrodiiisant les coordonnees couranles {^x.y) : 


C’esl la parabole de securile dii n® 39. 

Problime de Maupertuis. — Quelle csl la \iLosse minimum qui 
permct d’alteindi'e le point (aTi, ? 

C’est evidemmenl la vitesse qui donnera la porlee maximum sur la 
ligne de site. On le demontrera directement cn oc^i^aut Tequation dfe la 
irajecioire qui passe |)ar le point et qui est 


tanga = tanga— tang® a), 


sous la forme 




i-h tang® a* 
tanga — tangcr' 


La condition dh == o donnera la formule 


d’oft 

c’esl-a-dire 


tang® a — 2 tanga tanga — j = o ; 


I — tang® a 

tanga = — = — cotaa, 

° 2ta»gx 


2 a = ha, 

2 


ce qui esl la qondilion rcnconlree plus haul, 
cn d^duit 

^ 2 A =s a:i tanga ou 2 A aa -h ^x{^y\ 

gour valeiir de la Itaulcur h due i la vitesse iniliale cherch^e 

Le but A $tant doane, on portera sur la verlicale de A la longueur 
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AB = OA. IjC point B repr6sentera la hauteur 2 h. Joignanl OB, celle 
ligne sera la ligne tie projection. Si Ton forme 

tangT =s langa j-fiH- tangSaj, 

2 /I 

on Irouve, au point A, quo 



La tangenle a la trajcctoire en A est perpendiculaire sur la langcnlc 


Fig. 47. 



0 » ' ac 


inilialo. Lc point A apparticnt ^ la parabole de s^curite (39). La droito 
OA est la corde focah (35). 

Inversemenl, si Ton tire du point A pour atleindre le point 
0 (— a?i — j'l), on prend OC = OA et Ton a DC = 2 A, cc qui d^toi-- 
mine la vitesse minirtiuin cherch^e. I..es tangentes en A et en O 4 cetlc 
ttouvelle trajebtoire (de A en O) son* les monies que les tan- 
genies anx ,m,Smies points de la irajectoire allant de 0 cn A, Dans' ccs 
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PROBLKME DC BCT A BATTRE. 

(‘ondltioni, les deux parabole^ a axe verlical soul identiques. On a 



Davee du trajet, — Le temps mis par le projectile pour 
alteindre la ligne de site a*, esl donne par la formule 

rn sin(a — (t) 

1 Gr= 

g COST 

Le maximum de con'e&pond a 

sinfa — <j) = I ou a = — her. 

2 


Fig. 4S. 



Cela ne peiit avoir lieu que si o- esl ixegatif. La ligne de projection est 
alors perpendiculaire sur la ligne de site* Ou a alors 


1-S= ^COST. 


Le lieu des points de chutd, sur la ligne de site a, des projectiles tires 
sous une ligne de projection perpendiculaire a la ligne de site esl la 
trajectoire * 


d^angle de projection nuL 

r. oHABiBaNifm, toub i. 


0?* 
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Celle m^mo formiilc 

T = sin(a-~ g) 

^ ^ ^ cosg 

pcrmel de repondre a la question siiivanle : 

Dans un tir sur avion, quelle relation doil exisler constanimcnl, enln‘ 
Tevent d deboucher el Tangle dc projection a, pour que Ic projecliI(‘ 
eclale toujours sur la ligne de sile de ra\ion ? 

On pent construire aisemenl un abaque donnanl la solution. 

On graduera Teclielle horizontale, marquee cr, d'apres 1<js valours dc 
cos cr et Techelle vcrlicale, marquee (a — g-), ou y (angle d(‘ luiusst*) 
d’apres les valeurs de sin (a — <r)=sinY. D’aulro part, la \orticale dii 
point sur Taxe des g sera graduee, conformement aux valeurs de 

aVo“ 


l^e poinl M, par exemple, correspond a 

<r = 45», 7 = (a-o; = i5« et £^ = 0,35. 

Second abaque. — Soil une circonf6rcncc d(‘ cenlre O cl dc ra>on 

Fig. 49. 



2V0 

a — , et soicnl OA el OB les lignes do projeolion <‘1 do .sil<‘, 
Dans le triangle AOB, on a 

^ AB. _ OA 
sm(a — g) cosg 



Done 
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1)^ 


Ainsi : = AB. 


AB 


__ 2 Vo sin< 3j — 5) 


cos: 


Remarque. — • I\>ur des pertiirbalioiis livj> pclile^ t)\\ et h. nii a 


Ter 


d\o 

Vo 


— cot(a — cr\dx. 


Fig. 5o. 



5° Theor^me sur les angles d' eg ale portee dans le site. — On 

obtiendra la memc porLee X.^ dans le site s en tiranL avoc des angles de 
projection (a^ ±: 0, Tangle a, correspondant a la portee maximum 
sur la ligne dc site et i ctant quclconque. 

Pour etablir cclte proposition, partant de la valeur troiivec pour 
il siiffit de demontrer qu’on a 

sin(ai-f- i — ff) cos(ai4- «) =s sin(ai — i — cr) cosfai — i), 

lorsque 

•n 

aai = — h or. . 

2 


L’egalitc a demontrer pent done s’ecrirc 
Or, 

sin J du complement = cos ^ j ■+* ^ — 

^11 = sinus du complement == sin ^ c.q.f.d. 

\ ' 

Pour iT=o, on retrouve Ics propri6les demonlrees plus haul (41). 


cos 
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if Relation entre\ et X^. — Eiitiv les deux portoesXo., dans le 
site O', et X, dans Ic site zerc», coiTespondant au m^me anj»le do projec- 
tion, on a la relation 


qiroii pent eci’irc 


X ^ 

= cos* IT ; > 

\,y 5in(a — cr; 


X tan^a 

^ = COSff 

A(j tang a — tangcr 


Enlrc T ct T<y, on aura 

T tanga 

Tff ““ tanga — tangc 


Angle de chute sur la Hgne de site* — Rappelons que nous 
avons trouve pr6cedemment (30), pour cet angle tOg., la fornuilc 


tangu)ff = 


tanga — tangar 


1 — tangu tanga -h 2 ta‘ng*<T 


L’anglc est droit lorsque 


tanga 


_ 2 tang^a -h i 
langd 


el le lieu dcs points de chute correspondant a cel angle de projection 
ainsi d^Hni est Tellipse des sommets (30,5®) : 




8® Demontrer qu’entre la porlee dans le site, correspondant a 
Tangle i defini en 5® el la portee X^y^ dans ce memo sile, on a la relalioii 

« Y r 2sin*£ 1 
X<T^ 1 : — . 

L ^ suicxj 

9 ® Demontrer ^ue la duree du trajet csl donnee par la formule 

T<y= Tg. fcosi -f- sint •— — 1* 

'‘L I — smerj 


S3. La trajectoire rapportee Hlaligne de site* — i® Prenons, pour 
axesjlaligne de site OM (02^) ctla perpendiculaire 0$ a eeile droil<‘. 
La vitesse iniliale fait, avec la ligne de site, iin angle y. Lcs equations 
differenticlles du mouvement sonl 





PROBLEME DU BUT A BITTRE. lor 

On en deduit, pour les equalions finies : 

xr • dt 

^ — Vo SIDY — coscj, — ‘ = Vo cosv — sincr; 

5 = Vo^ siny— 008 0*, ^ = \o^ cosy — sin^. 

Fig 5 1 



All point M, dont nous appcllerons V^) les elements, 

on aura 


T = 2iiii 

^ g coscr^ 


tang(*>(y = 


tangy 


a tango- tangy — i 

aVJ siny cos(y -r- ff j | Vg cos coj = Vo — ^ C 
Xfl.= — =• i Y 

^ cos^a xr • .i- • 

I V<ysina)<y = — Vosmy. 

Cette dernierc relation, qui donne la projection V^sinw^y de la \itesse 
sur line pcrpendiculaire a la ligne de site, demontre le theoremc enonce 
ail 32. 

L(^ point P] oil la langinitc a la Irajectoire est parallelc a la Jigne dc 
site coiTCvspond aux valcurs suivantes, pour ^ = o': 


, Vosiny 

tt = 9 

gCOSff 


(^) ■■ 
\dt)i 


dt 

cos(y -h 0-') 
coscr ^ 


^ VS sin ay/ i \ 


^ g cos or 

Le point P 2 oii la Langenle ala Irajectoire est perpcndiculaire a li 
ligne dc site correspond aux valours suivantes, pour ^ = o : 

^ sniff ’ \dt)^'^ ® sincT ^ 


r =zLY1 22!lY^ 

a ^ sin or" 


_ VS sin ay/ i ^ \ 

gg = — 2. — : — if 1 cot ff coly ) ' 

'Xg sinor \ a V 
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CHAP. II. — LKS F.UIILLES I)E TR^UECTOIftES. 


Demonlrer quo lu droilo P1P2 (‘st perpendiciilaire a la synietriquo 
de Fhorizontale par rapport a la ligne de site. v 


La trajectoive (*n coordonnees obliques. — Prcnon^ muintcnant, 
commc axcb, la ligiK* de silo OIC et la verticale 0 >'. On aura 


Y 

S 


Vq cos( y-H g) ^ 

COSff 






Vo SIDY 
cos J 






Fig. 52. 



On en deduil 

dy — gt 

Done : 


\ Yorigine^ 

/^y\ _ V, . 

Vrf?/o“ V;' 


An point l^ 




II 

m -'’■■■ 


II 


All point M, 



(±\ 

1 X,= |VtV„ 

V 

y — o 


C<is fornndcs sonl independanles de Tangle de projection. 


PROBLEMS DU BUT A BiTTRG. 

.a porteo OM est telle qut‘ 


Posons 


« ^ sinv sin(7 -H T I 

A<y=-\^V>= 7* f 

A ^ Sr cos* AT 


io3 


2 


on aura 


« 2V}| *!inYsin(Y — -t') 

Aflr=: r 

COS* ff 


On \oit immediatement quo le maximum a lieu quaiwl 


Y Y — ff' = o on T = ~ [(?0* 


S6. Ricochet snr plan incline. — Appliquons le iheoreme ct les for- 
miiles qui precedent au cas ou Ton suppose qu’un projectile, une bille 
par exemple, parfailemcnt elastique, est lancee avoc une vitesse initiate 
\ 01 sous Mangle de projection — le long de la ligne de plus 

grande pente d’un plan parfaitement clastique, incline de Mangle de 
site < 7 . 

Soil M le point de chute. On sait (32) que Ton oblienaVa la vitesse 
IMA' en grandeur et on direction en prenant MB' = OB el MC' =OC. 
Menant B'A' parallele a OM et C'A' verlicale, on aura le point V. 

On aura ainsi Tangle de chute yi surle plan incline, el, menaiit M.\f 


Fig. 53.’ 



symelriqiie deMA' relati\emciil a OM, on aura en MV* la direction el 
la grandeur dc la nouvelle vitesse initiale. 
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On a immedialemcnt 

OB = ]MB'= MBi = Vo siny = VisiriYi, 
MG'= MA'cos(ff — Yi)> = OAcos(Y-f-cr 

On aura done les deux relations 


(i) VflSinY = Vs sinYi, 

i a) Vi cos(<T — Yi) = Vo cos(y ff); 

d’ou Ton dMuit 

(3) cotYi = cot Y — ti tang (T. 

Cette formiile se deduit d’ailleurs de la formule (29) : 


en posant 


tangT = a tangff — tanga, 
asiY"*”®; Trissff — Yi- 


Le temps mis par le projectile pour tomber en M est 


T = 


aVp sinY 

^ COSff 


Par suite de la premiere I’clation, on aura 

To = Ti = Ta = . . , s= const. 

La duree de chaque bond esc une conslante. 

D'autre part, la vitesse horizontale^ qui est conslantc pour chaque 
bond, est, pour le premier bond, OC= Vo cos (y + cr), el, pour h* 
second, MC| = V< cos (y^ + a-). 

On aura done, pour les portees Ic long du plan incline : 


et 


aVg sinYcos^Y-^^^) 

g COS*<J 


aVj sin»Y 

g COS*ff 


(cosff cotY — sinff) 


On trouve ainsi, d’aprfis la relation (3), cn eliminanl yi : 

I — 3 tangcrtangY 
Xg, 7 — tang (J ian g Y * 

On trouve dc mfime 

Xg, 1 — 5 tangg tangY , 

Xg, 1—3 tangff tangY^ 
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<‘l, <ruiie facon ^enerale: 

X „ 


lod 


I — < 9/1 -4- 1 » tanf*flr tanffy 
I — ( 2/1 — 1 1 tang T tan icy 


X 

En combinant cette relation avec cello qui donne on trouve 

* -ACn 

la loi g;enerale de recurrence 

-t- X<r,„.,. = 2X<y„. 


On en dcdult encore, par addition de relations semblables : 

X<r„ — = Xff^— X(r^ et Xff„_j = {/i 4- nXo-, — /iX<r,* 

On a encore 

X<r„ _ I — (2/14-1) tangff tangy 

XcTo ~ 1 — tangfftangy 

La bille reniontera le plan incline] usqii’au bond, t(d qne Tangle yi 

soil >- or. 

2 

Alors la bille rebondira vers IMl, dans la partie descendanle. 

La bille, qui arrive suivant la direction TM, repart dans la direction 
MQ, sous un angle de projection = RMT, tel que 


ai= « — (Ys-Hc). 

Pour Y| = “ — cr, la direction est la verticale et cela correspond, 
d’apres Tequation (3), a la valour de Tangle de projection 

coty = 3 tan gar. 


Pig. 54, 



Les mfimes formules que prec^deniment sonl appHcables en chan- 
geanl le signe de or. 
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Cherchon.s, par excmple, sous quel anj>le la bille tlevra ctre lancee 
pour que, aprcb un seul bond, elle rebondisse exactement a son point 
de depart. 

On fera Xo.^= — et, par suite, 

I — 3 tang tang Y = — (i — tang? tang^), 

d’ou 

[ 

tangcr langY = -• 

C'est la relation deja trouvee (30, a®), qui caracl6rise le cas oii le 
projectile arrive normalement sur la ligne de site o-. 


III. AUTRES FAMILIES DE TMJEGTOIRES. 

57. Trajectoires A angle de projection constant. — Dans celte famillo, 
la Vitesse irtiliale Vo \arie,* tandis quc Van^le de projection reste 
constant, pour toiUes Ics rrajecloires considerees. Ce sonL des paraboles 
ayant un point el la tangcnte en ce point communs ct mfime direction 
d’axc. 

i" Lieu geom&tvique des sommets. — Celieu est une droitc qui par- 
tage en deux |)arlics (igales les segments compris enlro la tangeuto 
initiale et rhorizontale de rorigine. 

En elFcl, le sommel est defini par les deux equations 

-V tanga, tangSa, 

6 

ot relimination de a© donncra 

V X, 

Ys= tang a, 

2 ** D^ailleurs, cette proposition n’est qu’un cas particulicr du llicorcint* 
suivant : Toutes les trajectoires a = const, sont homotlUtiques par 
rapport d Vorigine^et leur rapport de similitude est e gal au rapport 
des carres des vitesses initiales, 

En cffet, si dans reqiialion dc la l^ajectoire 

y^x tanga ^ , 

'' ** aVJcos*® 

on pose 



il vient 
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y —X tanga 

® 4V.rcos>7 


re qui est bien une autre trajectoire x = ctuibt. 

Aux points liomologues (1<? toutes ces trajectoires, 011 a 



3® Lieu geometrique des foyers^ — Ce lieu est une droite. On le 
construit en doublant Tangle a, ee qui clonnc la droite OB, et en menant, 
de Torigine, une perpendiciilaire OF a cette droite OB. 

On sait, en elFet, que la tangenle OTenO a la para])ole est bisseclrice 
de Tangle forme par une parallele i)y a Taxe el par la droite OF qui 
passe par le foyer. 


4“ Lieu des points d'eclatement. — Si, entns les deux relations 



on 6liniino \o Ton fait ^ = 9, quantile donnee, il viendra 

y ssx tangy — ^ 6*. 



io8 
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G’est Tequalion d'liiie llgne droite, parallele a la tangente commimo 
iniuale : elle coupe Faxe des y au point ou, en chute libre, pour V© = o, 
Ic projectile serait parvenu an bout du temps 0. 

Les tangentes a toutes les trajectoires, aux points dc nicme G, se coupent 
sur Faxc des y, 

5® Lieu des points d^egale vitesse. — Entre les deux Equations 
(19, V) 

a? =r ^ j^tanga±: et y = ^ [ 2 /^( 1 + tang^a)— t;*J, 

relimlnation de «o donne I’clHpse 

( 1 -+- tangSc')iP»-f-4j/»— 4a?jtanga h fj — a? tangct) = o, 

langente a la ligne ile projection et coupant I’axe des a; au point 

Fig. 56. 



x = — sin a a, et I’axc des >• au poinc /= — oii la tangente est 
horizontale {fig’- 56). 

6” Trajectoire qui passe par un point donne. — Soient, eomin<‘ 
prficddemment (53) (iKi, jKt ), ies coordonn6es du point vis6; or est I’angh* 

de site, tel que tango'=^* 

On aura pour I’^quation de la trajectoire 


^, = a;i langa- 

ou Vo est I’inconnue. 


Sir\ 

a VJ cos*y ’ 
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On en deJiiit \ o sous runo ties deux formes suivanles : 

Y2 == ££j ya ^ 

® ^(ari tangx •— t cos^z ^ v cosa sin( z — t ) 

7 *" Theorenie de V abaissement constant. — Le llieoreme analoj^uf 
a celiii du cas de 'V o = const, s’ononce dans le cas de 3c = const, sous Id 
forme : 

Pour des abscisses proper tionnelles aux vitesses. les abaissements 
des trajectoires de la famille a = const, sont les memes, 

S'" Sur une meme verticale x., les tangentes a toutes les trajec- 
toires a = const. concQurent en iin meme point de la tangente a 
torigine. 

Fig. 5:. 



G’esi la consequence de la propriety suivante de la parabole : si, par 
le point de rencontre de deux tangentes OT el TA a la parabole, on 
mene une paralleie a Taxe, elle coupe la corde OA en son milieu (29). 

Done TA' = Le point T est le in&me pour toutes les trajectoires 
ayant meme tangente a Torigine. 


if On pout trouver requatlon des trajectoires orthogonales des 
trajectoires de la famille a = const, par un precede analogue a celui 
developpe au n® 43. 

On trouve 

dx __ y 

x ^ ©a — ^tanga4- ^ 

avec 


y = tangy — . a 


X 


l^our « = o, on obtlent ^ellipse 


ipS-4- 2^5= K2 ; . 


Pour tang a = 2 ^/ 2 , on a la courbe 


xji 


K(jr — %y) = e** 



no 
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ct, dans le cas d’une constante, K= i, on peut ecrire 

58. Trajectoires k vitesse horizontale constante. — V’^oicL quelqucs- 
iines des proprietes dcs trajectoires de la famille == const. : 

i® Lieu geometrique des sommets. — En eliminant tang a entre les 
deux equations 

= — ii-tangfls et Y?= — s^tang^a, 

nil Uq == const., on trnuvo, pour lieu geometrique, la parabole 

Y — ^ y 2 

'a — .» m2 ’ 

-s M-d 

qui est, a rorigine, tangontc a Taxe des 

a" Lieu des foyers. — On sail (24-) que la, diroclrice est a line 
hauteur ~ au-dessus du sommet. Le foyer se Irouve done a iino 

distance ^ au-dcssous du sommel. Lc lieu des foyers est, par suil<^, 
line parabole 6gale a la parabole, lieu des sommets, mais ti*ansporl^<* 
parallelement a elle-mc^me d’une quantile ^ 

Lieu des points d^eclatement. Comme on a j:= le lien 
des points d’c'clatement aii temps 6 est la verticale x = 

4" Lieu des poifits ayant meme inclinaisoii t'. — En eliminant 
a entre (19, I) : 

a? = — (tangoc — tang*:') et = —(tangly. — tang*T'), 
on Irouve la parabole a axe vertical 

^ = irtaDgT:'H- 

5® Giniratioii des trajectoires Uq — const. — L’abaisscment 
\ = est le meme pour toutes les trajectoires et pour la m6m<* 
valcur do Tabscissc x. 

\in.si, la trajectoin* (11 ) d’angle de projccllon ot' sc dednira, point par 
point, de la trajectoire ( I), d’anglc de projection a, en menant iin<‘ 
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Norlicale C et en prenant A'B' = AB. Dc meme on aura* jxuir la Irajrc- 
loire (III) [ 0 L = o) : CC' = AB = A'B’ 58'^. 

Les tangentes aiix points C, B* B' concourent au meme point K 

Fig 58. 


K 

0 


de taxe des y. En effel, d’apr^s une propri^te connue Ae la parabole, la 
verticale NN' partage en deux segments egaux les obliques OA, OA', OC. 
Les deux triangles A'B'N' et N'KO seront done egaux, et I'on aura 

KO=A'B'= AB=rCC'-y. 

6® Les trajectoires orthogonales des trajectoires de la famillc 
Uq = const, peuvent s’obtenir ais^ment. Posant q = > la trajectoire 

s’ecrit 

(i) = a; tanga — 5^37*, 

d’ou 

dy ^diBlzx\%aL’^^qx dx. 

L’equation difFerentielle des trajectoires orthogonales est 
(a) = ou g = _— L_. 

iEliminant Tangle « en (i) et (a), il viendra 

djr _ » 

•ixdx a(ya?> — y) 

Posons = a?®, on aura 

dy t 

7.{qZ,-yy 
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et cette equation se traitera par la niethode ciassique, en prenant pour 
variable grij — JK = vi, d’ou Ton tire 


Done 

et, par suite, 


dy^ 


dt\ 


iqy = Iog( — i) “h const. 


— 1 = Kc*w*. 


II vient done, en remplagant vi par sa valeur, 


^qy = i — K 


G’est Tequation cherehee des trajeetoires orthogonales. 

En particulier, pour K=o, on a une parabole d axe vertical ayant son 

sommet au point 


59. Autres families de trajeetoires. — On pourra etudier des trajec- 
toires diverses, par exemple les suivantes : 

I® Trajeetoires a vitesse initiale verticale constante^ — Co sonl 
des trajeetoires = Vo sin a = eonst., qui ont ni6me dur6e dc trajet T, 
de lorigine au point de chute, ct meme fleche Y,. 

a. Lieu des sommets. — Droite horizontale : 



b. Lieu des foyers, — Parabole ; 

— £f! • 

c. Lieu des eclatemeats, — Droite : 




2 ® Trajeetoires d portee conslante, — On a 

VJ sina« = const. 

La trajectoire peul se mettre sous la forme 


y=:x 


(-?) 


tang a 



et Ton a 
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Le lieu des points d eclatenicnt est Thyperbole 

3® Trajectoires passant par un point donne. — D’apres requation 
de la trajectoire en coordonnees polaires (29), Tcquation generale de 
ces trajectoires est 

Xiycoscr 

ou B est un paramtoe variable. 

Le lieu des sommets est une hyperbole 

y (Xff COSO- — ^x) = tango. 

4® Trajectoire sur platen-forme mobile. — Si o est la vitesse da 
tit eut\ on a, pour definir la vitesse iniliale V et Tangle de projection a', 
les relations 

V cosa'ss j) 4- Vo cosa, V sin a' = Vo sin a. 

La trajectoire a pour (Squation 

j tang«' ^ -~ 7 * 

® 2 V* cos* a 

Fig. 59* 



Ni la fleche. ni la duree de trajet ne sent modifi^es. 
La porlee est 

X = — f I -4- sina cos a. 

Lc maximum de portee a lieu pour 


COSaM ss 


-n-h v/tt®“+“8 VJ 


P (IIIARBONNIBR, TOaTB I. 


8 
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60 . Theorie de I’arbal^te. — On pent encore cherclier les proprictes 
d*autres families Je trajectoires dctinles, par example, par une relation 
/{Vq, ct) eiitre la vitesse initiale et Tangle de projection. La plupart de 
ces problemes ne prebenlent d'inleret que coiiime exerciccb de Geometric 
analytique elementaire. 

Void, a titre d’exemple, Tenonce d'un probleme put>e aux examens 
d’ entree a TEcole Poly technique, cn 1912 : 

« Une sorte d’arbalete est forniee d’un tube rectiligne et d un fil 
elastique. Le lil CMD est fixe par ses extremites a deux points C et D 
de Farbalete. II sert, par son elasticile, a lancer un projectile M, guide 
par le tube dont Taxe AOB est perpendiculaire au milieu O de CD. 

Ouvert en B, ferme en A, le tube est evide lateralcmcnt de A en O, 
de fagon a laisser libre passage au fil. 

Pour lancer le projectile, on Tamene a Textremite A de sa course, 
de fagon a tendre le fil dastiquc; puis on i'abandonne a la reaction 
du 111. 

On donne OB = OC = OD = a; OA = Le fil a une section et 
une masse negligeable. Non tendu, ii a pour longueur naturelle CD. 


Fig. 60. 



Tendu suivant la ligne brisee CMD, il agit sur M, pendant le mouvo- 
ment, cornme la corde agit sur la poulie, dans rcLude staticjuc dc la 
poulie mobile. Sa tension, proportionnelle a rallongiuiient, a pour 

expression A- — • Le projectile est assimile a uu point maierid de 

masse m ; Paction du tube sur lui est assimilce a cello d’uu plan incline 
qui aurait pour ligne de plus grande pente Taxe du tube, Ic coefficient 
de frottement / ayant la mSme valeur au depart el pendant le mouve- 
ment. 

r* Determiner A et f par les conditions suivantes : Tarmc etaut 
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verlicale, la masse m doit otre portee a 112^, pour que son poids suffise 
a faire descondre le til elaslique jusqu'au point A, Cette masse demeure 
en A pour toutes les positions de BA faisant a\ec la verlicale ascendante 

un^^angle 6 inferieur a inais elle part des que 6 depasse 

2“ A\ec les valeiirs trouvees pour k et J, mais pour les diverses 
valeurs imaginahles de etudier, en fonction de 0 , la portee de Tarbalete, 
c’est-a-dire la distance du point B de Tarbalete au point <le chute du 
projectile sur le plan horizontal du point B. a 

i" L’arbalete etant \erticale, evaluons la force exercee parle fil sur 
le projectile M place a une distance OjVr= x du point O. 

Cette force F est, si Ton appelle T la tension du fil. 


-a? 




niais 

„ ,CM— CO — a 

GO a 

d'ou 





D’apres Tenonce, onaugmente progressivement la masse du projectile 


Fiff. Oi. 



pour qu'il descende peu a peu vers rcxlremite A du lube. Dans ces 
conditions, on doit admettre qu’il y a equilibre enlre la force F et le 

poids du projectile, pour jr = | a. 



ii6 
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Done 



Gomme m = 112 , on a 

/ i5 

/i =S -- mg = -t: X 1 1 2 ^ = lOD®. 
ib 10 

Quand on fait tourner Tarbalete autour d’un axe horizontal passant 
par O, la composante du poids de M suivant AB dreroit constamment et 
la force de frottement croit constamment* 

La somme de ces deux forces est 

//i^(cos6 -f- /sinG). 

Gomme F = /n^, la resullante de toules les forces agissant sur M, 
projetee sur AB, est 

/n^(cosG -h/sinO — i). 


Puisque le projectile part pour 6 = e’est que /= i. 

Nous avons done les valeurs A'=io5^ el /=i, que nous aliens 
utiliser pour r6soudre la seconde question. 

2 ‘* Pour connaitre la portae du projectile partant en faisant Tangle 8 
avec la verticale, il suffit de connatlre la vitesse initiale. 

Gette vitesse initiale resulle de Fetude du mouvement du projectile M 
dans le tube AB. Ge mouvement pent fitre decompose cn deux : le 
mouvemcnl entre A et 0 pendant lequel le fil presse sur le projectile, 
et le mouvement entre 0 et B pendant lequel le fil ne presse pas sur M, 
et ou les seules forces agissantes sont le poids de M et ie frottement 
du tube. 

Pendant la premiere periode, on a : 

^ *=”" F- , — iP— mWsinG 4- cosG). 

La force ne dependant que de 5 ?, on pent integrer par la melhode des 
forces vives : 


dxd^x 




■ 2m^(sin0 



— 4- cosO)a?, 
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On a done, en foisanl varier dc — ^ a o : 

= ik^/ cc^h- (sin9 -j- cos 6 ) 4 gJ<^ 

Pendant la seconde periode, on a 

md^x . ^ 

— — - r= — m^(sin6 -r cosO j, 

el, en integrant de o a a : 

[ma 2 ]g = — 2 /^j^(sin 6 -i-cosO)a. 

Done, Unalement, 

r .•!>, i4 * « ^ l4 

[^^*r 4« =“‘^ ^ »i(s!ne-4-cos6)] 

3 

on 

vj = -y — fsin6 + cose)j . 

V2 

Mais la portee X est donnt'*e par X = -^ sin 2 6 , de sorte que Ton a 
X = y « — (sinO -t- cosO)j sinaB. 

Telle est la formule cherchee. 

3” Discussion, — On voit tout d’abord que si Ton change 6 en — 0 ^ > 
X nc change pas. ' • 

Nous aliens construire la courbe qui donne X en foncllon de O, en 

doiinant*a m des valcurs constanles, et en faisant varier 9 dc o a - • 

II faut que Vj soil posilif. Done, si Ton vent que le projectile parte 
sous tous les angles, ii faut remplacer (sinS 4 - cos 9) par son maximum 

\/a, ce qui donne m ■< y* Pour que le projectile puisse partirau moins 

V ^ 

sous liii certain angle, il faut donner 4 (sin 6 + cos 9) sa valeur mini- 
mum I, ce qui donne m< 20 . Si done est > 20 , le projectile ne 
quittcra pas Farbal^te. 

La figure monire Icsdiverses circonstances du niouvemenl. On a porte 
sur trois axes rectangulaires les quanlit 6 s 6 , m et X. La figure admet, 

pour plan de sym 6 trie, le plan 9 = y qui est ie plan ABC. 

La portion utile de la surface representative est limitee, en projection 



Il8 CH4P. II. — FiVMlLLBS DE TaUBCrOIRES. — AUTRES FAMILLES DE TR\JECTOIRES • 


horizontiiie, par Taxe OO, i'axe Om^ la droite 9 = ^ et la courbe trans- 

cendante DAE, qui represente le lieu des poiiils Vo = o. 

Les sections paries plans m’= const, sont composees de deux courbes 
egales ct admettant chacune une taiigente parallele a 09, lorsque ni est 


Fig. 59. 



compris entre 20 et — • Puis, a partir du point A, ces deux courbes 
s/i 

viennent se souder sur Thyperbole ABC et elles admettent trois tangentes 


paralMes ^09 jusqu’en un certain point B, d6fini par La 

langente est donnee par Texpression 


dX __ i4 
(^6 3 " 


[ 20 

~cos() — oosa0(sin9 -f- cos9) — 


sins 


9(cos0 — sin6)j , 


On a figure, en pointing, la ligne dc faite EBD, lieu des points & 
langente parallele 4 06. 

Pour les valeurs inf^rieures de m, les courbes ne pr^senlent plus 
qu’un seul maximum et leur sommet s’6l4ve tr4s vite en suivant I’hyper- 
bole ABC. 
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I. — LES DIFFERENTS SENRES DE TIR. 


61. Le tir en br^che. — i" Onveut que le projectile rase le parapet 
A.B et vienne toucher un point dHermind C de la muraille. On se 
donne done les coordonn^es Xt et ft du sommet du parapet, et I’incli- 
naison tang ti, du dernier dl^ment dc la trajectoire, la distance AC 6tant 
supposce trds petite. On demandc la vitesse initiale Vo et I’angle de 
projection a d’un tir efficace. 

On aura, par I’^quation de la trajectoire, 


= Xi tanga — 


aVJ cos»« 


ou, d’aprds la relation tangff = ^ > 


tanga- tang. = 


Fig, 63, 



D’autre part, I’cquation de la tangente (19) donne 


tanga -tangx.= ,^^p^ 
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On deduit de la 

or 

tanga = a langcr — tangiri, V| = — ^ • 

® ° 0 acos^aiangff — tang^i 

Ces deux equations resolvent le problenie. 

La solution gcom^trique clu problenie est tres simple : par N milieu 
de OA, mener une verticale qui rencontre en M la tangente donnee 
en A; la droite OM est la tangente initiale (29). 

Le foyer do la parabole s’obtiendra immediatement par la propriete 
connue des tangentes ; on aura aussi la directrice, e’esL-d-dire la valeur 
V" 

de /< = — » d’od la vilesse initiale inconnue 

2® On veut que le projectile atteigne le point et que la 

vicesse initiale soU aussi jaible que possible. Quelle est cette 
vitesse ? 

On sait (SO, 3") que 6tant donn6, I’angle a, de projection corres- 
pondant a la portae maximum sur la ligne de site est a, = 7 + et quo, 
d’autre part (54), la portce maximum sur la ligne de site est 



g H-smor 

Done 

Y5(n(iin) = .££1(14- sintr). 

' COblT 


62. Le tip defile. — i® On veut atteindre, au dela d^une masse cou- 
vrantc de coordonnees (a?!,,?"!), unbul de coordonnecs (^Pj, /2). 11 fauL 
determiner la vitesse initiale V® et Tangle de projection a de la irajcc- 
toire qui passe par ces deux points. 

On ccrira 


/i= tanga 
d’ou Ton tire 


aVJ cos^a 


tanga — 


Zi = 

ail 2 V J C0b2 a 


et 


tanga — 


a 00^2 a ^ 


et tanga — 


012 aVJ cos® a 


Divisant les deux Equations membre a membre, on aura 


tanga = 


ZiflziZifl, 


Cette equation fait connaitre Tangle a. 



LE& DIFFERENTS GENRES DE TIU. 


Ill 

Retranchant membre a membre les deux equations^ ii vient 

or2 2 V g co*5- x’ 

d^ou 

V2 _ ^ ) 

® 2f05-*a sx:2ji--xiX2 

ce qui donne la vitesse initiale Vo- 
Si Ton fait 

^^1 — ^2= (a^2-"^t) tang-r el tangcr=— > 

X\ 

on retrouve les formules du numero precedent. 

2 ® Donnons de ce problcnic une solution geometrique, qu’on lrou\e 
dans la « Balislique )» de Baills. 


Fig. 64. 



« Supposons le problemeresolu. SoienlO la piece; A, Bles deux points 
donnes; OAB la parabole, dont F est le foyer, et DD' la directrice. 
Joignons OA, AB, OB. Par les points i, A, milieux de OA el AB, 
elevens des verticalcs qui rencontrent la courbe aux points I, H. Les 
tangentes aa\ bU mcnces a ccs deux derniers points sont, par une 
propriete dc la parabole, paralleles aux cordes OA, AB. D’ailleurs, la 
droite ih^sl evidemment parallele a OB et deux fois plus courte. On 
sail, de plus, que si du point F on m^ne des perpendiculaires sur les 
tangentes aa\ 66' jusqu’a la rencontre dr la directrice aux points N, R, 
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ces points marquent aussi I’aboutissenienl des verlicales IN, HR elevees au 
point de tangence; c’esl une consequence de la regie de construction 
des tangenles. 

» Ceci pose, void comment s’efleclue la construction : 

» SoienL C la bouche a feu; E, G les deux points donnes. Prenons au 
hasard un point F, qui sera le foyer de la parabole inconnue. La direc- 
trice de cette courbe doit elre horizontale ; nous la supposerons confondue 
avec la droite DD^ passant par le canon. Avec ces deux elements arbi- 
traires, supposons construite une parabole indefinie. Cberchons les deux 
tangenles a la courbe respectivement paralleles aux droites CE, EG qui 
joignent les points deux k deux; pour cela, oA niene du point F a ces 
deux droites les perpendiculaires Fn et F/?', et des points de rencontre 
N, R de ces perpendiculaires avec la directrice, on abaisse des verticales. 
Les intersections I ct H de ces verticales avec les perpendiculaires au 
milieu de FN et FN' sont les points de tangence cherclics. 

» II ne reste plus qu’a inscrire, dans la parabole, un triangle a.cniblable 
a CEG, et dont les deux cotes soient paralleles a ces deux tangenles. 
Mais nous savons que lorsque cette condition est realisee, ih est 
paralldle a OB, e’est-a-dire k CG; on n'aura done qu’a prolongcr les 
verticales I, H jusqu’a la rencontre de CG, ce qui donne la longueur 
6gale k ih et semblablement plac^e. Sur cg^ construisons le triangle 
semblable k CEG, et du point c abaissons une perpendiculaire, qui ren- 
contre la courbe en un certain point A (mener, a cet effet, une perpen- 
diculaire au milieu de FK). 

» Du point A, menons des parallMes aux droites CE, EG et nous 
obtiendrons les points O, B, Les trois points O, A, B sont identiquement 
places comme les points C, E, G, soit entre eux, soil par rapport a 
rhorizontale Ox, II n’y a de change que les grandeurs absoUics des 
c6t6s de ce triangle inscrit, cc qui n’a aucune importance, puisque nous 
attribuerons a ces coles leur veritable grandeur num^rique et que les 
autres elements de la figure s’en d^duisent proporlionnellcment. 

)) Le probl^me est done enti^rement resolu. 

» La vitesse initiale est cclle que Ic boulet prendrait en tombant de la 
hauteur OD, c^est-a-dire ^ 2 g, OD L^angle de projection est donne par 
Tinclinaison de la tangente au point O sur Thorizontale Ox »* (Baills). 

63. lie tir de c6te. — Le probl6me est le suivant : 

Un plan horizontal est A V altitude y^ relativement A la batterie 
ou au bateau qui tire. Quelle sera la portee L sur ce plan? 
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En faisant dans la trajectoire,^'=^r4. on trouve. pour la porlee L. 
Tequalion du second degrc 

% 

L® — ihL sin a cos a 4 - 4 Xi cos® a = o, 
d'oii Ton deduit la formule 

L = Asin.a(i±^/C^^). 

I® Si )'4 esL negatif ( tir des batteries de cotei, il existe toujours une 
seule valeur de L rcpondant a la question i /ig, 6 ^ b)) 

Fig. 65. 




2 ® Siy< esl positif (tir des bateaux sur la c6te), il existe deux valeurs 
de L, ou une seule, ou aucune, suivant que h sera sup^rieur, 6gal ou 
inf^rieur kyt sin* a (fiff. 65 a). 

Pour obtenir la port6e maximum L sur le plan y,, on formera 

^ d’aprds I’equation du second degr^. figal6e & z6ro, cette quantity 

donne la relation • 

iitmax) — tangactfl,* 

L’angle a-m du maximum sera alors donn^ par la formule 

ih — Xi 


COSiClm — 
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el Ton aura 

=2/1 ^ ^ ^ 

C’est rinlersection du plan avec la parabole de securite, 

Thdovemes. — L Demontrer que si varie, le plan des L rcslanL 
fixe, les tangenles initiales a,;, de la portce maximum enveloppent unc 

courbe (y-{-hy = ^ 

4 

II. L' angle de site o-, qui va de Torigine 0 au but, pour la portae 
maximum est tel que tang t = — cot 2 a,„ (^voir probleme de Maupertuis, 
5i, 3®); eii deduire une construction geometrique donnant la portce 
maximum sur Ic plan . 

Remarque. — Le probleme traite,ici, quandy^ est negalif, est aussi 
le probleme du tir d' avion centre un but terreslre, le tireur elanl suppose 
immobile. 

64. Le tir fusant. — L’ensemblc des trajecloircs quo decrivent les 
fragments d’un shrapnel qui eclate dans Pair forme une gerhe fusante. 

Supposons qu’il s’agisse d’une bombe sph^rique que Pexplosion 
int^ricure fait ^‘claLer en fragments egaux; Pexplosion Icur communique 
a tons une mgme vitesse v, dirigee suivant chacun des rayons de la 
bombe. Cette vitesse v, composce avec la vitesse (V,,,a), au point 
d'eclalement, du centre de gravile du projectile, definit, cn grandeur cl 
direction, Porigine de la trajectoire de chaque fragment. 

I** La gerbe fusante dans le plan de projection. — Suivant la 
direction yi, angle de OB avec OA, la vitesse inillalc sera OB == V. On 
a, pour d^finir V, dans le triangle BOA, la relation 

y2=: V^-h VJ — 2 VV 0 COSY], 

d’oli 

(i) V = Vo COSY] ± — VJ sin^Tj, 

A Pangle y\ correspondent deux valcurs OB' (tt OB do V. 

Le lieu des points B est une circonference de rayon v ct de centre A; 
Pouverture de la gerbe est dcfinic par Pangle t„«, qui correspond aux 
deux tangentes a cetLe circonference, el qui est lei que sinv^,^,, == 

Toutes les trajectolres do la gerbe auront pour equation 


(2) 


ii7tang(a-4-Yj) 


2 V* C0S2(« 4- 1^)* 
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qu'il faut supposer liee a reqiiation (i) qui defiait \ conmie lonction 
de Tj et de V„. 

Si I'on considere Teclat laace suivant OB a\ec la vitc^se V, il sera, au 
bout dll temps t arrive au point Bi, tel que I'eloigneraent OB soit egal 

a \7, et Pabaissement B'B^ soil egal a ^ gt“. Le lieu des points B' sera 

line circonference de centre A', tel que OA'=:\o^ et de rayon Le 


Fig. 6G. 



0 


lieu des points B,, oil les eclats seront parvenus au temps /, sera une 
circonference ayant pour centre le point M de la parabole du centre de 
gra\ite et pour rayon vt. 

Cberclions Penveloppe de ces circonferences M de rayon v/, quand 
le centre de gravite du projectile se meut sur la parabole. Si Ton consi- 
dere deux circonferences infiniment voisines, telles queMtM 2 = vc/; 
et CM j = CM< -hv dt^ on aura, dans le triangle infiniment petit M, MoD. 
la relation 

j DM2= MtMj cos*)/, 

d*ou 

’ I V 

cosu> = -• 

^ V 

Ainsi, en chaque point de la trajectoire, on menera un rayon vecteur 
faisant avcc la langente Tangle dcfini ci-dessus : Lci trajectoif'6 
orlhogonale (OP, OPi) de ces rayons^ issue de Vorigine 0, repre- 
sentera Vem^eloppe ou contour apparent de la gerbe^ dans le plan 
de projection. 

Cette courbe enveloppc a une definition analogue a celle d une autre 
courhe, dile onde balistique, dont nous etudierons plus tard les pro- 
priet^s dans la « Theorie du Champ acoustique » (Tome HI). 

Reniarquons quo si v > u, il n’y a pas d’cnvcloppe r^elle, jusQu a 
ce que, sur la branche descendante, v, qui croit jusqu’a 1 infini, ail 
depasse v. 

Si, aii lieu de considerer ce qui se passe seulemenl dans le plan de 
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projection, on considere Fespace entier, il suffit de remplacer la circon- 
fereace, lieu instanlane des eclats, par une sphere, les rayons vecteurs 


Fig. 66. 



d'angle '1/ par dcs cdncs droits ayant ce m^me angle ^ comme angle au 
sommet autour de la tangente au point correspondant de la trajectoirc^ 
et enfin de considerer la surface qui coupe normalement ces cdnes et a 
son sommet au point d’6clatement. Cette surface, qu’on retrouve dans 
la Th6orie du Champ acouslique, est Fenveloppe des Eclats pendant leur 
trajet. 

L^ntersection de la surface enveloppe avec le plan horizontal detcr- 
minera la zone battue par Peclatement du shrapnel. 

2 ^ La gerbe lalirale. — R^solvons encore un probl^mc relatif aux 
eclatemenls. On suppose que le projectile csl cylindriqiie et n^eniet que 
des eclats peipendiculaires au plan de projection, avec une vitessc v. De 
plus, pour simplifier un pcu les calculs, on supposera que I’^clatcmcnt 
se fait au soinmel de la trajectoire. 

Les Eclats circonf^rentiels out et^ lances sous des angles a divers, 
dans un plan perpendiculaire a la trajectoire el avec une vitesse v. Tls 
seront, en plus, animes d*une vitesse horizontale V„. 

Cherchous Fintersection do la gerbe lat^rale avec un plan horizontal 
silu6 a une hauteur (-—yi) au-dessous du point d’ficlalcrnciU. Chaque 
trajectoire d’angle de projection a et de vitesse initialc v aura pour 
intersection, avec le plan ( — yi), Fabscisse x d<§(inie par F^quation 

Ce point sera alteinl au bout d’un temps t = —2—. 

^ ^ vcosa 
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D'autrc part, pencIauL (’e memo temps roLser\aleur se sera deplace 
aven line vitesse et aura pareouru an espac^e = \’o /. EHminons a et ^ 
enlre ces tro is equations, on aura, pour equation <le larourLe lies impacts 


Fig. 6.^. 



sur le plan horizontal, la forniule 

Considerons I’eclal qui correspond k la verticale, vers le has; 


on a 




d’ou 

* 



On a done, 

pour ce point, 


s 

Pour Fcclat qui correspond a la verticale vers le haut, Ic temps, pour 
revenir a son point <le depart, est —• Done, jusqu’au plan (— -/i), on 
aura 

VflV 

?— Vo _• 

O 
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laS 

Ce sont les deux: pointb situes sur Faxe des Z] la tangente a la courbe 
est donnee par la formule 


dx 


yjx 

Y 

*9 


I 





Elle s'annule pour a? =o, et devient infinie pour c’csL- 

a-dire =*-^ Fintersection de la parabole de secur-ite avec le 

plan 


65. Le tir k ricochet. — Soit un projectile spherique, lance du 
point O avec la vitesse initiale Vo, sous Fangle a. La sphere vient frapper 
le plan horizontal de depart en , avec la m^me vitesse Vo qu’au depart. 
Mais le sol n’est pas parfaitcment elastlque : la sphere rebondil cl com- 
mence une nou\elle parabole, mais avecune vitesse initiale plus petite 
et sous un angle de projection plus petit a|. Elle frappe de nouveau Ic 
sol en Aa et ainsi de suite. 

Quelles sont^ apris le bond^ la portee SX,/ et la durde du trajet 
correspondante ST^? (Bordoni, i8i6.) 

Admettons, comme cas intermediaire entre celui des corps parfaite- 


Fig. Cg. 



ment edastiques et celui des corps mous, que si la sphere vient frapper 
le sol ind^fml, avec une vitesse V, sous Fangle /, les deux composanles 
de la vitesse Vsin/ et Vcos/ sonl modifiees et devionnent vj Vsin^ 
ot y\ Voos /, Les coefficients et r/ sont compris outre o (corps nious) 
et I (corps parfaltement elastiques). 
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Soil alors X„ la n'™' portee, entre A«_, et A„, On a 
Y _V 5 _, . _ aW, . 

O O 

Mais on a, par hjpothese, 

Va— 1 cosa/j— 1 = j Vrt-1 sinaA-i = tqVa— g sinaA— 

s 

On pourra done ^crire 

V* V 

sin a a,,-.* = ijr/Xa-i, T«= tj -^sinaa-, = 7iT„_2, 

o S 

de sorte qu’on aura les formules de recurrence suivantes : 

Xa =‘no'XA— i« Ta =7iTa— ii 

Xa— 1 = s, Ta- 1 = Tj Ta-Ji 

•• 

X* ==-nVX„ T, =tiT„ 

X, =iir/Xt, T* =-riTt. 

On en deduit 

Xa=(W)"“'^Xi, Ta= Ti, ^ 

el, pour les sommes SXn et ST„ (/t variant de i k n), 

’sx„sa X| [t -t- tl'n'-t- • •+ ]. 

T, [i-Mj -t-T| -I- ij""*], 

e’estni-dire 

I — (tjV)* VJsina*o i — r,® a V# sin a* _ 

^Aa^ / f i JLa“ ' ' • 

^ *—’1 


Thooriquemenl, la sphere rebondira sur le sol en decrivant un nombre 
infini d’arcs dc parabole; mais, cependant, la portee totale SX. de 
I’origine, au point ou le corps revient au repos complet, et le teihps 
total ST« sont finis. 

En effet, puisque vj et r/ sont de v6ritables fractions, pour /i = «, on 
a : limite yj" = o, et les formules deviennent 


I VJ . 

SX^ 7 — 2 -sin 2 fl 6 o, 


I 2V0 sinap 


Sur un sol infiniment mou, on a 

1f,r=r/=0. 

Done 

V 2 . 

2X^ = -isinaap. 


P. (iHARUONNlBR. TOME 1. 
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Sue un bol parfaitement elastique, on a 


= rj =1. 


SX.= OC. 

Pour les sommets succe^sifs de la trajectoire, X , = on a 

Problimes. — a. Une bille, dont onconnait relasticile yj, tombed'une 
hauteur donnee H sur un plan horizontal. Trouver tout Pespacc que la 
bille doit parcourir avant d’arri\er au repos (Jullien). 

L'espace cherche est egal i 

6. Une bille pesante est lancee d’une hauteur de 20 *“ conLre un plan 
horizontal; elle rebondit a io“, retombe de nouveau et rcbondil de 
Trouver Telasticite de la bille et la vilesse a laquellc ellc a ete lancee. 

On a 

Vj-+-4o^, Si?. 

Done 


ou, k peu pr6s, 




Vo =9'”, 90 par scconde. 


66. Le probldme de Pa6rO"Cible. — Un aviateur^ d bord d\in aero- 
plane anitne d^une vitesse u, horizontale^ laisse tomber une bornbe. 


Fig. 70. 

0 



En quel point atteindra^t-elle le sot^ et quelles seront les erreurs d 
c rain dr e dans ce tir? 
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I® Trajectoire, — L’equation de la trajechdre de la bombe esL la 
parabole du vide, on Ton fera 3 l= o, et V„ = U : 

j 

La trajecLoire est ainsi rapport6e a son sonimet. 

L’aeroplane etanl en O, a Talutude Y, sur la vertirale du point A, Ic 
point altelnt sera B. Les elements de la trajectoire en ce point seront 
Fabscisse AB designee parX^,,, la vitesse totale Vo,, la duree dela chute 
et Tangle de chute o). 

Les deux variables naturelles du probleme sont evi(Jeniment V et Y, 
qu’il faut supposer connues, a chaque instant, du pointeur. C'est en 
fonction de ces variables qu’il importe d’oxprimer ions les elements du 
point de chute. 

On a, d’apres les formules du sommet (26 ) : 

(I) ( 3 ) 

(a) (4; tang<u = 

2 ® Poif^tage. — Le projectile atteindra Ic but s’il est l^ch^ lorsque 
le but est vu de Fa<5roplane sous Tangle de site <7, tel que tang a = 

■^(0 

ce qui s’exprime, en fonction de Y et de D,*par la formule 

(5) tangcr = I /£[ 

'2 r 

La hffu^se qui permettra de pointer sera done constituee par un 
guidon^ porte parune traverse horizontale gradueeproportionnellement 
a U, et par un ceiUetnji^ porte par une lige verticale graduee proper- 

lionnellcinent a 

3® On 6tablira facilement les trois theoremes suivants : 

а. Pendant la chute^ la bombe reste toujours siir la verlicale de 
V aeroplane; 

б. On a, eiitre <i> et tx, la relation tang <0 = 2 tango-; 

c, Le lieu des points du plan vertical d^oii Von prut atteindre le 

mime hut est la parabole y— ayant son sommet au but. 

4® Formules des erreurs, — A quelle distance du but tombera 
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la bombe, si Ton commet, sur Tappreciation de la valeiir actuclle dos 
deux variables t) et Y, des erreurs do el dY? 

D'apres la formule (i) : 

on a d’abord 

Quant a Ferreur due a une erreur dY sur Taltitude, remarquons 
que Taviateur, ayant donne a sa ligne de mire rinclinaison 



Uchera sa bombe au point C oii il croisera la ligne de site GOB, d’in- 
clinaison <r qu’il s’est d^finie lui-mdme. 

S’ll Uchait la bombe en G', en differenlianL la formule (i), on aurait 

(dX,,y I dY 



Le projectile tomberalt en B'; on a 

BB'=:(aXa)r. 

Comme il la lance en C, le projectile lombera en B^, point Ksl qu<? 
B'B" = GC = dYcotcr, 

On aura done 

BB"= «;X,o« BB') = (dX*o)'- cold. 
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Done 


1 i)Y OY 

Mais on a 

Xo, 2 Y 



COt<T I 

“XT'” Y' 

On a done, pour Ferreur dY^ 

cherchee. 


c’est-a-dire 


I £Y 

Xco “ 2 Y ' 

= — BB'. 


La formule generale est done 


c>Xto ^ I d\ 

Xeo “ D 2 Y 


Supposons, par example, que du soil proportionnel a » el dY a 
e’estr-a-dire qu’on ait da = m u, et dY = m'Y. 

On aura 

On devra done dire que les dimensions des buts d’egale difiicultc, 
quand V et Y varieront, devront itre proportionnelles au produit 

o,v/y: 


5" Erreur due d Vinclinaison de Va4roplane. — 11 arrivera sans 
doute assez souvent qii’au moment du lAcher de la bonibe, I’axe de 
I’auruplane, au liuu<d'dlre horizontal, sera incline d’un petit angle it- H 
s’agit d’6valuer I’erreur qui rdsultcra de ee fait. 

La trajectoire d^finie par la vltesse initiale » et Tangle de projection i) 
aura pour Equation (n dtant tr^s petit) 

y = artangTi— 


Cberclions, pour la portee = AB, Taugmentation de portae BC' due 
k Tangle ij. 

Pour passer de la trajectoire OB a la trajectoire OEC', qui (n 6tanl 
IrSs petit, do sorlc que Ton a cos i\ = i tr6s sensiblement) ont mSme 
vitesse » aux sommets 0 el E, on peut proedder comme il suit : 

a. Transporter la trajectoire OB borizontalement en EG’, le point E 
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etant Tabscisse du sommct E. On a alors 


BC; = OE'= — rangY). 
Fig. 72. 



6. Transporter la trajectoire E'C verLicalemcnt en EC/. On a alors 

GG'= EE' cotw; 

comme EE' = — tang^ 7\, on aura 

tj® 

GG'= tang* r. cot (I). 

‘iff ® 

Done, quand rordonn6e Y sera suffisamineat gi’aiidi*, o) lendra 
▼ers et CG' vers zero. 

On aura, par suite, la formule simple 

— tangT^. 

I ^ 

L’erreur ne depend done pas sensiblement de TaUitude. 
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^ uici, d'ailleurri, comment <m pourralt comber cette erreur. 
Supposons quVm m.iinliemie tt^iijoiirs horizontalo la trayevM* OH Je la 
hausso qui porte Icb f;ra(IuciUoni en\ite?se. Le point C elant le point 
atteint, c'est ce point qii'il fauL \iser, et, pour cela, on doit donnor a la 
ligne de mire 1 inclinaison it — r, ^ au lieu de rinchnaistm t. 

On a 

Y = X(o tangT et Y' = — i;! i; 

d’ou 

tangr.t 

“ " “tangcrcos^ff 

Mais on a 

dX«,= ytang7i. 


II en resulte la relation 

tangr|i= - cos*t tang»). 

Sur la figure, on a 


BK = PB - PK = X«[tanga- tang(<r-ri,)] = = iXo, tangr,. 


Done 



On pourrait done corriger automatiquement Terreur due a Finclmaison 
de Faeroplane en maintenant horizontale la traverse OH de la haiisse 
et en liant le guidon a I’axe OQ dc I’aeroplane, de telle sorte qu’il en 
suive le mouvemenl, mais diminue de nioitie. 

6® Cas d^un but mobile, — a. Si Ton suppose que le but (troupe, 
navire) esi en marclie, avec une vitesse tt, positive dans le sens de la 
marche de Taeroplaiie, il est facile de voir que Tangle , sous lequel il 
faut viser le but en mouvement, est tel que 

tang<Ti= -^tangcr. 

On a, en cSet, sur la figure : 

tang<r=3l, tanga.» 

avec 

Cela revient d’ailleurs ii dire : Placer la hausse non sur la vitesse », 
mais sur la vitesse (t) ±: U). 
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Une erreur sur Xl a le meme effet qu’une erreur sur ti. 
b. Si Ua esL la \ilesse du but perpendiculairement a la marche de 
Taeroplane, il faut devier le guidon^ dans le sens du mouvement du 


Fig. 73. 





but, d^'une quantile egale a Ua a Fechelle des W sur la hausse, c’est- 


a-dire 6gale a U 2 



67. Tir sur but mobile. — Soil un avion qui vole a une altitude H, avec 
une Vitesse It dirigee vers labatterie, qui tire sur lui du point 0. AFins- 
lant oi\ Fon fail feu, il esl a la distance X<r comptee sur la ligne de site cr. 
Quel est Fangle de projection eniplojer pour Fatteindre? 

I® On sail que, si le but est immobile, Fangle de jmojection a a em- 


Fig. 74. 



ployer est donne par Fequation de la trajectoire en coordonnfies 
polaires (29), c^est-^-dire 


,, aVJ cosa . 

— a — --sin(a— or), 
g cos*<y ^ ^ 


D’autre part, le temps mis par le projectile, pour aller de 0 on M, 
est donne par la formule (Si, 3®) 

T = , 

g coscr 
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Nous ^tlpposons ({uo le ohomiii parroiini pendant Ic tenip^ jiar 
Tavion, c csHi-dire llTey, petit relativement a la distance dc <^nrtt* 
que dXcr, dj, el, coiiscquemmenl, da, sonl quantites tres petites. 

On a, X etant Fahscisbe du point M, 


d'oii 


x = Xff cos 3, 


0x = cosff sinar 


et, comme dx = — ttT^ (la vitesse U etant dirigee vers la batterie s 

(0 — uT(r*= COST dXij — X<ySinT< 3 >T. 

D’autre part, 

I! = sitiff, 


d'oii, puisque H est ime constante, 

(*i) 0 = sinTdX<r-h X(xCosTfl#T. 


On deduit de ces deux equations 

( 3 ) dX<y= — uTffCosci, 



siller. 


Differentiant logarilhmiquement Tequalion de la trajectoire, on aura 


d’ou 


X<y 


sin a 
co‘^a 


da -i- 


asina , 

COST 


cosf a — T ) 
Sint* — cr ; 


\^Oa — da ), 


dX^ f r cos« -H sincT sin(a — ‘ or) 1 cos(9a — t) 

X(y cost'L sin(a— cr) J cosai»iu(a — <j) 


Remplagons dX<r et dor par leiirs valeurs, il viendra 


Mais 


Done : 

(«) 



cos(>>.a — <r) ' 

cos a 


T<y cost 
X<y Vo cos a 


dx 


U cosTsiaa 
Vo cos( 2 a — a) 


Telle est la formule cherchde, qui donne la correctiop da a faire 
subir a Tangle de projection pour pouvoir atteindre Tavion en marche. 

2® Soil le but se d^pla^ant sur le plan horizontal (tir centre la cava- 
lerie). On a 
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On peut verifier celte formiile au moyen des formules difFcTentiellcs 
du point de chute (28). 

On a, en effet, 

dX = — 2 cos 2 a ox, 

et si 


flfX = •— uT = — 2tt — sin a, 


on aura 


( 6 ) 


tt sin a 
Vo cos2a 


3® On peut chercher, enfin, quelle est la modification a Vt^rent qu41 
y a lieu d’effectuer pour que le projectile eclate sur Tavion. II suffira 
de diflerentier T^, et de remplacer da cl do- par leurs valeurs 

. u sin a COSO , u cos a . 

(Jars--- sino; 

Vo cos(2a — cr) Vo cos a ’ 

on obtient la formule 

__ tt coscr f sihacos(a — 0)1 

Tff Vo sin(a — cr) L cos{2x •— o) J* 

Dans le cas du tir sur le plan horizontal o- = o, on a 

OTff ^ u cosac 
Ttr Vo cos2a 

Remarques. — I. Les formules (a) et (6) ne soul iiaturcllcnicnt pas 
applicablcs au moment ou Tavion enlrc dans le champ de tir du canon, 
c’est-a-dire a la distance qui correspond a la portco nmximmn sur la 

lignc de site a, telle que aa — ^ = ~ (S3, 3®). 

Pour resoudre completemenl le probleme, il faudrait prendre im 
terme de plus dans le developpcment de la serie qui exprime dX (ui 
fonction de da. 


II. D’ailleurs, dans le cas du tir sur Thorizon (3* = o), onpeutdenmor 
la formule finie que fait connaitre l’a«igle u employer, lors(pie l^>n 
connalt la portee X correspondant a Tangle a sur but immobile. 

On a, en effet, par les proprietes du mouvemeut projeic horizon- 
talement : 

VoT'eosa'-j- uT'sss sinacosa. 
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Mais 

II vient done la formule 


T’ = 


!>\ oSin y’ 

i 


sina'cosa'-t- — sinx'ss sin 2 cosx. 
>0 




qui determine le nouvel angle de projection quels que aoient la 
valeur du rapport ^ et Tangle de projection a. 


Fig. 75. 



Ainsi, supposons x 


ou 


; on aura a resoudre Tequation 
, a . , 

sin ‘2 a + 2 sin a = i 

Vo 


I , u 

;• — 2 COSa = 2 ^ • 

Sin a Vo 


On pent mettre cette formule sous forme de graphique {Jig. 70). 

Pour une valeur donn6e de ^ , il existe deux angles a' repondant k la 

V 0 

question; I’un pour la trajectoire tendue a' < I’autre pour la trajec- 
toire courbe a' > 7. 

*,On pourrait, sur le meme abaque, construire aisement des courbes 
analogues resolvanl le m<ime probleme, pour des valeurs de a differentes 



68. Tir des Arches porte-amarre. — Supposons qu’une amarre, 
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fixec an projectile, soil constammenl lendiie et dirigee suivanl la ligne 
de site OM. 

Une force relardatricc dirigee suivant OM, ot proporlionnellc a la 


Fig. 76. 



longueur de cette droite el au poids d par unite dc longueur de la 
corde, sera appliquee a chaque instant au projectile. Ses coniposanlcs 
sont : 

— OMa'cosff =3 — a!x suivant I’ave des .r ; 

— OMa'sina-Es -- a! y suivant Taxe desj^. 


Lcs Equations dii mouvemenl seront done, p etant Ic poids du 
projectile : 

d?‘T . d^v 


ou, en posant — = a-*, on aura 


d^x 

IdF 




d^y 


= — — a^y. 


2 *' On ecrira lu premiere : 


ce qiii donne 
et, par suite, 


— = — a^x ou 
at 


u du 
udt 




udu'ssi’— dx 


(i) mJ-. a»ari. 

La scconde donnera de meme, ir elant la vilesse verticalo; 

dw ^ w div 

ou ^^-g-a^y, 

e’est-a-dire 

w dsv = — §^dy ^ ^^y dy. 


L’integration conduit a la formule 
( 2 ) cr* =5 V J sin* a — 2 gy — 

Les vitesses sont done connues en chaque point. 
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De 1 1 1 on lire 


M = w«l/i- 

\ «o 


cLc 


et, comme m = on aura, pour le temps : 


dt = 


\ ; a , dx 




Done 

ou 

( 3 ) 


^ aar 

at = arc Sw — 
u» 


ax 

"Ho 


= sia at. 


De r^quation ( 2 ), on tire 


I = ^ ./v? 


dt 


= /VJ sm*a —aff_y — a*jrK 


«ii 


En faisanl le changement de variable = ^ ^ » ®*' po'^aiit 

on obtient 

d’oa 


VSain*a+^ =:^, 


adt' 


aid!^ 


/i — 

at = arc sinX-a^ — G ; 

el comme, pour t —y = o,}on a so = —» la conslantc C est telle que 


C = arc8in(^^. , 

L’^quation du mouvemcnl est done 
(D 4- = siD(GH- «/). 

« 

3" L’^limination de at entre les deux Equations (3) et (4) donne 
I’^quation de la trajectoire, qui est unc ellipse, dont le centre est au 

point ys= — ^. C’csl Ic point I. 

Le point A correspond & Tannulation de la vitesse horizontale (i) et 
Ton a, pour ce point : 
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Alors sera donne par la formule 

La panic de la courbe, a partlr du point A, n’est rdelle et ne corres- 
pond au mdme probleme que si Ton suppose que la corde est toujours 


Fig. n't. 

»\ 



maintenue tendiic et qu'on exerce une traction proportionnclhi a sa 
longueur. 

Ce serait le cas d’une corde elastique de poids ncgligcable, dont la 
tension est proportionnclle a rallongement. 

La portee maximum sera obtenue lorsque Ic point A sera siir O.r 
()' = o). On aura done • 

— •+• cos G 0 . 
a 


Mais 


a 


= sin C. 


Done 

d’ou 


sill G -h cosG = o, 



et 


sinG = 



2 
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On a dune 


et, en se reportant a la valeur de k, on trouve 

VoMna„= i-. 

a 
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C’est la valeur de Tangle de porU;e maximum. 

4® Ce probleme n^Cbt autre que celui du mou\ement^J'nn point attire 


Fig. 78. 



par un centre fixe pro{>ortionncllement a la distance.^ En effet, la com- 
position des deux forces OM el MG a Techelle ou OM represente Tune 
d’elles donne la resultante MI qui passe par un point fixe I, puisque la 
seconde MG est constante. Cette resultante est d’ailleurs IM a Techelle 
adoptee. On sail qu’on a 

or = 


69. Tir pendulaire {Lieutenant de vaisseau Le Prieiir)^ — Exaniinons 
un autre cas de iir guide- Pour atteindre le but B par une bombe lancee 
verticalement de A, on prendra PA = PB et Ton attachera la bombe 
par un fil d’acier au point fixe P, milieu de AB. 

Elle decrira une circonference et son mouvement est, en premiere 
approximation, celui d’un pendule simple autour de P. 

Soit Vq la vitesse initiale verticale en A et soit menee Thorizontale 

Y2 

QQ' situ6e a la hauteur A = — 2 au-dessus du centre P. On aura, en 
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d^sigaant par ^ cl x les coordonn^es du point actuel M : 

— ?)*==R*. 



oil R esi lo rayon du cercle d^erit; done : 

^ h — tj ^ 

dt ~ dt 

el, par suile, 

. , [di^Y R* 

^\dt) = K5-(X-oi \’S) • 

L’^ejuation des forces vives donne, d’autre jiart, r® = la couh- 
tante h ayant cl6 choisie comme ci-^ossus; on a done, en rd.Nulyant, 
par rapport kdt^ la formule 

de sorle que Tuquation linie du mouvemenl depend, comme on la salt, 
dcs fonclions ulliptiques. 

En faisant la transformation classique, el, par suile, eu posanl 

i(^H-i)«A*, 4 sin? = sill j, 


? 5s: /i-i-RcoS0, 
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1 I > 


on aura la forniule 








L’anale H \arie de - a — • 
° •:? a 


Pour quo la bombe puisse faire le tour compleL dt* la ciiToiitVreacc, 
il faut que R < /«. Mais, cettc condition n'esl siiffis-ante que si le mobile 
exerce, pendant tout lo Inou^ement, une tr<iction A sur le HI MP. 

Cette traction a pour valeur la somme de la force centrifuge et dc 

la composante normale de la force appliquee r7ig • La traction e&t 
done 

et, en remplagant u® par sa valeur on a 

Cette traction s’annule pour =~* Le projectile n’exerce done une 
traction permanentc sur le fil que si le point le plus haut, dont Tordon- 
nec est (h — R), se trouve au-dessous de riiorizontale d’ou 


On a done 


«>j 


A > - R. 
a 


V5>3^-R. 


Le Tableau suivant iiidiquc les valeurs liinites du rajon R, en regard 
des vitesses de la bombe : 


V.. 
5o. 
100 
1 5o. 
200 . 


R limitc. 
85 
34o 
765 
i36o 


Si Ton pread ces valeurs limites, la traction du fil, qui est maximum 
en A et B, est dgalc a 

A = 2^A = 2^|r = 3mg, 


c’est-2i-dire irois fois Ic poids dc la bombe. 


p. charbonnier tome I. 



CHAP. III. — LES PBOBLEMES DE 'HU HANS LE MOE. 


i 46 

Dans le cas gi^neral, pour la traction en A, on a 

A 5 


Si, u\ec Vo = 100“*, on prend R= loo’", on a 

Ao 10 , > )s 

Theoreme* — SiR>*‘^^ lepi'ojeculequiuclacirconferenccau point 

□ 

^ = ^et dccrit une paraliolt?; ddnidiitrt'r qu'il relonibera au dcl& dti 

ijoinl tis-c P, si R<-^, et cn dega, si R > ^. 

\ 3 \ -> 

Fifif ^>0 



L’equation de la parabola MoR est 


ascc 


> 9 ' 3 ?® 

jK = rtanga — tang® a) 

cosa=j^ ct 


‘2 A 


Faisant^y , on trouve 


d'ou 


PR = moR — mo 


^ 7.h tang a H- v ^2 •+- 3 tang® a 

oc — niQ ri — — — - > , 

3 I ■+ tang*a 


_ a// tanga -4- v/a 3 tang® a 

— Mq tr — - 77 - ■ “*• 


TL 


1 H- tang® a 


UngoE 


On a PR — o, si langa = y/a, el, par suite, si R = ^ 

/a 


70. I*roW6ines divers. 


1“ Eslr-il possible, du somniel de la p^ramHie 
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de Cheops, cle lancer unc pierrc qui atteigne U base de la pyramide siir 
le sol? (Cranz.) 

La hauteur de la pyramide est La longueur d’uix c6te de 

la base carrec est 227"*, 5 ; dVm Ton oblienl pour Tangle de silo 



ABC = 5 o ^ i 2 1 . Pour oblcuir la porlee maximum sur la ligne desite AB, 
il faul, du sonimct A, lancer la pierre dans une direction AT qui soil la 
bihseetrico de Tangle BAD du plan incline et de la verticale. 

Done 

= -i (90°-^ 5 o",ai) — 70", 10. 


L’angle de projection est ainsi a = i9®,5o. 

La vitesse initiale Vo pour le lancer est d^environ 24 “' (moyenne de 
3 o essais avec diffi^rentes personnes). L’equation de la trajectoire est 




el la question est de coimaitre^ quaiid x prend lavaleur — ^ 
On a 

j =..i3,7tang(,9°,5o;- , 


(avec Vo = 22"®, onajK== — 106^,9; avec V'o = ‘^o®,onaj= — 

La reponse est done : la solution est possible avec quelque habilet^. 

2® Un m^me but [x^y) est simultanement attcint par deux projectiles, 
dont les vitesses sont Vo el Yo angles de projection a ct a'. Quelle 
est la difFfirence {t — des durees de trajet? 
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Repoiist* : 

>- Vo\ i, sin« a — a I ^ , > troZio — 

^ — — = ; on / — / ; • 

> \i,cosx — \ „cosa y 


3*^ I'n m(»rller es.1 dirl^e sur le Mimmet d’une Lour; le projectile 
atteinl le pied de la Lour dans le plan horizontal de la bouche a feu 
apre^ t seeiuidc.s. L"n deuxienie coup, avcc une autre charge et un angle 
de projection double, alteint le sommet de la Lour apres t’ secondes. 
Quelle esl la distance D de la tour da grandeur des angles de projection 
et les \itesses sont inconnuesi ? 

Repons(‘ : 






4^^ Un projectile est lance sous une inclinaison connue a avec une 
vitesse telle que sa trajectoire passe en un point donne A; on sail que 
la droite qiii joint le point de depjirt an point A fait avec Thorizon un 
angle o-, et que Ic corps parcourerait cetle droite en 9 secondes s’il se 
mouvait uniformement avec la vitesse initiale. Determiner Tinstant ou 
le projectile atteindra le point A. 

On a 


t 


cosg 
cos a 


5® Determiner le temps t qu’un projectile emploie a parcourir un 
arc donne de sa trajectoire parabolique, en fonction des vitesses Vq et V{ 
aux extremites de cetarc, d(‘la vitesse Y, au sommel de la parabole et de 
Tangle (t,, — t*) que font entre elles les tangentes aux extremites de 
Tare. 

On trouve 


i 


Vo Vi 


sin(To - 


•Cl). 


6® Une petite bille, d’elasticite donnee, lancee dans une direction 
connue au-dessus dhin plan incline qui passe par le point do depart, 
parcourt ce plan en bondissaxit. Determiner les angles d’incidence cl dti 
reflexion aux difiex'ents chocs. 


Soient vj Telasticite de la bille, cr Tinclinaison du plan, P© Tangle que 
fait la direction du mouvement initial avec Ic plan, p,,, el angles 

de reflexion et d’ incidence au choc compte a partir duplan. 

On trouve 


tangp„j = 7j tangYw 


(i — ■af))Tj^^»tangPo 

i«-7) — 2(1 — 7i)'«lango-tangPo 


(Bordoni, i 8 i 6 ). 
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7® Les donnees isont m^mes quo danh h |>rt»bleine prt*cedeiit. On 
domande de iroiucrla ndadon (|iu exlste I'cdastudle <le la bill** et 
les portees de irois bonds successifs mesurec'' sur le plan, el dt* deter- 
miner la distance <le la bille a son point de depart, lor^quVdle coinmenee 
a giisseren cessant de bondir. 

Fig 82, 



Conservons les notations du probleme precedent, el nommons la 
\itesse initialc, R|, R^, . . . , R/,,, R/w+i^ Rw-t-a portees des arcs succes- 
sifs et S la distance de la bille a son point de depart, lorsqu'elle com- 
mence a glisser; ces distances R|, R<, (‘t S seiont positives eii 

remontant le plan el negatives en descendant, Ontrouve la relation 

R/«4-2 — t 0 Tj’ fl,;i = (», ^ 

d’ou Ton voil que les portees des arcs successifs seronl les coefficients 
des puissances successives de Findeterminee Z dan«. le developpement 
do la fraction 

I— (r^-Mf)*;Z-hrpZ-* ^ 

suivant les puissances ascendanles de Z, II suit de la. en faisant Z =; 1 : 
S — RiO— 0 — Rj 

(l— /lp(i-hr,) 

g — *-^^0 r cos PoCOSg ^ sinPo sing l ^ 

^ cosher L I — TQ ^ I -r “n J- J ’ 

el, si Ton pose (i — vj ) cotcr cott}#, on a : 

S — sm pQSin<pcos(go- 4 - < 1 ^ 

"" Pinucos^J/ 




CHAP. III. — LES PROBLEMES DE TIR DANS LE VIDE. 


i5o 

Si y, = T ^vide^ on trouve 

U,,.= m Rj — im — i)Ri (56). 


Le nombrp de bonds, en monlant un plan incline avant la descente^ 
est done 

m = (W.Walion. 1842 >. 

Ki — Ka 


8® Pelote basque, — D'un point A, la balle est lancee avecune\itessc 
Vo constante, mais sous des angles a variables; elle rebondit sur un mur 
vertical, Etiuit imparfaitement elaslique, sa\itesse horizoiitale nor- 
niale au mur, devient rjW, Yj elant une fraction comprise entre o et i. 
Quelle sera la trajectoire de la ballc apres le choc? 

On trouve, pour equation de la trajectoire rebondie : 


y 


^(tanp- 


££o\ 

/ 




Elle coupe Fhorizontale du point A en un point situe de Tautre c6t<!y du 
mur a une distance yia?o* 

La bille relombe au point d’oii on Fa lancee, si 

/ i\ 


9 ® On consid^re deux trajecloires voisines a et (a + da) qui sc cou- 
pent en E <‘t touchcnl la parabole dc securite aux points M< et Ma. 
Demontrer : 

а. Que la difference des abscisses des points M| et Mj est egale a 

sin- a 

et celle des ordonnees a 

aA cosa 
sin^a ' 

б, Que le point de rencontre E se trouve au point milieu de la corde 

, Mg, 

10 ® Quelle pente faudrait41 donner au dernier rail d*une voie ferree 
pour faire franchir k la locomotive le plus grand cspace possible sans 
toucher le sol? 

Vo etant la vitesse sur une voie horizontale, V"ocosa sera la comjx)- 
sante suivant la pente. On aura done 

X 2A sin *2 a cos* a, 
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Si Ton fait \ 0 = So™ ( ioS'‘“ ii I’heurtM, on trouvi' Xy = .i9'“, f). La 
fleche de la trajectoire est 8“. 60 iBailisi. 

1 1® Un projectile laisse toiiiher des particulei. .^ans masse, qui. 
instanlanement, perdenl la vilesse due au projectile et deseendent 
verticalement a\ec une ^itc.ssc■ constante. 

Le lieu de ces. particules, a chaque instant, e.si une paraLoIe a ave 
vertical qui se deplace verticalement. 

12® Probl^me analogue d'un jirojectile fnmigene : la trainee defumee 
emportee par un vent horizontal de vile&se constante esi une jiaraboie 
h axe vertical se dcpla?ant horizontalement. 

1.^® Un avion, anirae de la vitesse horizonlale », lire horizonlaleiiienl 
du mSme point, dans tons les azimuts une arme qui donne au projec- 
tile une vites.se initiale Vo. Demontrer que les points d’impact sur le 
sol sonl sur une circonference de cercle. 

I Si I'on considere les deux trajectoires conjiiguees du point di* 
chute ( 41 ) : 

a. Trouver le lieu du point milieu de la position des ileux projectiles 
au mdme instant; 

b. Trouver la longueur de la droilc qui joint les deux projectiles : 

c. Etudier lo cas ou Ton fail a = o et ou les deux trajectoires conju- 
guees sonl la vorticale et la parabole tangente a I’axe des !c\ 

d. Demontrer quo la droile qui joint les points di* mt'me t pas&e 
toujours par le m6me point y = a; = X,. 

to® Gendralisation des tlieordines /i® 41, — Elant donm^es deux 
trajectoires quelconques (V#, a), (Vo,3), diimonlrer que la droile qui 
joint, a chaque instant, les position-s des deux projectiles partis au temp.s 
z6ro, a un * dircelion lixe, perpendiculaire a la bissectrice des deuxanglo.s 
a. el 

16® Etanl donn<5os deux trajectoires (Vo, a), (Vo. P), demontrer qui* 
les coordonnees de leur point de rencontre sonl donnees par les formules : 

- . ,, I C(H,(a-+-p) 

‘ Uuiga-+- langfi’ ^ ^ (tango tang [J ) ‘ 
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IL - LA GERBE BALISTIQUE. 


71. Formules differentielles pour un point quelconque. — i*" Pour 
certains problemes, on peul avoir besoln des formules diflerentielles 
donnant, cn fonclion des variations d\ q el dx, les variations ou pertur- 
bations de revtreinite d un arc de trajectoire de coordonnecs {oc^y) 
quelconqnes. 

On partira d'un des svstemes de formules du n*^ 19, par exemple de 


tangT = langjy — 

II 0 

X = I/O h 

ir/- 

J = tanga 


It = Wo» 

(V — zto^anga — gt, 


Diffprentiant, par rapport a chacune des lellres, constantes [excepte 
g (8“)J comprises, on obliendra le systeme sui\ant, oii Ton a fait 
d«o = cos a d\'o — Vo sin a da : 


<1} 


dx 


,£i!f = ^ siiial- 

M* «o Vo ' L Vo J e 


dx 


COS^T 

dx — Wjd/ = t cosx dVo — Vy^ sina dx, 

; d/ — fVoSinx — = ^sinxdVo-r- Vo^cosxdx, 
du = cos a dVy — Vy sin a da, 

<Hv -4- ^ d/ = sina dVo4- Vycosa dcr, 

V dv ^vgdt = ( Vo~ §’t sinxjdVo— ^v^^'ocosa da. 


Exceptant la qualrierae equation qui est independante des aulres, on 
a ainsi un systeme de cinq equations a six inconnues (dr, djr, d/, d(v, 
dw, d^). 

En se donnant une relation supplementaire entre elles, le probleme 
sera determine, 

2 ® Ainsi, supposons qu’on tire sur un ecran fixe; on fera d^=o. 
Lcs variations des elements de la fin de Fare, qui a pour cxlremilc cel 
ccran, seront alors donnees eu tirant dt de la deuxieme equation ou 
Fon aura fait dx = o, el eii portant cclte valeur dt dans toutes les aulres. 
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15) 


II vient ainsi : 


' ^ __ %gt c^Vq _ / J£/ . ’ oa 

cos®-: i£o Vo Vu **"**co 5 ®a' 

dt ^ -h t langxe/x, 

» 0 


(II) 


Ox 

cosx’ 


-+"i — gO sinx I 

▼0 

On = cos a ^Vo — Vo sin y da, 

dw = (Vo sina -H gf ) -r- i Vo cos a — g-t tang a ^ da, 

▼ 0 


vdv = (VJ ^ — «'\o — ^/sina» 

> 0 


da 

cos 2* 


3® Les perturbations d temps constant sont pfirticulieremenL simple!); 
elles sont Jonnees dans le Tableau ( III ) : 


(III) 


cos®*: 


^ tfVo 
Mo \o 

dVo 


/ gt V da 

(I-- ^sina) 

' No / cos*a 


dx = 2* — r tang a da, 

N « 

dj^ = r tang a -p — H a* da. 

N 0 

du = cosadVo — Vo sin a dji, 
dvv = sinadVo— Vo cos a da, 
v do == ( Vo — sin a) dVo — gt cos a da. 


4® Les/ormaZes differentielles du point de chute correspon- 
dent, dans lesyst^me general (I), aux hypotheses o, d)*= o. 

Les formules differentielles du sommet correspoadenl, dans (I), 
ft T = o el dr = o. 

5® Relations entre les perturbations d arguments dhei's. — Sup- 
posons connues les perturbations ft t constant ( systftme III ) que nous desi- 
gnerons par Tindicc t (dj?f, . . . ) : comment pourra-t-on passer direc- 
ment aux perturbations ft t constant d-r-, . . . t. 

Soient M etN les deux points correspoiidant a /consunt, M el P Irs 
deux points correspondant ft t constant. On a 

Mp=Mn — / 7n on d.rf= — /?/i. 

Mais de N en P la variation dc t a etc d^t el, par suite, lu variation corrcs- 

dx 

■37 

On a, par suite, la furmulc 



pondante de I'nbscisse a ( 
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D'une maniere plus generale, pour uii elfimenl e considere par rapport 


Fig. 83 



a deux arguments a et on a 



Verifier cette formulc pour les systdmes (II ) el (III ). 
Faire rapplicalion a dt^ dy^ d\\\ d(y=: o. 


6^ Soil MB la normale en M comprise cntre les deux trajecloircs infi- 
niment voisines. Demonti'er qu’on a, en d^signanl par dN,. = MB et dt, 
les perturbations dites intrinseques du point M : 


dtp 

_ 


Vo^ — t) ^ - 

— [cosa -{- siiiT sin ('a 


-i- cos(a — 

<)\q 

— t)] -hfsina — sinTCOsfa — t)] 
Vo 


doc, 

cos a 


7® Con&idtu'ons les deux irajectoires Vo et (Vo+dVo) el cherclions 
les points correspondants du point M sur la deuxiemc Lrajecloire, On 
aura le Tableau suivani : 


A dy ^ 0 

B point correspondant a (angle CMB =s t) 

G dx = 0 

D d^ = 0 (angle DMM' = a) 

E.... dr s= 0 (angle EMM' = ff) 


On pourra etudier le mfime probldme pour les deux Irajectoires 
a el (a + da). 

On remarquera que la distance MF des deux Irajectoires comptee 
suivant la tangente ne s’exprime pas lin^airement en fonction de da el 
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de dV„. On a, en effet : 



8° Variation de la graviti. — Nous donnons, eniin, les formulas 
diiT^renliellcs qui correspondent, en un point quelcunqnc, a unc %aria- 
tion dg de la gravite g. 

On a 

dsff = uq dll = o. 

Ainsis sur uii 6cran fixe dx = o, on a 

= o, <k = — <tg, dy^-- dg. 

c/o 2 

Au point de chute y = o, dy = o, on trouve 

£5. - f!£ 

X " T “■ g' 

72. Defboition de la gerbe balistique. — Si un canon tire un grand 
nombre de coups, dans les m^mes conditions fixces, c'est-^i-dire aver 
unc vilesse initiale V© ol un angle de projection a, Fobservation montre 
que les points de chute couvrenl une certaine longueur sur le plan hori- 
zontal cn s’y r^partissant suivanl les lois de probabilite ordinaires des 
6v6nements accidentals. Celle repartition des points de chute, qui 
implique an epai^pillemenl des trajcctoires particulieres autour de la 
irajectoire moyenne, doit etre rapportie k des variations accidcnlelles 
des deux parametres, ou donnces initiales, V© et a. 

Dans la gerbe de trajectoires ainsi formee, on doit dislinguer un 
groupe dd aux variations accidentelles dV© et un groupe dd aux varia- 
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lions acciJenlolles da, donl les effets s’ajouteront d’apres les lois ordi- 
naires du caloul des probabililes. 

La precision d'une bouche a feu, dans Ic cas du vide, sera <lonc 
caraclerisce, par exemple, par une valeur dV© correspondant k Tecart 
probable des vitesses et qui donne lieu a une gerbe balistique d\ „ et, 
line valeur da correspondant a Tecarl probable des angles de projei'tion 
el donnant lieu a une gerbe balistique da. 


Les equations qui defiiii&sent la gerbe balistique du vide (dVo, da) 
sont celles qui viennenl d'etre etablies ci-dessus (^systeme I). 

fitudions, par exemple, Tallure de ces gerbes en considerant leur inter- 
section avec un ecran vertical que nous supposerons se deplagant 
suhant Taxe des le long de la trajectoire moyenne. 

Le sysleme ( II ) (^tir a Tecran), eny remplacanl t par — j deviendra : 


GOSS'; 





‘IgX ^ \ 

-Yj-tangaJ 

da 

ul V, V 

^ cos*a ’ 

T dVo X . 

da 



cos* a' 

- tangaj 

da 


COS- a 

cosa dVo — Vo sin a da, 


(sina-+- "■) 

\ Vgeosa/ 

£JV(,-)-^VoCos»a — i 


da 

cos^a 


Gerbe balistique — On a 


dV( 
mB ’V’ 


Fig. 85. 



Done la hauteur ou epaisseur de la gerbe croit conime le carre do la 
distance de Tccran a la bouche ou encore comme Tabaissement y du 
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[)omta'; on sail que les langentes a toutes les trajectoires tie la gerbt* 
concourent en un ineme point de la langonte initiale. L'epai‘'St*ur niiiii- 
mum (JN de la gerbe an point xy est comptoe suivanl la normab* : 
c'ost dN = dy cos t ( 71 , 6® i . 

Gerhe balistique da. — On a 

La gerbe dx pr^sente un point 06 toutes les trajectoires de cette gerl)e 
convergent; c’est le point = -^ccily. qui n'esl autre que le point de 
contact de la Irajectoire a avec la parabole de securite ( 39). 

En amonl de ce point a*,, la trajcetoire ( a-j- dy. ) est au-dessus de la 
Irajectoire a;* elle est aii-dessous en aval. L’epaisseiir verticale t)y de 

la gerbe presenle un maximum au point defini par 
qui donne Xm 

La courbe (x^dy) est une parabole a axe vertical dont la tangenle a 
rorigine a pour coefficient angulaire 

Th^oreme. - - II existe une verticale Xx que toutes les trajectoa^es 

Fig. 8G. 



de la gerbe dx traversent sous la mime inclinaison “t. La premiere 
('iquation du n" 71 (1) donne, en eftet, d: = o, si i=^sina; el, 
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comme x = ii vient 


\ 2 

-JL 


■ cot a 


C'rst le point JTm tleja delermine, ou (Ji'cst maximum. 
Comme on a 

tangT=:tan§a — 

Ku 

il viendra, cn prenant ^ r=i sin a, la valeur 


Done 


tangT = tanga ■ 


•ISL—'Z^ - } 

a 


} 


a bin a cos a 


= — cotaa. 


(Foil 


V. -- Aa ^ 


Au point .r ,5 on aT/= ^ — a: la tangente est perpendiculaire siir la 
tangente initiale ; Touverture angulaire de la gerbe an point j?/, qui a 

0X, dOL 


pour expression — 
r r cos^Tz 


, , est 
cos*a 

dxi = tang* a dm. 


TaifeoREME. II existe une verticals Xw que toutes les trajectoires 
de la gerbe da traversent avec la mSme vitesse verticals 

On a [71 (I)] pour ce point 

Vo cos* a 


i zrz 


Done 




sin a 

_ cos* a 
~~ g sin a 


73. Intersection de deux trajectoires voisines. — Comme autre 
exemplo, cherchons rintersection de deux trajectoires voisines {Vo^ol) et 
(Vo -f-dVo, a + daV Faisons done, dans le systeme (Ij du n** 71, 
dx = dy — o, il viendra : 

dx gdt gt <?Vo / 
cos*!: Mo VH / cos* a 

— u^dt = t cosadVo — Vo ^ sin a da, 

— (Vo sina gt)dtr=Lt sina dVoH- Vo^ sina da, 
dw E= cos« dVo — Vo sin a da , 

d’ou Ton tire, des deux du milieu, en climinant dt : 

£f--tan sinadVo-f- Vp cosada 

Mo cosadVp— Vo sinada 
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on 


\ 2 
y 


/ T 

cusa ( \ — sin a 

' /J-y ' 


t/a 


Ce lemps t le second point <i'interseouon dcs deuxtrajectuires. 

II n'est positif que si ^ < Vo tang a. 

On a a • = Uq t pour TaLscisse du point de rencontre, c'esl-a-dir*; 


X : 


VS 


i® La rencontre se fait au point dc chufe, si Ton a 
aVg sin a cos a 


V 3 
' 0 


c’est-a-dire 




dWo 




2 sin** — I 
Vo<*« ~ 2 sin* cos* 

Elle se fera aii sommet si 


= — cot2a. 


dVo 
Vo da 


— — cot a. 


. oV 


Le point de rencontre se fait sur la parabole de securite si 
<; 0, le point de rencontre est en amont du precedent; si 


<■»; si 


dV« ^ 


le point de rencontre est en aval de ce m^me point. 

a® Au point de renconlre des deux trajectoires, le projectile, qui 
parcourt la trajccloire (Vo + dVo,), (a + da), aura une avance 

^ + tang* d«) = _ ^ j cos* - V« sin *] 
d’uii, en remplacant t par sa valeurau point commun : 

^ cos a 

La diffigrence des inclinaisons au point de rencontre se calculera a 
I’aide de la premiere Equation. On trouve 

dt __ 

cos*t cos** 
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On Irons <‘r aibomciit le lirii (le^ points do rencontre de doux 
tra’p'ctoix'es, dans lafamille \ ,, r_= roast. (^~= con<;t, j en eliminant tanga 
entre les deux equations 

^°-T 7Wo. / = mang«-f^(r + tang»«). 

On trome la parabolc 



Pour dVo = o, on a la parabolc tie securite. 


4*^ Fauchage vertical. — Soil la tangente a Torigine (canon d'une 
mitrailleuse) aniinec d’linc petite vitesse sinusoidalc, telle que 
da = A sin mt. 

La forme instantanee de la Irajectoire, lieu actuel de toutes les balles^ 
cst donnee par la formule 

^ gu^ Xx I gx \ , 

y = x tanga - ^tangaj ammf, 

qu’on obtient en t^iminant entre 

a; = Votcos(a +-()a), ^ V.i sin( a -t- da) — i da = Asinnif. 

V* 

II existe un point immobile x — ^ cota, oii passent toutes les balles. 
Au point de chute, on a 

V VS sin 2 a , 

(1 + 2Acot2a sinmO* 

Xf ’ 


La zone battue par le fauchage cst done egale a 


4AXfot3a oil 4A— cos 2 a. 

Si Ton suppose que la vitesse de Textremite du canon de la mitrailleusey 
due au fauchage, qui est dela forme A Im cos tnti^l longueur du canon), 
n'est pas tres petite par rapport a la vitesse initiale des balles V^, il en 

r^sulle un angle de releveTYient da = -— — cosm^ qui viendra s’ajouter 
au precedent, de sorte que Tequation de la trajectoire sera 


+ ^(i_^ tanga) 


ml \ 
cos 
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5® Problemes. — En deux points correspondanlis i djr, dy\ dt — o, etc. ) 
de deux trajectoires ( a, Vo i et « x-J- da, Vq -h dV^ \ on niene les lan- 
gentes : lieu de leurs points <rinlersection. 

Menie probieme pour les normales. 

6** On peut encore resoudre le ni^me probieme en partant de 1 equa- 
tion de la trajectoire en coordonnees polaircs i 29) 


X^= 


tVJ cos a 
g cos*<y 


sin ( a — j ». 


On trouve que le site ou se fait la rencontre des deux trajectoires 
(Vq, a) et ( Vo+ dVo, a -H da) est detini par la relation 

COt(a-<r) = Unga-^(^). 


74. Applications. — Le probieme du reglage des lignes de mire 
d bord- — Un canon de bord a ete etudie a terre, dans le polygone 
d’experiences, et sa table de tir (X, a') a ete calculeeavec exactitude. On 
le met a bord et, par suite de Tinstallation sur un alFiit marin et dans 
une tourelle, ses conditions balistiques initiales changent : un angle de 
relevement inconnu da affecte toutes les incliiiaisons. D’aulre part, la 
vitesse initiale Vo, qui a servi pour etablirles tables, n’estpasexactement 
r^alisee le jour de F^preuve; une difference d\o inconnue existe. 

On se propose, par des tirs en mer, ou Ton relevera avec exactitude 
les portees, de determiner cet angle de relevement da et cet ecart de 
vitesse dVo- 

On partira de la formula differentielle du point de chute (28) : 
aVJ / . dVo 

dX = — 2 - 1 sinaa -=7 hcosaae^a); 

dX represente la dilference observee experimentalement entre la porl6e 
en mer et la portee inscrite dans la table de tir. 

On voit tout d’abord que, si la mesure de dX pouvait Stre faite avec une 
ogalc precision, quelle que soit la distance, il faudrait tirer sous de tr^s 
petits angles pour eliminer Tangle de relevement da serait ainsi 

mieux determine. 

Ecrivons F^quation 

suiaa^^^-Hcosaac^a = dX. 

Supposons que Fonconsidere des valeurs de dXconstantes; prenons deux 

11 


p. charbonmibr. tomb r. 
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axes rectangulaires, 'lur IcsquelD nous porterons les valeurs et dxj 

dans ce svsJdme traxes. I'^quationprecedcnterepr^senteune droitedoni 

I'incllnaison wir I'axe est — a a. 

»0 


Fig. 87. 



Si <JX reste constant, ces droites, lorsque a varie, admeltent une 
envelo^pe qn’on obtient en derivant Tequalion do la droilo ])ar 
rapport a a et eliminant a cnLre les deux equations ; on obtient ainsi la 
circonference 

Snpposons done qu’on ait tracd une serie dc ctrconferenucs oorres- 
pondant ii des valeurs do dX cruissantes 5o“, 1 00”, . . . , 5oo“ el a^'ani pour 

rayons ^ dX. 

Sous I’angle a,, on a obtenu unc valeur (dX )4 = 25 o“. On m6nc an 
rayon faisant avec la verticale un angle 2 a, puis la tangentc T, T i la 
circonference (dX)i aSo”. 

Sous Tangle R], pour une valeur (dX^j = 35o®, la mdme construction 
donne la droite TjT. L’inlersection T, par ses coordonn^es, donne les 

valeurs des inconnues ^ et da. 

, Si Ton fait 6tat de plus de deux tirs, toutes les droites T,, T*, . . . , 
concourent au mSme point T. Lc lieu des points T|, T*, . . . , T,, est une 
circonference de diamStre OT. Les circonfiSrences de la figure doivcnl 



L4 6ERBB BAL18T1QCB. 


1 63 

etre supposees completes*, pour pouvoirhc prefer a la solution daasle cas 



sc place clcrri^re I’origine de la trajectoire en A, par exemple surle plan 
horizontal de Forigine 0, on pent mener a la trajectoire une tan- 
gente AM, qui eslinclineed'unanglc'r. 

Si, du point A, on pointe une lunette dans la direction AM, grSce &la 
propria de maximum en M, iWage du projectile se deplacera lente- 
lucnt dans le champ, el il sera ais6, a chaque coup de canon, de deter- 
miner la graduation microm6trique k laquelle correspond le point M. 

Cette propric^Le optique permettrait, en plagant des lunettes en des 

Fig. 89. 



nombre de scs tangentes. Le point A peut d’ailleurs 6tre place & une 
altitude quelconque au-dessus de Torigine. 

a. Mais, bornons-^nous actuellement au cas d’un poste unique A dans 
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le plan horizontal de Torigine, et cherchons quelle variation dr do 
Tangle en A correspondra a des variations dVo et da de la vitesse ini- 
liale Vo ot de Tangle de projection a. 

Le point X est defini par la relation 


d’ou Ton deduit 


y 

sinr COST 


(^4-a) tangT, 
dz ^ssdjr — dx tangT ' 


pour expriraer la condition que la tangente passe loujours par le 
point A. 

On formera dj^-^ dj: tangr, d'apres les fonnules generales du n® 71 
(systeme I). On voit que dt dibparail, et il resie 


ou encore 


dr : 


dz • 


Vorsin T 

ss I... 

y 

Sin2T 

sin(a t) 


sm(a — t) -p — h cos(a — 

L ^0 


dVo 

sin(a — T) ^ h cos(a -- 



Ainsi (dT:)vo) ^ Torigine, csl encore mil au sommet ; il y a done uno 
position optimum pour Tobservateur ; (dT)a, ^Torigine, part de la va- 
leurda et estnul au sommet. 

b. Meme probleme pour un point de visec B situe sur Taxe des^'. 
Trouver le maximum de (d^jv, et de(dr)a; dans ce cas = -^^- 

c. Demontrer que si est Tabscisse dii point do contact M de la 
tangente mciiee ^ la Irajcctoirc du point A, en Jesignant la porlee par OP, 
on a 

AMi = AO.AP. 


3® Probleme, — Une fusee parfaile eclatq au bout d’un temps I, On 
observe les coordonnees relatives ( dj?, dy) du point d’eclalemenl 
reel sur la trajecloire (a + da, Vo + dVo) et du point (Teclalcmcnt 
correspondant k la diiree t sur la trajectoirc (a, Vo). 

Trouver da ct dVo (formule du n® 71, 4"; dl ~ o). 

On a 

(da?-hdj^tanga), 

‘ (dj — dartanga). 

cos-^a a* ' ® ' 


5® Reglage par coups fusants hauls. 


Une trajectoirc (Vq, a) 
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[)ajsbe pax' le but P, siUic u la porter X sur riiorizontale «le la bouelie. 
On determine, sur cette Irajertoire, par coups fusants hauts, iin cer- 
tain point M de coordonneeb polaires 7 el X^y. Le lendemain, on r^gle 
le tir sur ce point M. Mais la vilesse initiule esl devenue Vo-t-dVo. 
Quelle erreur dX commct-on sur la porlre X ? 

Reponse : 

d\ __ <^Vo ^inff 

\ V'o tangycos(2a — ti 


7o. li’ecart moyen enportee* — Les ecarts morens en port*^e ne 
peuvent, dans le \i(le, provenir que dob deux ecarts moyens des vitesses 
initiales Ey^ et des angles de projection Eat ie premier qui caracterisc le 
lot de poudre employe et, le second, la regularite du depart du projec- 
tile hors du canon. 

On a la formiile g^nerale 




Fig. 90 • 



On pent Windier Tallure de la fonction Ex quand Tangle de projection 
varie, puisque Ton connait Texpression de 


On a done 


dX , sin 2a 
_:=4A_ 


et de — = 4ncos2or. 
dot 




sin^aa 


VI 


-EB(-os*2a, 


ce qui, en fonction de la portae X = a A sina %, s’^crira 

. i 

La courbe (Exj un arc d’ellipse ou un arc d’hyperbole suivant 



x66 


CHAP. in. — LES PROBLEVES DE TIR D VNS LE VIDE. 


le signe dn coefficient de 




On etudierait, de la rn^me faQon, I'ecart mojen Et des durees cle trajet, 
par la formule 




^ 0 


ou 


C’est la m^me courbe que celle des ecarts mojens en portee. 


76. Les ellipses d’eclatement des shrapnels. — i® Dans le tir fusant, 
ou un mecanisme fait eclater le projectile au bout d’un certain temps 6 
aprds le depart (fusees a temps fix6), la repartition accidcntelle des 
coups, autour du point moyen d’eclatement, esl re glee par Lrois facteurs : 
I® les erreurs accidentelles dO sur la duree de combustion de la fusee; 
a® les erreurs accidentelles dVo sur la vilesse initiale V©; 3® les erreurs 
accidentelles da sur Tangle de projection a. 

Supposons d'abord d0 = o, c'est-a-dire la fus6e parfaite. 

Les trajectoires (a -f- da), et ( Vo -H dVo) ferment une double gerbe et, 
sur chacune d’elles, consid^rce isol^ment, le point d’6clatement variera 
avec da et avec dVo^ Nous supposons que T6clatement se produit au 
point de chute. » 

Ainsiconsideronslafamille des trajectoires Vo =consL. Nous savons (46) 
que le lieu des points d’eclatement 0 = const, est une circoaf6rence, 
dont le centre R est situe k une distance 7 ^ 0 * au-dessous de Torigine et 
dont Ic rayon est Vo 9. 

S’il Skagit du point de chute, dont Tabaissement est egal k la tan- 

gente au lieu des points 0 = const, est la perpendiculaire PQ a la 
tangente initiale OT, men6e par le point de chute P. 

D'autre part, nous savons (S7, 4**) dans la famille a = const., 
lorsque Vo varie, le lieu des points d’eclatement est une parallde k la 
tangente initiale ; c’esl done PR. 

Si maintenant dVo et da sont les limites extremes comprenant, par 
exemple, des coups, les trajectoires limites dVo et da interceptent 
respectivement sur PR et PQ des longueurs limites et Et, si ces 
deux causes d’erreurs se produisent simultan^ment, ~ des points d’6cla- 
tement se trouveronta Tinterieur d’une ellipse ayant les deux directions 
rectangulaires 4 et ly^ pour axes. G’est V ellipse (V eolateraent. De la 
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grandeur de cette ellipse dependent la precisitm du tlr fusant et lafaeilite 
du reglage. 


Fig. 91. 



On calciilcra ainsi qu’il suit ies longueurs et /v.* 

On consid^re les deux trajectoires a et (a + da) auxquelles corres- 


Fig. 93. 



pond une variation de portae (dX)a, et, dans le triangle PP' on a 


sing cosgg 


Mais 

Done 


(dX)«=: 




doL 5= 4^(cos^g •— sinSa)(^a. 


tang 2a 

^h€\xi7. da. 


Pour ly. on trouve et, puisque 

sin a sin 2at ’ ^ ^ 


d V 

(dX)v, ='8/isma ebsa -—i 
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ih lent 

/T,= 4/i8ina-^» 

Si, niaintenant, on introduit Terreur accidentelle de la durie de 
combustion, cette erreur deplaccra le point d’eclatement sur la trajec- 
toire moj-enne du faisccau + V% + dVo), c’est-a-dire sur la 
tangente au point de chute. Soit 4 la longueur couverte sur la trajec- 
toire par I’effet de I’erreur d6. 

Dans I'ellipse /a et on consid^rera la direction de la trajectoire 
moyenne comme un diam^lre de longueur L. L’ellipse d’^clatement 
resultant des trols erreurs (da, dVo, dO) (ellipse II), aura pour diam^tres 
conjugu6s : i" sur la tangente au point de chute y/L*-+-Z^; a* I’autre 
diametre conjuguS de Tellipse (I) (/y.j 4)* 

a” Mais, toutes les fusses ne sont pas bashes sur le principe d’un fonc- 
tionnement au bout d'un temps 6, comme sont les fus6es & combustion 



ou les fus6es & rotation qui ^clatent au bout d'un nombre donn^ de revo- 
lutions du projectile dans I'air. II existe d’autres espSces de fusees qui, 
par exemple, edalent apres un certain parcours dans I’air (fusees & 
parcours fixe). 

Supposons une telle fusee parfaite et cherchons si, tiree dans les 
mdmes conditions pratiques que la precedente, c’est-ii-dire dVe et da 
etant les memes, I’ellipse d’eclatement sera plus ramassee. La perfec- 
tion compatible avec l’existence»des erreurs dV, et da serait evidem- 
ment realisee si les axes et Zy. avaient toujours rndme direction; car 
I’efficacite d’un tir regie en serait considerablement accrue puisqu’on 
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n’aurait plus a se preoccuper que d*uiie ligne d'eclatement au lieud une 
surface. 

Dans ce cas, les axes 4 correspondent aux tangentes, au point 
de chute, des lieux des arc.s de longueur censtante dans les families 
Vp z= const, et const. 

On a, soit pour da, soil pour d\'o * 

Jl. - . 

sin 7. "" smi “ sin(7 / f 


On en tire 


Mais on a (4*4) 
oil 


On en d6duit 


Fig. 94. 



/ I dX \ 

coti = cota ( M • 

\cosz Od / 

S = cos^a, 

- r“ 


— = — E.acos^a sin a), 

da cosa 


dS 8A 
dVo 




dX 

Combinant avec les valeurscorrespondantes de — = 

de = Ir sin a cosa, il vlendra 
c’V 0 Vo 

, / cos*a — sin* a \ 

/ sin a \ 

cot.vo=cota^|-j^--ij. 


Nous aliens discuter ccs valeurs. 
Variations de — On a 
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Done 

= TH H..«. 


Portant dans Texpression de cot les valeurs, pour a voisin de zero : 
/ a* \ a* « / \ 

^ina = a|i — cosa = i — — = a^i -4- — 

on voit que cot i\ esl de Tordre de a* ; done est ^gala Cette forte 
mulliplicite de Tangle relativement a a inontre que cette direction se 
maintieadra longtemps sans grand changement. 

Pour des valeurs croissantes de a, I’angle est plus grand que ^ « car 
le deuxidme membre de 1 equation qui donne coti^ est n^gatif. Ainsi, 
pour a = So**, on trouve, au mojen de la table de la fonction ^3 a, que 
*« = ^+4 1*1 33. 

Pour a = on a 

*4 

cotea= — oota = — i. 


La droite P/' est dirigee suivant la tangente de la trajectoiro au point 
de chute ; cette conclusion est ^vidente puisque, dans ce cas, la port 6 c 
£tant maximum, la trajectoire ne change pas dans le voisinage du point 
de chute quand on accroit Tangle de da; la variation de Tare dS, quire- 
suite de la variation da,, se porte integralement sur la trajectoire elle- 
mSme, qui reste immobile, 

Pour^ 2 a= nous savons (14*, i®) que, a cette valeur, cor- 

respond un maximum de Tare S. Done, pour de petites variations 
de a, la .'porlSe est modifi^e, tandis que la longueur dc Tare reslc fixe ; 
done la direction de est Thorizontale. L^angle d'arc maximum esl 6 gal 
k 56® 3o'. Le crochet ne peut s’annuler que pour a = o, 

Enfin, pour a = on voit ais^ment que redevient egal k 


Variations de iy\ — On a 


cotcV« = 


I 

^sttcosa 


cosa 

$ina 


^ / sina \ 

* (^lacos^a /’ 


Dans le voisinage de z 6 ro, on a 


sing 

^sacos^a 



» 



par suite. 


L4 GGRBE BiUSTlQUE. 




COtjVo= 


Done ivo ® pour \aleur initiale Le crochet s'anniilc pour 

^ sin a 
?!»== — r-> 
cos* a 

qui n’a pas d’autre solution qiie x = o. 

L'angle n'a que de ires faibles variations. II admet un minimum 
correspondant a I’equation 

^ sina\/4H-sin-a — sin»ot 
a cos* a ^ 

* 

qui esl satisfaite pour une valeur a ires voisine de rto*'. Pour cette valeur, 
iy^ est egal a 75**24^ 

Done partant de descend jusqu’a cette valeur et remonte ensuite 
jusqu’a pour a= 


Resume. — Ainsi done, tant qu'on s’en tiendra aux angles de pro- 

Fig. 95. 

Ellipse des eclatements. 

A parcours fixe. A duree fixde. 



jeetion a asscz faibles, Fellipse d’ 6 clatement d'unc fus^e a parcours fixe 
aura ses deux ^ diametres conjugu^s presque confondus. Pour a = ^j 
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Fecarlenient des diamctres serait de 58". 11s deviennent perpendiculaires 
pour un angle compns ontre 45" et 5(i'\3o. 

Par suite, il y aura avantage k employer une fusee a parcours fixe 
plut6t qu'unc fusee k temps, et cet avantage sera surtout important 
quand on n'emploiera que de petits angles de projection. 

Reynarques, — r* On pent imaginer des fusees dont le fonctionne- 
ment d^pende d'autres sortes de mecanismes, plusou moms compliques, 
qui lieront leur eclatenient a telles ou telles variables de la trajectoire 
ou du mouvement : par exemple des fusees fonctionnant a une altitude^ 
fix4e, des fusees fonctionnant k une vitesse restante v fixee, des fusees 
fonctionnant a une inclinaison t fixee, etc. 

Les ellipses d'eclatement correspondant k ces diverses fusees pour- 
ront fitre etu dices d'aprds les mSmes principes que les deux que nous 
avons prises jcoinme exemple. 

2 " Les formules denudes au n"l pour le calcul au point de chute des 
deux axes ly^ et 4 ^<^nt des cas particuliers de celles qu’il est ais^ d’^ta- 
blir pour un point quelconque de la trajectoire. On a, en effet, d’aprfts 
les formules du n" 71 {dt = o), les expressions 




K 


sp dVp 
cosa Vo ^ 


4 


K' 

cosa 


La surface de [’ellipse d’6clatement est done proportionnelle a 
c’estr4-dire au carr6 du temps. 


m. - LE TIR D’ALTITVDE. 


77. Frobldme du tir d’aliitude. — £llant dennee la position du but, d6- 
llni soit par ses coordonn^es soil par son site o- et sa distance 

teUmitr^e X,, on a donne la formule qui permet, dans le cas de la 
famille V.=: const., de calculer Mangle de projection a sous lequel 
le projectile tir6 alteindra le but (<’i3). 

Si, au point de vue lh6orique, le problSme parait d^s lors se bomcr & 
I’^tudc des meilleurs prociidds k employer pour la transformation des 
formules rigoureuses en tables ou en abaques usuels, il se pr^senle 
sous une forme di0<§rente quand on considire [’application pratique au 
pointage des bouches & feu. 

En effet, le tir sur but 6lev^, surtout si ce but' eat en mouvement, 
exige, en pratique, que I’on dirige sur I’objectif une ligne visuelle avec 
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laquelle on le suit conbtamnient. C'est par rapport a cette Upne de site 
mat^rialibee que Ton donne une inclinaison au canon, qui est Van^le y 
de la haiisse^ 

U angle de hausse. tel que Y = 3r — y, est, evidemment, connu par 
la ni^me formule que celle qui donne Tangle de projection. ^lais, pour 
le realiser mat^riellcment, il faut boit des apparcils de pointagc a cames 
ou k abaques d'un manicment delicat, soil des calculsplus 011 moins 
compliqu6s, souvent incompatibles a\ec la rapidite necessaire dans ce 
genre de tir. 

Aussi, de nombreux essais ont-ils ete fails pour simplifier le proLleme 
et le rendre pratique ; les plus naturels ont consiste dans Temploi du tir 
d la hausse^ plus ou moms modifie, en vue du tir sur but eleve. 

La hausse est graduee pour donner Tangle de projection a„ quipermel 
d’atteindre un but, en tons points du site o. C'est, en general, la seule 
donnee qui figure dans les Tables de tir et, pour Textension au tir dans 
les autres sites, c'est souvent la seulc donn6e exp^rimentale que Ton 
possSde. Existe-tr-il un proc6de simple permcttant de deduire de ( site o) 
Tangle a (site y)? Tel est le probleme pratique qu'il serait interessant de 
r^soudre, et, pour pouvoir en faire Tapplication ct Textension au cas de 
Tair, il est necessaire d’etudier la valeiir de ce proced6 dans le cas du 
vide, ou la solution rigoureuse peut ktre obtenue assez facilement. 

Tout cet ensemble de probl^mes, d’un caracterc pratique, a ete reuni 
dans ce paragraphe sous la denomination de Tir d' altitude. 

78. Tie k hausse fixe, — Pour pointer, par le precede ordinaire, les 
canons a la hausse, on opere comme suit : Soit M le but, k la distance 
OM = D de Torigine, vu de Torigine 0 sous Vang/e de site y, tel que 

y 

lang,r = *-. 

Voulant atteindre le point M, on tirera sous V angle a = a# 4- <r, 
Vangle a, ilant celui qui permettrait d' atteindre le point Mo situe 
it la distance horizontale D sar V.axe des x. 

La hausse constante est doac, dans ce cas, ■y = 

On a donnd (o3) la formule qui perraet de calculcr le vdritablc 
angle a k employer pour atteindre le point M, k savoir : 

/ih(h — Yi) J 

= if— 

La discussion qui suit, et qui porte sur I’^tude de la difference 
[a permcl de se rendre compte dans quel cas I'emploi du 
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tir a la hausse sera legitime : le commandant Mannheim., le general 
Pcrcin, le capilaine Perrin ont cuntribue a la solution du probleme qui 
nous occupe. 

Fig. 96. 



i® Supposons qne le but se d6place sur une circonf^rence de centre 0 
el de rayon D. II est vu ainsi, successuement, sous des angles de site <r, 

qui varleront de zero t j pour les angles positifs, de ^ & ait pour les 
angles negatifs (53). 

Uangle de projection donni par la hausse, pour chaque position du 
but, est (cxo+o*). Nous allons chercher le lieu des points de chute N dc 
chaque irajectoire (Oo+c) sur la ligne de site correspondante c. 

Ce lieu sera dit ligne d^igale hausse ou, suivant le langage courant, 
di^qui-hamsp. 

A cet elFel, il suffira d’eliminer o' entre Tequation de la ligne do 
sitey = X tang et rcquation de Ja irajectoire (a^^+o-) : 

y = j*tang(ao-+-<r) — — f! 

4 ^ ^ (Xo -r* (7 ^ 

On obtienl aisement la formula 


jr = aycotzo — 


4A8in>ao* 


Done la ligne d iqui-hausseestla irajectoire conjugu&ede la tru* 
jectoire a® (41). 

Ce th^ordme rtsulte g6om6triqaemeut de la propri6t6 d6montr6e au 
ri" m (a"). Les deux angles y, de la Kgne de projection avec la ligne', de 
site, et Ya de la verticale avec la tangente k I’origine de la irajectoire 
conjugate, sont egaux. Le premier de ces deux angles restant constant 
dans le tir & la hausse, le second d^finit la irajectoire conjugu^e comme 
lieu des points de chute sur la ligne de site. 
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Quau<l on visera le [xiint M, Terreur comniise sera la distance MX. 
Pour Jiscuter cette erreur, cherclions rinlerscctioii de la parafaole, lieu 
des points N, et du cerclex^-r t'-== 4 /f* sin-;2a„. 

En coordonnees polaires et la parabole s'ecrit 


et le cercle 


X<y=S 4 h 


sin 3 eeCOs(ao- 4 - a' 
COS^ff 


D = 2/2. sm^ao. 


On aura, pour determiner les valeurs ff de rencontre des deux courhes 
( X(r = D), Tequation 

cosao 008*0* =r COS^'ao-l- ff''- 


Cette equation peul se mettre sous d'autres formes, par exemple : 


or 

tangao = cos<r tang- , 


I — tangay tango = coso, 


7 

langao = sin o — tang- , 


cos’ 0* — cos*o H- COSO iang*ao-+- tang* ay = o. 


En prenant X^y sous la forme equivalente 


Xej = oji sinao 


i — tangotangg 
cos 0 ’ 


on arrive, enfin, a une autre forme d'equatlon determinant a- : 


tang*<r — 


2 tang* or 
tangao 


in- tang* ao 2 

— tango 

tang*ao tangoto 


(t^uation du commandant Mannheim). 

Cette equation determine trois points de rencontre Mi, Mg el M;t. 

3 ® Pour discuter les conditions de rcalite des racines, cherchonspoiir 
quelle valeur aj, de a© deux points de rencontre Mi et Mg coincident; 
les racines seront cr,2 el 0*3, la racine ar,2 6Lant doublel On aura 


( COSO* — C 0 Sis)*(C 0 S 0 — COSOs) = o. 

En developpanl et idenlifiant avec F^quation du troisiemc degr6 en 
cos O', il viendra 

2 C 0 S 0 is 4 - CO^'Ojss: I, 
cos* otisH" a cosoij cos 03 = tang*ai, 

— co*ar 3 cos* 0 is= tang*aj. 

De ces trois equations, k trois inconnues Cig? erg, a^, on deduit 
, — n -\/5 

coscrij= ^ > 
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d'oii = 5 i® {9’ 38 ^ (points Mi et Ma reimis); 

cos (73= •>. — v/^, 



* / 4 /s v/5 — 1 1 


d’ou = j 6 ® 42' 5 1" (valeur de ao correspondant a la racine double). 
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4*' On peiiL alors (HscukT com[>lel<;nienl It* problrim*. 

Premier cas : j£„ <; ' — Les qiuUro rucine^ soiit nk'IIos el di^Unrtt*^ 

Mi, Mj, M.j. Le sens ties coiip*s ^era alois le siiivanl ■ 

7. < <‘ f>. < y . 7 < r- > 7 

Sens des coup? — = — = -4- = — o 

Le Tableau sulvant ilonne Ics valeiirs des dtuix raeines yj rt t>, pour 
divcrses \ale^l^^ de ao : elles provicnnenl de la resolution de requalioit 
du troisieme dcgre qiii donne cos 7. 


— 

0^ 

3 -. 


0“. 

l-2« 

15 ’. 

16 ^ 



0 

0 

II 

0 

0 

0 

0 

0 



. 0 


I'l, Pi 

19,01 

26,4^ 

37,10 

{1,26 

> 1 . >0 



. 90 

SG, Di 


7 ^- 

7].‘2G 

63 , 16 

60, 4 ^ 

5 i, 3 t> 



. 90,00 

00 

0 

8 i. 3 i 

8 >.oi 

7946 

77.35 

76,51 

76,21 


Fi^. 0^- 



La figure 98 moiilre comment' sont disposees les deux trajectoires 
T<OM< cl TaOMo, corrcspondant aux angles 0*1 et <r>. 


IV cnvaroNMistt. tomk i. 


13 



178 CIUP. Iir. — LES PROBLEMES DE T!R DA^S LE MDE 

Pour les angles de site > Tj, la rencoulre a\cc la trajeetoire se tera 

^ \ 

siir la bramliG MgO jiiM}ira uii anf»lc do bllo egal a ( ^ — ^0)- Pour cel 

angle, le lir sera \erllcal. En roniiiiiiaiil, qiiand sera > ~ — a«, 

Tangle do projeolion pubbera dans le deii\ioine qiiadraul el la solulnni 
n'aura plus de «ens [xuir le probleme pose. 

Diiuxidmr nts : = -- Les. poiiilb Mj el jVT soiiL conlondiis : 

La trajeeloirc eonjuguec do Obt taiigciite an cercle cn MiMs- On a 
alors le Taidt‘au suivanl : 

^ ^ — a 

7 < 0 . 0 >^12 

Sens des coups -f- = — = — 0 

La trajeeloirc est disposee comme Tindique la figure ci-dessous. 


Fig* 90 * 



On voit comment se fait la transformation do la figure 9S eii la 
figure 99. Gest la trajeetoire courbe To OMo qiii vient se confondre avec la 
parabole d'6qui-hausse, tandis quela Irajecloire tcnduoTi OM, (Conserve 
son individualite. Dans le cas des deux pOh\ls MjMa coufoudiis, la 
trajeetoire Tg OMiM2 csl nonnale sur le rayon veciour et, coimne on le 
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•^ait alorb loO. tV^, la irajecloin; TiOMjMj a ^ooimel uu jiuinl 


Troisieme cos : ao>aJ^. — Le^ poiiiis \lillj "*onl imaj^inaires : 
La parabolc no coupe [Jus la cir(‘onforeiHM* qiraux M„ t*l M3. <:c 

dernier no convenunl pas an pr(»bleine. 

^ <0. n >0. 2 ”"*’* 


Sens des coups 




On peuL remarquer le cas particulicr de an = Le tir it fa hausse 
fait tomber tous les coups sur la trajectoire a„ = elle-meme. 

5® a. II y a lieu do remarquer que le point M3, silue dans le Iruisi^me 
quadraul, nc satisfait pas a Tequation cL = %^^^<T^ niais a Toqnalion 
a = 0 * — olq. 

Fig. 100. 



b. Les deux trajccLoii'es conjiiguecs ao et — cff^j soni reciproque- 
menl egui-Iiauise. Ainsi, sur la ligne dc sile OM, si Ton live avec 
Tangle de projection ««)’ obtiendra le point M. 

()** On pout so proposer dill'6ronts probldmes sur la question qui 
vient d’etre troitee. Ainsi on pout chercher, quand I’tmglc de projection 
ao varie, quel est, dans le plan^ le lieu des points M| Ms, dest-d-dire 
des points vis^s qui peuvent 4tre atteints avec la hausse (a# + e). 
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11 faudrii, pour cela. ulimincr eali'C Ics deux equations 
cos^ s — cos* ST + cos 5 1 ang* a„ -j- tang* ix„ = o, 
f =s a/t sinaxg. 
coax sinx 


el 


On irouve 


? = 4A 


i-(- coss-*- cos*er — COSTS' 


Cette courbe csl tangentc iL roriginc aux deux axes. Elle touche la 
parabolc dc securile au point d^fini par x„ = ^ cc qui, on posant 

= tang^, donne I’^quation 

d’oh Ton tire <7 = pour le site du point de contact. 

Cette courbe s^pare Ic plan cn deux regions; si le but est & I’extSrieur, 
entre la coui'bc et la paraliole dcs^cunte, les coups tir6s avec la hausse 
(ttg + O') sont courts; si le but est tli I’intcrieur de la boucle, ils sont longs. 


Fig. loi. 



7® Si I’on debouche I'ivent correspondant Vangle les delate- 
ments auront toujours lieu au-dcssus de la ligne dc site. 

On a, en effel, 

^ aVfl . 

T«.= —sinao, 

O 

et comme xg = a — c, il vient 

Tct,= ^Mn^a — Of). 


Or, la voleur qui correspond k Tiiclatement sur la ligne de site est (o 4 , 1*) : 


Done, T«, < To. 


aVo sin (a — c) 
g c’osff 


Remarque. — II cxisie diverscs variantes du tir k hausse fixe. Dans 
le probldme qui vient d’etre examine, on suppose que le but sc d^place 
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•sur uiie circonferonco dcrtUim 1) el Ton olmisit la coii^lanle a,* de 
maniere a faire coincitlrr ia porlec* calciilet* e! la jjorlee \raie pour 

•7 = O. 

On peiU choibii\ au Hoii <le a^, Fannie de projerlioii lei tpie la 
portee fsr=i(>'^ corrcspoiidanl a a, soil egale a Fabsci«'Se dii Lul. Celni- 
ci be deplacera done, si const., sur nne verticah*. Cellc-ci sera 

conslammcnl, pour ff>o, a Fexterieur de la parabole equi-liausse. 
L’approximation dc cc proedde ebt inferieure a cello dii proeodent. 

On pourralt choiblr la constanle on prciianl Fanjilo corresjxuxdant a 
const. ; le but se deplaccrait sur unc circonforence avant Dpour 
diamelre horizontal, etc. 

79. La rigidite de la trajectoire. — Nous avons vu que le pointage a 
la haussc no donnail qiFexceptionnellenient au canon Faiigle do pro- 
jection exact pour atteindre un but de site c, slluo a la distance D du 
canon. Mais, comme Femploi de ce lir esl couranl, au moins pour les 
petiles valeurs de o*, il importe de diseuter, dans eas j)articulier 5 la 
legitimite de ce mode d’opercr. 

Voici comment on pent rendre tout a fait rigoureux les principes de 
ce pointage : 

I® Soil unc irajectoire d’ angle de projection otj, que nous appcllcrons 


Fig. 102. 



trajectoire de la Jiausse limite. En coordonnies polaires (29), I’equa- 
tion de celte trajectoire est 

(i; = 
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Prcnons, cl' autre [>arl, line anlre trajcctoire d'angle de projection a 
inf^rieur a a| , tel que a = ai — ;jl. 

Son equation polaire sera . 


X<y= \ h 


cost at fji) 
cos*jr 


s»in|ff| — — ffi. 


comparons cette valour do a la valeiir correspondant, sur la tra- 
jectoire (0, k un angle tel que o- = o-i — jjl. On aura 




cosai 


cos*(<r -i- fJt) 


sin(5fi — |i — ff 


Pour comparer les deux valeurs et on ocnra I’erreur relative 
sous la forme 

Xg,— Xff _ ^ co«ai cos»ff 


Xfl 


cos*(ff-+- {jt} cos(yi — fji; 

Cette oiTCur relative, pour = a, a Torigine, est egale a — 
elle devient irinimum au point de chute, ff= o, oii ellc j^rend la valeur 


cosy \ ^ 
cosai/ ’ 


co>.yt 1 

cosa cos^(yi — a)’ n 


Pourcr = — a|, ellc prend la valeur 1 ^lle 

est maximum et ^gale k rimite. 

linposons-nous, com me condition, que Perreur relative sur le rayon 
vccteur Xg no depasse pas une cerlaine grandeur, par cxemple--^- 
On devra avoir 


cosaj cos^g 

COS*( or -+- [JL) l.0'>(7i 



a 

luoo 


Or, cette ^galite sera salisfaite, a fortiori^ si Ton donne au denomina- 
teur sa valeur la plus grande, qui est I’unil^. 

D’autre part, Vangle de site <f vai'ie de o a «4 ou a ( — «i), puisque 
Tangle ai a etc pris comme llmite. La plus petite valeur de cos t est done 
cos a|. La condition chei'ch^e esl ainsi 


cos’ai^i — 


a 

IQOO* 


L’^galit^ cos®ai = i — d6finil V angle Umite de la hausse. 

La construction qui a 6te faitc pour obtenir Xg en partanl de Xg^, el 
qui est supposee appliqu^e k tous les points de la trajcctoire o^i, consiste 
a attribuer mt^me Xg^ a des valours (ffi — p.), Cela revient k faire pivoler 
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tie 1 ani»lc a la Jraji'ciouv aiitour tit* Tiirij^ine coninie uiit‘ coiirbc rijiidt*. 

On (lira done : Eiant a priori, une certain*^ approximation 

relative cle la portee mesuvee siii\af\t la lisine de site {-^ \- ), on 

i(u»n 

pent determiner iin angle de projection aj, tlit an^le liniite de la 
hau^hc, auqiiel correspontl une certaine trajecloire. Pour tom les 
angles de projection ou de site cumpris entre i — ai i et \ — ^ 

toutes les trajecloires ne sont que la trajcctoire qui a phote 
ciutour de Vorigine comme une courbe rtgifle, 

Tel ebt 1 eiionce correct ct complel du tlicoreme de la rigidite de In 
trajectoire^ qui coinporiei bien eiitondii, une quantile arbitraire, doli- 
nissanl rapproximation que Ton idierche a obt<‘nir. 

2’ Dc cc tlieoreme resultc imiiKMliaLement la jusliHeation dc Tempdoi 
de la hausse dans les limiles izniai). En effet, Ic pivolement de Tare de 
parabolc OM autour de O, lor&que jM%ient en M', conserve Tanjulc y de 


Fig if'3. 



la tangente OT conslant. Get angle est Tangle de projection ao qui cor- 
respond a la portee OM' egalc a la distance OM du but, mesuree suivani 
la ligne de site. 

S'* Extension du theoreme. — Le Lh6oreme d(* la rigidite de la 
trajecloirc, qui est applicable entre et (— a,) sur toute Tetendue 

des trajeetoires intcrmediaircs, est (»galemenL applicable sur certaines 
dcs trajeetoires a>a,, mats non plus alors pour tons les angles dc 
site 0 *,, o'est-a-dire sur toute relendue des trajeetoires a. 

Soil ai Tangle limite de la hausse determine par la condition 
cos’ai = A". 

Mais cette condition n'est, ainsi qu’on Ta vu, que la limite extreme de 
la condition reellc cos a cosher = A*. 

Done, le lh6oremc de la rigidite dc la trajectoire est applicable sur 
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loute Irajccluire d’angle deprojccUona, jxisqu'a uuan 
donnr par la condition 


COS*{Ti = 


co«i^ai 
cos a 


gle 


fie sileliniitu Ti 


En £liniinant aenlre la relation cos a (•os®o- = k et Tequation polaire 
Irajecloire Xg = .f h ~ on oLtient 1’t‘quation de la 

courhe de la hausse limite. 

Fig. loj. 



Celle courbo OHj H| cst unc courbc fermee, langcntc ii la droilc ai ; 
•cllc coupe verticalement rhorizonlalc an point cori'espondanl & la purlt^e 
fious Tangle a, tel quo cosa = oos*ai. 

Elle rencontre la Irajectoire a, sur la ligne de site (— «,) et vient 
(inir tangenticUenient & Toriglne it la droile (, — X|). 

On dira done : Le theorime de la rigidild de la trajecloire est 
’applicable en dehors des limites (± a,), lorsque le point dt atteindre 
^e troure d Vintirieur d'xtne courhe dejinie^ dans la famille des tra- 
jectoires V, = const., par la relation 

cos a cos* v= cos*ai. 

G'esl la courbe limite cCemploi de la hausse. 


4®. TufioHiiiE. — Dans les limites da tir d la hausse qui x'ien- 
nent d'dtre ddfinies, on a le droit de remplacer la irajectoire para- 
holique par une circonfdrence bitan gente^ it Vorigine et au point 
de chute, d la trajecloire cti. 

En effet, T^qualion de la b'ajectoire parabolique X| est, pour Tangle 
polaire e : 


«t celle de la circonfdrence bilangente est 

Xjr,= 4 A cos«i sin(ai — o). 
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Eh faibanl la difforenoe dt* ces deux rayon‘^ \erteiiri>, il \ienl 


i 8 > 



= I — COS^ar. 


On a toujours la circonfcrcnoe esl au-destous do la 

parabola. 

Imposons-noiis la condition 

X<y^ " I 000 


comme precedemment ; on on deduit 

CL 

COS®ffslI ? 

1000 


c'est-a-dire cos-cr>cos®a,. Or si Ton a, d'apres le theoreme precedent 
cos a cos^o-^ cos® a^, on aura, a fortiori : 

cos^ff > cos*ai 

Done, dans tous les cas oii le theoreine do la rigidite do la trajectoire 
cst applicable, la courbe invotante p(‘ut otre consid6rec comme une 
circonference bitangente, a Torigine ct au point de chute, ti rune des 
trajectoires de la famillc Vo = const. 

Remarques. — I. Le rayon du cerclc substitue a la trajectoire cst 


Fig. io5. 



p, = — Entre les fldches Y, de la trajectoire el li ' du cercle, on a 
^ 2suia 



la relation 
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Y, - ’I ; ^ -7 langa tang*- = - 
1 2 2 


tang*- 
a A 2 


I — tangS- 


ou, encore, en remplaranl \ par — sin 2a, il vicnt 

§ 


oil encore 


A' = — sin*-j 


V.— y; ,a 

-^=tang*-. 


lOUO 


Pour a ~ 1 5 “, la difTorencc — Y'=y langa tang-^ n’esL que Je 
(rigoureusement : 0,00116 \), 


II. La trajecloire a = o, qui esty = — etanl supposee rigide, 
doime naissance, sous Tangle a, a la trajectoire 


x sin a — y cosa = 


La portce Xr est 



at 

-■— (x cosot ■+•/ sin a)*. 

2 > 0 

sing _ X 
cos^g cos®a 


5 ** ^Itanl donnecs les Tables de lir d^ine bouche ^ feu, c’esl-ii-dire, 
en particulier, la relation (X,a) entre les porlees X et les angles dc 
projection a, relation qu’un peul determiner expcrimenlalcmenl, le 


Fig. 106. 



theoreme de la rigidile de la trajectoire permet de construire, point par 
point, la trajectoire complete du projectile, correspondant a un angle 
de projection a quelconque. 
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En efFet, pour les valuurs correlatives ^o) prises dans la table, on 
obtiendra Ic point de la trajectoire a, cn decrivant de O une circum- 
ference de ravon Xu et en prenanl ^ 1 q X„ r= are < 7 — a„ » == t. 

(i® Soil un point M| de site t, <lc la traje<*toirc 7. Pour amenor le 
point M siir la trajectoire a -[-da, demontrer qu'il faiit faire tourner le 
site d'un angle do* donne par la formule 

I -r- tangT ungT 

Discuter celte formule. 

80 . Les courbes des hausses. — Apres a\oir examine le cas on le 
probl^me du /z> d'altitiide pout recevoir une solution mecanlque d'une 
extreme slmplicito, et reconnu qu’elle n’ctait admissible qm* dans des 
cas tres parliciiliers, il imporlc de discuter quelques exempi»*s, oule pro- 
blemc recevra sa solution rigoureuse. 

Celle-ci s’appuie sur la relation ( 2 V) ) : 

/ » V cos«a . 

(1) " (tangy — tangj;, 

^ cosar ° ® 

et nous nous pro'posons, comme type de discussion de ce genre de pro- 
blemes, de doniKU' des details sur Fabaqiie que Ton conslruirait si I’on 
cherchail a rcpre.senlcr, pour une distance telenietree X^, la variation 
de V angle de projection act de V angle de site C 7 , Les tables ou abaques 
de ce genre qui ont etc etablis prenant plus volontiers pour variable 
Vangle de haiisse y = a — t, e’est cet angle que nous adopterons dans 
ce qui va suhre. 

Nous poserons 

= sin2ao= K. 

<» 

L^angle ao sera done Tangle dc projection qui correspond a la 
portee X,, sur le plan horizontal dans le site zero. 

Mais comme, pour les a!ng’les de site negalifs 

la distance du but, peut etre plus grande que la portee maximum 
correspondant a sin 2ao= i, ilfaul consul ercr K = sin 2 ao, non comme 
un sinus, mais comme im simple parametrii pouvant prendre toutes les 
valours positives depuis zero jusqu’a Tinfiiii. 

L’eqiiation (i) devlcnl alors 

coscr sin2aotangSa — 2 tanga -h cosar sinaao-H 2 tangcr =0, 
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ou, en introdujhant V angle de haiisse^^=7. — t, cl’aprfis la formulc 

langa= — > il \iendrd. pour rexprcsbion de Tangle de 
® I — tang-Msog^ ^ 

hausse^ Tequalion du second degre : 


asinar 


cos^ff sin a 711 


tang^Y . 


smaaocos? 


langY + i — 


On sail quo cette equation, comnic Tequalion en a ( 83 , i**), admetlra 
deux racines yi et ^29 telles qiie Yi-)-y2+ (7== ^ ? qui pourronl se con- 

^ .1 

fondre, a la limilc, en unc seule ^12, qui sera telle que 


Yit 



r 


La solution do Tequalion du second degr6 donne 

, I ± i/i — 2 sinff sin ‘2 So — cosSffSin^27o 

® ‘ aiangff-T-cosff sin'ia,) 

Getle (Equation permet de r^soudre coiupl^lemenl le problSme. 
L'abaque sc prfisente sous la forme dc la figure ci-dessous. 

pQur ao > t5® ^correspondant d Xer> ^ ou Xa>/j^, les courbes, 

Fig. 107. 



qui partent de ff = — ^ et v = « el aboutissent au point 9 — — ^ > 
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et Y = o, pre.scnlenl une laii^enle \ertirale Mir la 



QuanJ dies passenl loules par le peiiil r = une braiidie 

allant de 7 = — - a <r = - , Tautrc de c- = - a = r. 

a ‘2 2 * 

Autre probleme. — Dans le lir coniro le sol, une qiit‘stion 

analogue sc pose : Quelle est. a altitude eonstanie^ \ la relation 
entre cl ety "I 
On trouve 

tang y( tang g ~ tang-p _ 

. -+- tangg tangYJ- 

81. Methode de SainIrRobert. — i® Cousidcrons I'angle de projection 
inconnu a aiujuel correspondent, sur la ligne de site y, une portee 
X^= OB', un dbignement 2 = O A' cl un abaisscment v = A'B'. 
Applicjnons le theordne de Pabaisseinent constant ( ia). Considerons 

Fig. loS. 


A' 



done la trajectoire d' angle ai qui admet le mSine abaissemeiit y et dont 
la portee est OB. 

Dans le triangle A' OB', on ecrira 

y — Ji, _ sin(g — or) ^ 

z COSO* cosa 

D’autre part, dans le triangle ABO, on a 

y = 2 sinaiss Xj|iangai 
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On on (leduit les deux equations 

I sim ar - 5) — mnaicosff, 

n ) \ X ^*os y 

i \<y= Xitangxi -• 

f ^ ® siniy — s) 

Mais X| et laiigai iie sont pas iiulependaiits, ct sont ici supposes 
lies par la eorrespondance dc la Table dc lir, qiii peuL etrc purement 
experiinenlale; si Ton suppose la relalioii X|= ‘iAsin2ai du vide, en 
eUininant Xi et ai entre les irois equations, on retrouve requalion 
polalre dc la trajeeioire (29 ). 

Mais les deux relations (i ) seiiles supposenl seulemenl cpie le theo- 
reme dc rabaissement constant est applicable, sans qu’i! soil specifie 
que c'eht dans Ic vide; c’est-a-dire qu’on suppose simplement qu'on 
connait unc relation X| = cp(a, ). 

Done, Vangle^de site <r etant connu, et la distance du but X® etani 
mesuree par iin telemetre, on pourra eliminer a, et entrt‘ ces trois 
relations et, [)ar suite, on pourra dediiire de la Table de lir dc Tarme 
line table k double entree (X^-, o*), donnanl Tangle de projection a (ou 
la haussc) a employer pour atteindi'C le but. 

Cette solution du problenuj du tir sur but eleve a ete indiquee par 
de Saint-Robert; elle a donne lieu ?\ To tablissenient de Tables mane- 
riques calcuUesparvonBurgsdorffpourle tir du fusil contre les ballons. 

82 . Hausse vertiesde. — x" II est possible d^obtenirmccaniquementle 
pointage d\me bouche a feu d’apres la regie du iheoreme de Tabalsse- 
nient constant, par Temploi de la hausse verticalc. 

La hausse P|Qi ou PQ 108) etant maintenue veriicalcmenL au 
lieu d’etre fixec perpendiculaircment a Tarme OQ^ ou OQ, on a, par 
hypothese, PQ==PiQ|. La similitude des grands et petits triangles 
de la figure monlre que ce precede I'calise le tlieoreine de Tabaissc- 
ment constant. 

Mais le probleme pratique n'est pas resolu; car cc que Ton connait, 
par le telemetre, par exemple, c^est la distance X„=OB', ct cc qu’il esl 
n6cessaire de connaitre, e’est Tangle a^, cVst-&-dirc la distance OB. On 
sera done oblige, quand m^nic, d’avoir rceours a la table dout ii est 
question ci-dessus. 

Si cependant (a — •s) et aj sont tres petits, on a sensiblcmenl 
OB = OB' ct -Ton peut appliquer a ce cas Ic principc de la hausse 
verticale. 

2® Mais si Ton veut discuter, dans toute sa gcnci'alite, le probleme de 
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1 emploi (le la hansse verlicale, il laul proc(Mlt‘r minnit"* an 78 jiuiir 
le tir a hausse Jixe. 

Si 1ft but M (it‘place Jsur line <‘ireonfert*iiee rle ravon 


Fitf ro'j. 



OP = D, le lieu des points d^imj^act N’ sur la hone de site „NM est ime 
circonferencc O'PQ, dont I’eijualion csi 

y sin2 3(y = 

qul n'est autre que le lien des points d" eclatement cl(*b |)rojoeliles de 
la famille Yo=eonsl. pour uno duree 6~-^sina eorrespoadanL au 

point de chute P de la Iriijectoire (4*6 ). 

Si ao esl ires petit, on pent ncgliger le tcrine en sin-ao el, par suite, 
on a sensiblemeuL 

-t y- = 

L’eniploi de la hausse verticale esl done jiuslifie dans ce cas. 

83. Abaque du Oapitaine Praraz. - - a. Clierchons tout d'aliord, 
lorsque Tangle de projection a vane, 1(‘ lieu dii point A, cloigneinent 
du point de chute. En elimlnant a luitrc TequaLLon de la port6e 
X = sinacosa el Tequalion de Tabaisseinent an point de chute 
Jo, = X lauga, on obtient la circonferenee 

= 4/iy«; 


lacourbe (X, courbe (1), pent d’ailleurb, dans Tair, 6tre tracee a 
Taide de la Table dc lir (X, a). 

6. Considerbns une ligne de site OE, d' angle de site cr. A cetLe ligne 
de site correspond une certaine courbe OA^, analogue a la circonfe- 
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•ence OA relative a Os. Oa Tobtiendra, d'aprcs le thcorenie de Tabais- 
>ement conslanl, en relevant la portce OX en 01, Ju point 0' Icl que 
D'O ~y(a comme centre et aveo le rayon O'X = OA; puis on prendra 
3ur la verticale de I, la longueur IA' = yto=AX. La courbe est tangente, 
a Toriginc, a la ligne de site or et elle coupe la verticale au point ih. 

L'angle de projection a employer pour atteindre le point 1, defini par 
son site a- et par la distance 01, est Tangle X' Os. 

Un rcseau de courbes A\ associe au reseau de droites a*, constitiie 
Taliaque du capitaine Pravaz. 

c. Soit const ruite la courbe OA, (Jig» i lo), symetrique de la courbe A 
des eloignements, par rapport ^ OX. C'est la courbe des angles de 
chute; on a a) = A, OX. Si Ton fait la meme construction relativement 
& la ligne de site OE, e'est-a-dire si la courbe OA' est engendrec a 
partir de la courbe OA' en prenant A' 1 = A1 , ce sera egalement la courbe 
des angles dc chute i dative iiient a OE. Si Ton m^ne IT parallele a 
OA' , la droite IT est la langcnte au point I de la trajectoire. 


Fig. no. 



Comme OA cl OAj ont les directions des vilcsses horizonlale et 
restanle el sont <5gales, le troisiSme cdle AA, reprdsentc la vitessc veih 
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licale (|ui, composee a\ec OA|, donne la vik's**** rL*slaat<* OA* , IJi, V 
Transportant a raiijile do i>ile cr, la longueur 0 A-- OA est la vilessi* 
iiiitial<‘: A'A', = AA| ost la \i*e‘^se vorlioale ot OA, roprosentt* la 
restanle au point dc (‘.hule, a recliello ou OA'i:= 

Ell combinanl rahaque dn oapitainr Pra\<iz a\<*r Taliaqiio do> Jiaco^ 
<le trajor corrcspondanl a Taiijile <!<* sih* r *oi, 4*'*, un aura Iouh It*s 
elements de poinla<;o_necessa[re^ pour regler lo lir sup l<*s a\ions. 

8i. Abaque a droites cotees i eoluiiel Heiirv (*1 oapitaine Rij^hn. -- 
Les solutions Icb plus simples du prohleme Jii lir d'allilufle paraissonl 
eolles qnl sonlbasees sur les princlpcs do la Xom<»i;rapliie do M. rrOraiiiie 
el qiii prennent, comme ari^umenl, rani‘l(‘ do projeelion a,, qui donnt‘ 
line porleo e^alo a Tahsi'isse x <!ii but. 



Uequatiou qui sort de point de depart esleelle que nous avons etablie 
au n” 3i, 3®, qu’on pent ecrire 

(i) SHU aa -- O’) — sina«ieCosff — sino = o 

On la transforme ais6ment cn la suivante : 

(a) ([-+■ cosaa)tangQr-H sinao*— sinaa = o. 

P, < IIARBONNIISR. TOMB I. 
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Oa pusera 


/ = A'l tangtj ct ^ = 7*2 sin act, 


( A| ot kj elaiit (ltui\ iioiubres' arbilraires » et run gnulucra, suUaiit ces 
lois, ileux /‘olu‘lIc'b rectangulair(*s et Prenons, [)ar excinple. 
A’ 4 = A* j = r . 

Laligm* iliHiile oolee i a'l aura pour equation 


i3 j 


y ( I cos a a ) H- ^ — sin 2 a = o. 


Pour 5 = 0, on n 
Pour on a 


yo= tang a; 
sin 2 a. 


Donc^ la droite rolee (a) rencontre les dtnix axes aux points qui sonl 
egalenicnt cotes (ab Ainsi, pouriy = ao'^elar^ 10®, on aura le point M 
sur la ligne colec a = 82’' (emiron ). 

Ell pointille sur la figure, sonl represenlet^s les droiles cotces corres- 

pondant aux angles a superuuirs a Alnsi, pour t= 20® el a.^ = 80", 
on iroine, au point M, a== yfi*' environ. 

En eliminant a entre Inequation ( 3 ) et sa d^riv^e par rapport a a, 
on trouve Tenveloppe des droites de la figure, (jui est rhvperliole 
2 y 5 + 5*^ = 1 3 ajant son centre a Porigine el pour asymptotes Paxo des y 
et la droite 5 + 2 y = o. 

a, En un point de Tahaque, tel qiie M, passent ainsi deux droiles 
qu’on pent dire conjugiiees, Tune colee et Pautre a^. 

Considerons, an pointM, la diflerence (a< — <j). Je dis que, (juand on 
sc deplacera sur la droite a^, la diflerence (a^ — cr) reslex'a constante. 

En cffet, Pequalion (i) admel deux racines ai et a^, entre lesqucllcs 
existc la relation (S 3 , 2°) 

1Z 

ai flCj = h ff. 

a 

Done, en un point do Pabaque, ou passe la droite co'tee a^, passe 
aussi la droite de cote ^2 = ^ — (ai — cr). 

Cette egalite demontre le theoreme : si (ai — a) esl constant, 7.2 est 
constant. 

b. Pour les cr negaiifs, Pabaque est constitue par le r6seau obtenu 
en joignant les points ( — a-) et ( — a^) et par un second reseau, pro- 
longement, vers les g* negatifs, des droiles 45 ® a 90® du r6seau des u 
et (a,) positifsr. 
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Ainsi, faUaiit ^ = — 27“, Vi— i 5 ®, on aura Ic pnint M qui donnria 
Ips deux angles dc projection 

aj = — i5® enviion et 7 S' enurun 

On a hien 

ai-i- 32= 6i®= — 27“. 


80. Niveau de poiutage du capitaine Sarfati. On pent reaiuser ties 
instruments de poinlage qui permettent, coniiaLssant de diriger 
convenablcment Taxe du canon, c'est-a-diro de le pointer sous Tangle a, 
par la simple operation de la \isee sur le hut. 

Tel est le ni\eau du capitaine Sarfati, dont ieprinri[»e esl le suivant: 

Soil uu angle droit ABC, doiil le bras AB est maintenu cnnslammenl 
horizontal. Soil AB=i. Le point A est la charniere d'lme droite 
mobile AD, dirigce conslaninicnl \ers le but ; Tangle Vie site -r est alors 

Soil*, (Tautre part, la lige CD relice a la droite AD et au bras BC de 
telle manierc quo DC = i et que BC = sinajp. Je dis quo, dans cc sys- 
teme articule. Tangle des droiles CD et AB est egal ^ 2a. 

En effot, on a 

Dli = Dl' - BC = CD sill DG> sina(y:r 

D'autre part, 

DE = ( VB -4- BE) tangey = (i-h cosDCf) laager. 



( I 4 - cos IDCf) = sin DCF ■ 


tangcr^i 4- cos 


• sill % (X.X* 


lAir suite, 
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Si r on comp»'ire celte rt^laltnn avcc IVcjiiaUon <2 / du numrro piv<‘e- 
dcnlj on \oit quo. Ddt’ = 2 a. 

c. Q. F. n. 

Uaxe du Ccan(»n [>rendra la pusilioii DG. piiisqu(^ le lnan}»le DGG esi 
iMJscele (H qu'oii a DGC = = a. 

La realisation mecanKjuc de cet instrument esl tres simplo. 


86* Abaque.'d. points align4s du capitaine Lafay. — Prenous commo 
xariahle Tangle de lianssc v = a - cr; Tequalion 1 2 ; du n" 8i s'cerira 

< 4 ) sinaa^-H-i 1 — cos 27 )taDg 9 — sin 27 = o 

uu oneore 

. ^ . sinsa^r ^ 

langT tang-^ V ^ (j ^ tang*-; » — tangy = o 

P(»sons 

.ri = sin2a.r et J^j=tangff. 


Prenoms un syslcine rcclangulaire d'axes ( O, x), Siir Taxe Ox^ 
poplons rechclle des Xi = sinaa^ el, ^ur une parallele k Ox^ menee par 
le point = 1, porlons rechclle des Xa= tangcr. 

Je dis quo, sur la droile (j^i, JTa), trouve alignc le point doul Icb 
coordonnfies reclangulaires sont : 

sin 2 7 I — cos 27 

^ “ a — C 0 S 27 ’ 2 — C 0527 ' 

Ell efFel, la droile i x.y)^ (j?a, i ) coupe Taxe des x au point 


= j?*-+ 


X — x% 

i-r * 


Remplaganl (jt#, J') p«^r leurs valeurs, on Lroiue 

a?' = sin a 7 4- (i — cos 2 7 ) tangv , 


e’est-a-dire, d’apres Tequation (4), 

07' ss sia 2 aA 




C. Q. K D. 


En 6liminant y entre les expressions de x ct de on trouve rellipse 
x^-+-iy ^ — qui ^ son centre au poinl Elle portera, 

pour chaque point, la cote y* 

La graduation de Tellipse se fait tres simplcment en joignant le 
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jioiat 3 * - - o aii\ points Micre.sslfs <lr IVohrlle , x,’ ol. en !U.s(*ri\dnl le** 
\alours ( orrr.spondanlos et snr Tcllip.se ; ou, inver'^emeiit, 

cn faisaul 7^-=: o, el joignant oe point an \ points de roeludlt* it*. 


Fig. 1 1 3. 



Line clroite quelconque AB, joignant un point A cle Frchelle rles t 
un point B de F^chelle de.s (a,*), coupe rdlipbe cn driix points Mi cl Mg 
ou un seal 011 zero : on a deux angles de projeelion repondant fi la 
question dans le premier cas; si la droite esl laiigenle a IVllipse. 
Fangle 7 lrouv6 corresjxmd a la porlee inaxiinum siir la lignc de site. 
On a, {)our les coordonnccs du point M| : 


jr ^ I — cos a 7 
X sin ay 


~ langY 


L'aiigle y est done represente, sur Fabaquc, par Tangle M< OB. 


87. L^hypotlidse de rAide-M6moire. — Nous avons dil (81) que les 
propri6Les sur lesquellcs on a base Ic calcul des table’$‘et la construction 
(les ahaques, envisages au\ n‘'" 81 el 83, nesupposa lent pas cxplicilemcnt 
que lo til' avail lieu dans le vide, mais seulenient que Ic tlieoreme de 
rabaisseinent consiaul pour un menie eloignement, etail exact pour le 
lir Jans Fair. 

De raeme, les conslruciions des n®** 84, 80 et 86 subsistent dans Fair, 
moyennant une certaine hyj)olhese. 

V Aide-Memoire A r tiller ie formule cette hypolh^se dans les 
termes suivants : On admet que le rapport de V abaissemeiit de la 
trajectoire dans Pair d Pabaissement dans le vide, pour le mime 
projectile^ est inddpendant de P angle de^ projection; de telle sorte 
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qne. pour un projectile donne^ tire a uueritesse donnee, ce j'upport 
ue (lependrait que de la distance, 

II en I'csulte quc rcqualion dc la Irajertnirc daiib Pair pent clre mUr 
sous la forme 

A'".?** 

r = j tanija — Fi jr. V,, i. 

la lonctioii F ue renfcrmarU pas Tangle a. 

Soil y, Tangle de proj<‘clion qnl donne la portee x ; on a 


0 = langor^ 




T(^, Vo), 


viVgcos*a., 

Eliminant-?^ Fi r, Vo ) eiilre res deux: equations, il \iendra, en 
^ ' (S 

, po^anl = langT, Tequation 

COS^tta. 

( I ) tanijfa = tang a — — tanga^r 

qui est idenliqiie a Tequation 

{ I -r cos2» itani* t sinjy, — sinaa =: o, 

base de la ihcoric des al)a(|ues ei-dessub. 

Mais Tequation ( i; pent s’ecriee 

tangff = tanga — ^ 1 -+- tang^a ) sinaa.i- 


ou, ordonnce par rajiport a tanga, 

a 


tang*a- 




langa - 


SlU^Vx 


langd-H I =0, 


J\)u Ton tire 


tanga ; 


I di /cos*2ar — a tanga sin 9a,. ^ 




Tableaux de V Aide-Memoire, — Cette formulc cst reducliblc en 
unc table numerique a double entree (a el a^), qui est donnce dans 
TAide-Meinoire; a Tintcrscction d’une lignc <t et d’unc colonne a^r, on 
tronve Tangle de projection chercbe d; un abaque eonstruit d’apres ccs 
Illumes donnces numeriques pent rcniplaeer le tableau. On pourra en 
etudier les proprieles d’apres T^Squation qui donne tanga, en fonction 
de ttjy et de a. 


Autres ^l^ments de la irajectoire* — L’hypolhese de TAide- 
Memoire conduira immediatement, pour les aulres elements d’un point 
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quelcnnque de la au\ formuk^ sui\aul4‘^ : 

. cos^aj: cosa^r 

tang- = langd ^ tanutu- t^tj 

cos^a ' cos a 


/ = 


a cos-y 


» sin‘>a — sinaar u = w 


<'i>5a 

* — «■ ■ • 

4 nSlr 


88, Tir k angle fixe. — Daii'^ raucienn<‘ artillerit*, el nienie dans eer- 
taines pieces de rarlill<*rie mcKlerin* de irancliee, le (ir euurbe Jes 
inorliei’s s'effeclue parfois soiib fl<‘s angles de projection fixes a l'a\ance 
et pen nombreux, eL, pour regler le lir, on ai;!! bur la ^ itesbC initlale, c'esl- 
a-dire stir la charge de poudre ou la capacile de la chaml>re a poudre. 

Les Tables de tir donnt^nl done alorb, pour cerlaines \ideurs tixe> 
de a, la i‘harge (nii la vilesse inilialci coiTebjjondaul aux diflerentes 
polices X, 

i" Soil un but dont TabbcibbC esl x el Tangle de site s'. Prenons 
Teijuationde la trajectoire qui passe au point ur, s') soUb la rurine 


T tanga — tang? 

X tang'a 

Si Ton possede ime (able dounant les valours de la fonction 
deux arguments a et on saura on deduire, pour 

le tir a angle fixe donne, a = par exemple, la porlee \ de la trajec- 
toire cherch6e, qui passe par le point (x, o-). 

La Table de tir fera alors connaitre, pour Icb domiees a el X, la 
charge employee, r/csi-a-dirc la vilesse initialc, 

2 " Abaque de M. Pesci. — Nous avons ciabli, an n*’ 34, Teqna- 
lioii (6) dc la trajectoire : 

ou bien 

tang(j = ^i — tanga. 

Dans cettc equation, Vj; repr^sentc la vitesse initiale ]>rise dans la 
Tablp de tir, qui donne la porlee egalc k I’abscisse du bni; linconnm* 
est Y O' 

On inettra cette equation sous la forme 

t VJiangs +■ VJ tanga— VJ tanga = o. 

Posons 

y =s A'i tangff et 5 = As VJ, 
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CHAP, lilt — LES PROBLEME3 DE TIE DANS LE VIDE. 

On aura un abaque a ligne.s cotecs Vo les droites bcronl 

> 


Fifr. ii4. 



Elies partent toute's <hi point cole « sur I’axe des el passenU sur 
Taxe des 5, aux points de recliclle des t\ r)* 

;i* Abaque ginernl de M. Pesci. — Au’Jicu do oonsidircr seule- 
mcnt, comme dans raba(|ue pric4dent, Irois variables (t, V/-, ^ o)i ‘“OQ” 
sidorons, en plus, lu variable a. 

Prenons deux axes rectangulaires (S#, y ,) el une parallele ys k O’/j, a 
la distance ; = i. Porlons, sur y, el yj, les ^chclles 


y,= tang(j, 

Fig. I >5, 



11 esl facile de verifier que les irois points (y, o), (yj i) et 

y = t _ tangg 

'* VJ-t-tanga’ ’ Vjj-t-tanga 



LE TIU d’\LTITLDE. 
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suiiL ali{ineb eii verlu cle roquatiou 

\ i; tan;T - ^ yj taiii* a — Vg tariga s= o. 

Kllniiiiant eiiln* y cl c, (ral)ord \ puis tang a, un aura 

yH-$tanga — langa = o. = 

Les lignes cotees a sont <loiic dcb droilcs* coacouniiil an point 
y = O, 5 = I . 

Les lignes cotees Vj; parlent du poinl O et aboiitlssent au\ divlsnm'^ 
Vi sur (xs i). 

Atnsi, etanl donnes et cr, on joindra les deux points re[)resenlaliiV 
A et B. On cherchera riulersection C avec la ligne colee a, ct \\m 
joindra CO, qui coupe Taxc des y^ an point Vo cherche. 




LITRE 11. 

Lk BALISTIQUE KECTILIGNE. 


CHAPITRE I. 

MOUVEMENT RECTILIGNE HORIZONTAL. 


1. - FORMULES DU MOUTEMENT HORIZONTAL. 

89. Hypotheses. — L’hypolhese, inverse Je celle Jumouvenienlclan^ 
le vide, s’obtiendra en supposant que, des deux forces qni agissenl siir 
le projectile, savoir : la gravity g el l\(cceleratmn eF( /') de la n^sis- 
iance de Vai}\ la premiere g est niilJe. C'est le second casMmite du 
probleme balls tique. 

Cetle hypolhese se realisera, en pratique, avec line approximation 
plus oil inoins grande, dans trois cas dislincts : 

I® Le mouvement est recliligni* quand la perte dc poids du projectile, 
plonge dans le milieu, est egale a son poids. Ce sera, par exeniple, le 
cus du mouvement horizontal d'un corps floltant sur un liquide en 
repos ; 

2 ^' Le mouvement est rectiligne, en premiere approximation tout au 
nioins, lorsquc g sera Ires petit devant cF(r) : tres fort coefficient ba/is^ 
tiqiie c, tres grande vitesse u; 

Entin, le mouvement est encore recliligne, en premiere approxi-- 
malion, lorsque Ton considerc iin arc de la Irajectoire ires voisiii du 
sommcl de cetle courbe, et tel quo les inelinaisons t aient des valeurs 
exlrfimement voisines de zero. La vitesse en un point el la resistance 
tangcntielle se projeitent alors, tres approximativement, on vraie 
grandeur, sur une horizontale, et Tare de Irajectoire diflfere intininienl 
pen de la corde horizontale qui le sous-tend. Ce cas doit done fitre 
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HIM*. 1. — Mol\KMKNT Kmil H.NE HORIZON TAI-. 


rnninio un ilu balUllqut*, corre&poniJanl 

it 1 li\ t 


ftib Equations du mouvement. — Soit t’Ftri I acceleration do la 
rc^Uiancf du luilicu. fan^enlitdlc lii. Prenons, pour axe deb 

.r, la direct inn dii muu\cment. On aura, pour dcliiiir ce mouvemenl, la 
‘'Culc ctjualinii ditlcnuilIcUc 




— cFt 


Coiniue. par detinition dc la vitessc \\ on a = ^, Tequalion dille- 
renticlle jinurra s'ccrin* 


in 

dt 


= — cF< r'l, 


d'ou Ton dediiira Ic temps / par Tintcgrale 

' cX^ F(.)’ 


en do.signant par r la vitesbeau temps /, el parV^ la vitesse initiale, 
pnxir laquclle oil suppObC t = o. 

Pour a\oir rabscisse on ccrira 


r dv 
V dt 


as — cFt'e) 


ou 


I’ dv 
dx 


— cFi'r ), 


CO qui domiera x par rintegmlc 


= 


I V dv 

fTTJ’ 


en preuant x = o, pour / = o et pour v — 


91. Fonctions S(ej el D(?'). — Le probleme est done resolu, moyen- 
nant leb deux quadratures indiquees. Avec la fonclion F(v) donneo, 
soit par une expi'esslon analytique, soit par une table nunieriquc, 
on saura toujours calculer, line fois pour toutes, les tables de ecs deux 
integrales. Ges tables seront a simple entr6e et feronl connailrc, en 
regard de la vitesse r, Ics produits ct et cx, 

Supposons ces tables construites, et representons les deux integrales 
par les notations suivantes : 
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DISCISSION in ' ’Nlnl \CTFA’r. 

La^ilesse\. cLoisie pniii* uri^iinD <I«s O'*! arlnlraire. ot Ton 

suppose S<Vi = u el D'\) = o. La \ smi aNantayeuspnionl 

prise en dehors ties limiles des vilesses qu*un t'lura a iitiliser eii pratiqiio: 
Ics uomhres de la table seronl ainsi toujoiirs ile memo 

Les erjuations (jui doiiaenl / el x seronl alurs 

Sii'i — S»\«» Dim— D i\. 

I = ■ " ■ " ■ ' " t t/* =s: " ■ . .1 ' 

C C 

ou encore, par abrevialioii, 

, S--S„ D-D. 

c r 

Les fonctions Sum el D(im ^ont deux det^/oncfions balistiqut*^ dile-* 
de Siacci\ 

Theorhnes. -- Lcs iheoremes qui sui\ent resultenl imniedialenien: 
dt‘S formules etablies ci-dcssus : 

1 ” Si deux projectile^, de coeflicieuls bahstiques c cl c\ sonl lanccv^ 
a\ec line mfime vitesse initiale Vo, les abscisses x el x et les temps r el t\ 
au boul desqaels leur vitesse sera deienuc r, sont inversciiient propor- 
lionnelb a leurs coefficients balistiques: on a cx = e ,r'ct67 = cU\ 

3* La table de la fonction S(u) donue lien, pour le u une [iro- 

pri6te analogue. 


II. — DISCUSSION DU MOUVEMENT. 

9i2. Fin du mouTement. — Nous supposons (|ue F (v) esl une fonction 
continue, essenliellement positive et croissante a\cc v. Done on aura 
F'(u) > o. Pour u = o, la fonction Fiv) prend une valeur finie, qui 
peut dtre zero ou un nombre positif- 

Considorons, a partir de Toriginc V©, Ic temps total To ecoul<5 el 
I’abscisse totale Xq parcouriie lorsque, la vite.'^se v 6tant devenue egalc 
a zero, le mouvement se trouve eteint. 

Introduisons, ainsi qu’il est dit au n® 13 , le degro n de la resistance ; 
le degre correspondant 4 u = o esl d6signe par /to* 

Soil done /Iq un exposant tel que ait, pour limitc, une quantile 

finie quand v tend vers zero. Cela revient, dans le voisinage de ?' = o, 
4 poser F (u)=:u''* + B 'F (u)], la fonction ^’(»0 tendant vers zero 

avec u”o. 
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\IOl\EMrNl REf-TlUfiXE IIOIUZONTAL. 


t»n a ^== ia \ilf‘ssL» v ilecruilra indcfinimeiit a\tM* 

fi( 

[»ui 5 quf‘ sa n»‘ [mhiI cliang<‘r de sione. On am\eni 

dour a iim* rrrlaine \oisine de zero pour que le dc\elop- 

r-ri = / '''» [B„ -i- B 'F i r » j b*appH({iu‘ a partir de u,,, De V,, a r„, 
I** temps et Tespaet* M»nl piiisque, dans co.s liinitcs, le denomina- 
leiir Fu ) lies iiit*‘»rales S et D ne s'anmile pa^. 

Fiiini e,, el e, on aura irune nianiere i»eiierale, pour un ex{)0'sanl 


juclftnKjHo: 



C/u=s — j 

1 

/' * dv 


0 

CJ-u = — 1 

r'' / 

dv 

, Ft*-*" J. 

,, HnV- 




Faisons it*ndre niaintenanl r vers zero et n vers n^^ Les quantiles 
To cl \^^ seroiil fillies ou infmies eu inemc temps qiie et 

DitFerents cas st‘ [U'esenterunl done suivanl la valour de Texposant 
qiii doit elre suppose traillours ^ o, d'apres Thypolheso F'(r)^o faite 
siir la fon<*tion Fin, Ils sont n^siimos dans le Tableau suivant : 



0. 

<1. 

= 1. 

<2. 

= 2. 

>2. 

To 

fini 

fini 

30 

ae 

90 

00 

X 

fini 

fini 

fini 

fini 

00 

00 


« Puis({ue Fexperience nous apprend qiie Ics corps, qui se ineuvent 
sur unc surface plane solide ou qui llotlcnt sur un liquide, s’arr^tent 
apres un temps fini, <ui pourrait cnconrlurequelafonctiondela vitesse, 
qui, eii pareil eas, reprosente la ri‘sistauce, doit contenir un ternie de 
degre Inferieur au premier »> (de Saint-Robert), 


93. Orig^ine du mouvement. — Le projectile, qui poss^de a un point 
initial donne la vitesse Vo, doit Sire considere, analytiquement tout au 
moins, oomme ayaiit ete anime, en amont de ce point, <le vitessei sans 
eesse croissantes, jusqu’a ?; = cxj; la variation de ces vitesses est reglee 
par la loi F(r) generate <le la resistance. 

Mais le temps T. et Tabscisse seront-ils finis ou infinis, depuis 
cette vitesse infuiie jusqu’Ji une vitesse Vo finie? 

Ce probleme se resoul lout a fait de la mSme mani6re que le probleine 
precedent, en posant, pour de trds grandes valeurs de v, la formule 

F(v)=a«o.[B„,4- 



DISCI .‘‘‘'ION Dl MOlVEME^^. 
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« F ‘ tM 

Texposanr /?* etant tel que air une \ak‘ur tiiiie pour i = x. tjuo 

IX » = u, 

Pronons. en umonl tie ^ \ilesse que tl<*isij:ntM*ons par r ; #*r 

a parllr tie laquelle, jiiisqu a r = x, la formule pn^cMMlenle soir appli- 
cable. De ri a ^ 0 : temps et Tabst seronf Unis. 

Integnms depuis i\ limite siiperieure de Tintegrale. jusqn'a llnuLe 
inferieure; on aura, en desigmmt par et .r^ le temps et Tabseisse 
coiTespondaiits : 


ct» 


r 


civ 
F( V) 


et 


e./*« 



' V fiv 

F7~‘ 


Pour un exposanl n qiieleonque, on aura 


c/« = 


c.r* = 


f 


B«( i~ /i) 
1 

B,i( 2 — n ) 


iv^ 


Mais et X^c bcront finis ou infinis en meme temps cpn‘ t*t .z**- 
Faisons done, dans ces formules, r =oc et n = /?*: smvant les valeurs 
de rexposaiil t»n pourra dresser le Tablt‘au sui\unt : 


/1 30 • 

0. 

<1. 

= 1. 

<‘2. 

•= 

>2. 

T« 

00 

00 

ac 

fini 

flni 

(ini 

X. 

00 

oc 

oc 

90 

90 

fini 


94 . Application. — Supposons que la fonction Ftrj puissc ^tre niibe 
sous la forme ePun poljnome ordonne suivant les puissances descen- 
dantes de r : 

F(t; ; = B/i B/i— I V'*'”* -f-. . «-4- v”— 

avec ni positif et J//. 

On a 

/I s et n — m = no* 

I® Pour que Tabscisse totalc paroourue depuis == jusqu’a 
V = o, soil fiuie, il faut que «(, <; 2 et /?«, > 2 . 

Par cxenipb* : 

F(u) = Bit; -hEsV*. 

2 ® Pour que le temps total T“ , de \o = a r o, solt fini, il taut 
que /lo < I et n, > 1 . 

Par exemple : 


F(t;)=B«-+-B 2 i;». 



nivK i. — MOfvKMKVr Rrrriin.vi: m*ni^ 0 XT\L. 

Kniin* jM*ur a la fois. t^l 1 ab^rissc \" soient fani*, 

il faiil qui* //j, <; I et fi ^ *. 

l\n‘ < vt-mph* : 

I*', j =3 H,i — 1*5 r* — 

i’ V I*' ras <1«‘ i ~ I t)U I'ahsrisse est inlinir, 

l.iiali'' qu»* l<* tiin. 

M'5. Btude de la courbe des espaces. Fonction mouvc- 

ini n( HM hliuiu* horizoiUat M*ra par line courbe donl les 

j*nnl 1**'* r allanl de o a x. et ordouneCis le pro- 

difit rr, O ^t*r*i aus<i hi cmirbe i*c*prt“^<‘n!ali\e de la tonelion D\^v) on 
roin lhni r; elle i ou[»eraraxe dc‘s r an pinnt V cboisi arbilrairement. 

Enin* h**. inlli.de <*t rcbtauU* /*, la diftVi'ence MN des 

oriionin*t*s dr la rnurbe re|»resente le pnaliiil cx. 

Si Ir poinl \ loinlie enire V ol i\ le produit cx est repre.sontc par 
l.j ^uimn(‘ des ord<muet*s des pniiits \ el 

Fig. III". 



Nous savons (92) qiie si, pour ?'=<», on a < 2 , le point Q,,, ou la 
courbe rencontre Taxe des cx^ est k distance fiuie. 

Lc point Q«, autre oxtr6mii6 de la courbc qiil correspond a v = cc, 
n’esl a distance iinie qiie si /?^ > a (93). 



Disnssrox I>1 MOlVr.«E\T. *?no 

Chcrchons l't*xpression dr la lani»i‘nlt‘ rn ini poinl dr Li tMinrlir; 
On a : 

c dr __ /’ 

di F* r • 

Soil n le degrr Jo la resUtancr cn un point rouraiil. 

Posant F (r ) = r'' rt c B,/ = 6,/, on aura : 

, dx 

Tangente aa point Uq* - - Pour r = o, [H*ur n = on 


Wo ^2, Xo = 00 {asymptote verticale^ qui esi Taxe Jos cx > ; 
72o> In Xo fini (tangente verticals; 

Wo = 1 , Xo fmi inclinee : — i j ; 

/io<; I, Xo fim (tangente horizontale \ \ 

Wo = o, Xo fini (tangente hoi izon talcs. 


Tangente au point Q^. — On aura, de mrniL^, pour r=x rl 


fmi {asymptote horizontale)\ 
w«,= 2, X«, = 00 {direction asymptotique horizontale ) ; 

I ? X„ =: 00 (direction asymptotique horizontale ) ; 

7i„= j, X* == 00 ^csymptoie inclinee : bn < j ; 

/i«, < I , X^ = 00 {direction asymptotique verticale) ; 

n„ = o, Xo, = 00 {direction asymptotique verticale'), 

Ainsi done, la courbe (i?, cx) ou D(?’) pent avoir, vers les vites&es ires 
faibles, les quatre formes ci-apres {Fig, uy). 

Dans la region dcs vitesses tres grandes, les formes possibles de la 
courbe (u, cx) ou D (v) scront les quatre oi-apres (Ftg. i i8s, 

Dans les cas de = i et d'e >2, il existe unc asymptote de la 
branche inclinee dans le premier cas, horizontale dans le second. 

, Gomme oes formes de la courbe, aux deux extremites, sont indepeii- 
dantes Tunc de I’autre, il pent arriver qidunc forme quelconquo du 
premier tableau puisse se combiner avec une forme quelconque du 
second. 


P. ClI VRnONrS’IBR TOMI? I, 





Discrssiox DU MOUVEMENT. 


>1 I 

Points fVinJIerion, — Lorfi>qu<‘ les courburo^ an point Qj, et an 
point sont opposeeis, les conrbes presonlenl iiii point trinflexion on 
un nombrc impair clc cos points. Si elles ont des courbures dc meme 
sens aux points Qq , dies presontent zero ou un nombre pair Je 
points d’inllexion. 

Dans tous les cas, ccs points corre^pondent aux valeurs de v qui 
annulent la derivee seconde : 


_ liF'— F 
^ dv^ “■ F2 ‘ 

Gc sont l(‘s points pour Icsquels on ixvF' — F = o, c’e.st-a-dire ceux ou 
la fonrlion F (v) devient proportionncllo a la simple vilessc, ou encore 
ceux ou Ic dci»re de ivsislance do^ient ej»al a un (13) : la langente a la 
oourl)(‘ F (r) passes par rorigine. 

Reinarquons que, dans le cas d’une resistance lineaire 
tous les points de la courbe (e, cx) sont <les points d’inllexion : c'csl 
line droil<‘, doiiL requation cst — — e. 

Dans le cas (Vunc resistance conslanle : F(^/') = la eourbe (e, cx) 

esl ua(‘ paraholc (^o — (luouxenicnl uniformcmciit relarde'). 

Si la courbe (?’, cx) cst tinie, dans un sons ou dans I’autre, on pent 
prmidre [)our vih'ssc W origine do la table de la fonclion D(e), soit 
\ soit \ =oo , suivantl(‘ (‘as.Mais, dans Ic cas ou 
on U(‘ pout juHuidn* le point do depart des tabl<*s a ces oMremiles natu- 
ndles; on clioisit arbilrairomoul im<‘ \ilosso \ , pour laquellc on donne 
nnt‘ Naliuir arbilrairo a la fonction DM, La souslriiction qu'^ndicjuc Tojie- 
ratioii : rx D (r) i)(,\ o) fait disparaitre ct Tarbitraire de la \ itessc V 

el rarbilraire dl^ la Nalour iiuliale dc la fonction D( \ ). 


9 (). 6 tude de la courbe des temps. Flinction S(rj. — On disco tcra 
(I’unc fucon lout a fait analogue la courbe dcs temps ct ou S(e> en fonc- 
tion d<‘ 0, <‘11 coiisideranl la <lerive<‘ : 


c df 
dn 


i 

V 


ou 



1 


f,U * 


Tangente an point ilo : 


•’ 1, 
tlQ I . 

/lo - o, 


00 {asymptote verticale^ ({ui est Taxe des ct ) ; 
To fiui {tangmlQ vcrticale); 

'r„ lini ^tangente inclint-e : - i^- 
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CHAP. I. — MOUVEAIENT RECFILIGNE HORIZONTAL. 


Tangente au point £i^ : 

I, fini (^asymptote horizontale)^ 

^ I, {direction asymptotique horizontale)] 

n^=o^ T«, = 00 ^symptote imlitiee : hn = — i J • 

Fig. 119. 



La d6riv6c seconde ne s’aimulo qne pour// -o. Done, 

il n’existcra pas d^nflexion en dehors de oc cas^ qui corres[)oud ix uuc 


ed^t F' n 



DISCUSSION DU MOU\EMENT. 
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tangenLc liorizontale do la courbe F (?'), cn iin point courant de la 
courbe (13). 

On lie pent prendre pour origine dc la table de la ibnction S ( /' ) une 
d(‘ scs cxtremites naturclles quc si tiQ ^ i ou > i . 

97, Nomogranunes des fonctions D( r) ot S( — On obliendra la 
solution graphique dcs problemes du momement rectiligne horizontal 
par la representation nomographique dcs equations 

^ = D(a)— D(Vo) et = S(iM— S( Vo). 

Premiere solution. -- Soient deux oehelles paralleles (^I) et (^II) por- 
lanl chaeune les Nalciirs dc la fonction D(r) graduees en vitesses; elles 


Fig. 120 



sont clisposccs cn scuh inverse I’uno ile I’autre. Soil (III) l’6chelle dcs cx, 
sitn^o an milieu clc I’intervallc (1) (II); I’oriRine de I’tSclielle cx csl k 

riulcrseclion dc>(lll) avee une <lroile cjuelconciue rclianL deux points de 
mfiinc cole des ^clielles (I) el (IT). L’dchcllc (III) porle une graduation 
rdgiili^rc. 

En joignant V#, sur r^cliellc (1), k v sur I’echelle (II), jc dis que la 



•u4 CEIVP. I. — MOUVEMENT RECTILIGXE HORIZONTAL. 

droite AB c(mpe T^clielle (III) en un poiiil B Lol quo OP~c*j: salishdt a 
la relation c*jr = D ( ?' ) - - D i \ 

Joiguant, on cffet, BO ([ui coupe ll) en B ; on aura lMB =:]NB — Did; 
conime MA = D ( Vo), on a 

AH'= iMD — MA = D(iO — DiVj. 

Done AB' = cj:* ; puisqiK* OP = *-^5 il aura bulfi de gradiuir regu- 

liereraent (111) en fonction do cx (^au lieu de -—j) par la determination 
d’un point arbitraire dc Teclielle, pour avoir la solution du probleme. 
On aura un nomogramme du meme genre pour cL S ( r ) S ( Vq), 

Deiixieme solution (Ingenieur general Jacob). --- Sur rerbelle AA 


Fig. I 21. 



porter la fonction j? D(^)) gradueo en v \p oiant 1 (‘ modiih* dii nonio- 
grammo). Prendre ON = X ^ m etuut un <a>efli(uout arbitraire, 

, i -t- mx 

(I 4 ternun 6 par exemple |)onr que la gri\<luation tie Taw* ties X, (lui (;M u 
en A soil 1 0000“ on 0 . Alors m = ~ — . Pour a™ 00 , on a ON' - - A. 

1 nooo * ’ 



nisccssioN Br mouveaie^t. 
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On marqiiera x en : prendre MjN =p ■ Le lieu de M, quaiul 

X varie, esL une droite passant par B cl par le point Vo surrechelle AA . 
On constilue ainsi un reseaii qut forme le nomogramme. 

Solu SLir BB', pris : BO =; pc, Joignons OK; le point K correspon- 
dant a Vo sur Tecliclle AA'. 

On demoiiLi'era aibdment que l,es quatre problcnie^ jjossibles eiitre les 
qualre variables ( c, Vq, x) soni facilement solubles au moyen de cel 
abaque. Ainsi, soienl donnes (c, Vy, X), On menera par l\ cote r. une 
verticalo qui coupe QK en I; la droite BI coupe 1 echelle AA' au point 
cote r, vit(‘bsc restante cherchce. 

98. Gourbes des espaces en fonction des temps. — C’est la courbe 
/, Vo), qu’on oblicndrait si Ton pourrait elimiuer v enlre D(u) 
et S(u). 

Soil, a I’origine des temps, 0 la position initiale du projectile. 

On a, en lout point, — = v. 11 n’existe pas do point d^inllexion sur lu 

courbe / (j", t, \„), car on a — cFu’ ), ce qui ne pent s’annuler 

quo pour (’ = (». 

Fig. I 22. 



A rori}>In<! O, la courbo partavec la vilesse \ oi \itesse diniiiiuanl 
sans C(!.shO, la (amrbo osl coiucxo vers l’a.vc clcs sa. La vitesse s’annu- 
loi’a, t:’<‘sl-«i-(lirc la langcnto deviendra verlicale au boul d’un tomjis T„, 
infiiil .si /<« . I, au boul d’un l(*m[>.s T„ iini, si n,, - i (92). 

L’absc.issc \« sera (inic si /t« a; inlinie, dans les aulres cas, oil la 
forme d(* la courbo sera parabolique. 

Pour i<!s temps u(‘}i;atifs, la langentc a la courbe devienl toujours 
horizonlalc, pour o ^ ao ; si /i« ■ i, le tcmp.s T, esl fini, el si n. "> a, 

I'abscisse X, ogalemenl. 



2r6 OXUP. 1. — MOUVEMENT^RECTILIGNE HORIZONTAL. 

On aura done le moycn de dibculer la courbe dans ebaque cas parli- 
liciilier. La figure represente le cas dc 2 el de i, oii Ton 

a Ti fiiii el' X® fini {94V Ce sera, par cxemple, le cas dc 


99. Cas d’tme resistance monome. - i" Dans le cas d’luie resisLan<'e 
F(e) proporlionmdlc a unc puissance n dc la \ll<‘sse F {r) = les 

deux inlegrales S ( v) et D {v) s’exprimenL aisenici^ au moycn de fonclions 
donnucs. 

On a, cn ofret : 


dv 

r*’ dv 

1 


F(«) - 

,/v 


U 

*■ V dv 

r'-' du 

T 


F(v) ~ 



T) 


( ti2 -H V2 ‘H). 


Par \', on designe une vite&sc quelconque, qui jicul, dans ccs for- 
mules expliciles, etre la vitosse inillale Vq. 

2 ® On pent, au moycn de ces formules gencralcs, clablir Ics formulcs 
parliculidres suivantes, ou Foix a donne a 7i differences vabuirs. On pose 
c B« — b„: ■ 


n. Temps. \hsrisse. 

0 bn t=:\o—u 6„ a- = ' ( Vg - t-s) 

1...1 bit = \og~ bix^\n~i' 



« bnt = \ ( |I* « _ Vg ") 

On remarquera la relation g6ncralc b„ I — = b,t+\ x. 

Pour n — (), cc sonl les formulcs d’un muuvuincut unlformcmonl 
rclardo. 

Pour la lin du mouvement (92;, on aura : 



n< r, 
n < 2 . 
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Pouf Torigine du mouvement (93 1 , on aura : 


T« = 


X 


ee ■ — 


(71— i;6„V{r‘’ 
— I 

( ^ ^ d ^ 


si n> I. 

SI n > '2. 


'll: 


3" Abscisse enjonction du temps. -- Eiitre les formules qui clonnenL 
bjit ct bjiX^ on peuL ais6menL elimlner r cl obtenir Tequation explicite 
gen<5rale qui relie (a?, Vq) (98V C’est la relation 


Posons 


On aura 


1 1 
[I - 1)V2-1 = [i*4-( 71 - -i) 


x^{n^x)\r^bnt - [>t, 
r H- ( /i — *2) V X = (1;*., 

Pp= Qp. 


C’cbt roquaLion d’unc paraholc ou d’unc hyperbole genci'ale, dont les 
droiles P^ = o cl Q.c = o sonl les asympLoLes. Celles-ci ne peuvenL done 
jamais etre iuclin<}cs sur les axes Ox el Ot. 

Pour cheridior Ic di^gre dc cclte courbe, posons ni el m' etanl 

deux nombres cnliers posilifs. On aura 

jjj. 


Premiet' cas. - - On a <» ^ « • \ i . Alors m c m' et a fortiori 

fig. ia3. 



m 2 /n'; Ics exposants scront positifs .si I’on (*crii 


p*nt/-OT_, Qmi-m 
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Lo degre de la courbe sera {2 in — m) en t. Exemple : n = - , d'oii 
m = i, m' — 2, Done le degre de la courbe est 3 . Son equation est 
Pf’ = Qj 

Deuxikme cas. — On a i n < 2. Done m' zm'. L’expo- 

sant {m — 2m') esl n^gatif, et (m — m) est positif. On ecrira done 


Fig. 194* 



avec deux exposanls positifs, dontlasoramc esl egale a m'. La courbe 
esl line hj’perbole de degre m' (jfig. 12^). * 

3 

Ainsi, soil m = 3 , mi~2^ le degre de la courlx^ est 2. Sou 

equation est i == ou, cxplicitement, 

2Vo< 

a; ^ — • 

Pour /z==‘r, on a 

I == p^Qa. 

Troisieme cas. — On a n 2. Alors m > a Comnu^ 
m — --2 in\ le degre de la courbe est (m — m!) eu x [fig. 1 25). 

Ainsi : 


II 

m = 3 , 

1, 

on a 

= QJ; 

« = 4 , 

TO = 4, 

//?'= t, 

on a 


8 

”==3’ 

3 

II 

771 ':= a, 

on a 
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c 


'n>Z 




O 
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CHAP. I. — MOUVBMENT REGTILIGNB HORIZONTAL. 


Pour n entier : 

m = /?, m'= I, on a P?"® = 

Remarque. - Si /i = o, la courbe est la parabola j? = ^ 

Si /« = 1 ou n = 2, la courbe est transcendante. 

On \oit que ces deux derni^res courbes assurent la conlinuile des 
formes dc la s6rie des six courbes representatives du mouvcincnt 
{Jig^ 123 a 128). 

4 ® Pour diverses valeurs entidres de n, on obtienl les equations sul- 


vantes : 

n. Courbe /(j?, Vo) 

0 ® = 

2 

1 = Vo(i — c-V) 

S = I \ 0 ^4 ^ 

;< - AiVo«*= Vof 

a 

4 a; + ib^\’lx*+ | 6? V{ar’ = V,,/ H- 


5 ® ThSorimes de Page. — Soienl iroU dislauccs, 0, sc ct aaf, compU^jh 
ill partir dc la Louche du canon. Mesurons les tuiups t mis par Ic projec- 
tile de 0 a X, et i' de 0 k ax, et conslrulsons la courbe {i, l'), on tinml k 
dcs vitesscs quclconques. 

a. Si la rdsistance est quadratujue, la courbe U,/') est une 
droite passant par Corigitie. On a, en elFct, 

V06,/ et ««*»'= I-;- Vo 6||/'; 

I’eliminalion de V# donne 

t _ \ — e*.' 

7 ~ 1 — 

et le second membre csl constant. Lc coefficient angulnire de c(‘U(‘ 
droite permet de determiner le coefficient balislique 0 %. 

h. Si la resistance est cubique, la courbe {t, t') est une droite ne 
passant pas par forigine. On a, en effet : 

1 

«•+- i 4»Voaf*= Vo*, «*-l- — d|Vo«*ss Vo*'. 

2, a 

L’^limination de Vg donne 


«(« ~ I) 





6® Forniules differentielles. — Dcs deux expressions 

in — ‘l)bnT = 

{n--^i)bnt VJ“'S 

on (l^duiL, en diflerentianl par rapport ^ (6», j ?5 ^ r, \ o), les formul(‘s 
diflerenlielles : 


h n/* 1 

(dhn 


, <)V„ 

dv 



X ) 

1 - Vg-‘ 


hnt\ 

ldb„ 

u» 

0t\ 

11 

dv 

^ ' 


Quand trois des oiiiq d qui (igurent dans ces formnles seront donnes, 
les deux anlr<‘s so trouvonl delermincs, 

(les formules pourront servir a resoudre dcs problemcs comnie le 
suivant : 

line cihle est plae6<i a la distance co du canon. Geliii-ci tire d<*s pro- 
jectiles do [)oids variable?, dans des conditions telles quo la force \ivc 
iniliale yA'J soil (‘onstaule. Quelles sent Ics conditions dc lir, bn el V o» 
qui donnent la plus grande vilessc restante, a la distance a?? 

On a (7) 

= I A B;|. 

Done, la condition de la <*onstuuce de la force vive iniliale esi 


Vi-^kbn, 


d’oCi 


‘I dVo _ 

Vo " b. 
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D'aiUre pan, la premiers formule diircreiilicllc, en faisanl 
, da? = Or =: o, donnera 

On a done, cn rc^niiissant les deux conditions : 



et la ^ilesse resLanlc maximum r est idle qiie 

/ V ^ 

VW -I’ 

Qiiand n = 2 , on Irouve = e. 

100. Loi de resistance : c F(r) = do + — Lc <‘oeniei(‘nt /?>j 

est toujours suppose diirereiit de zero ; il doit elrc posilif, sans ([iioi, 
pour V —oc , la resistance serait negative; de meme doil c'tn‘ posilif, 
car on aurail une resistance negative pour r = o. 

Ce sont des oondiuons balisticjues qui apporleni ainsi une n^striclioii 


Fig. x3o. 

or . 



au probleme general d’Anahse qui donne la solution. J1 faul nieme rpie 
l/t soil plus grand quo zero, car, sans cela, la fonclion d(‘ resislaiuM^ 
+ ^ 2 ) presenlerail im minimum pour ?? == 

aurail la forme ci-dessus, ce qui est inadmissible. 

On est done amcne a considercr le cas des Irois coefliciiuits bi 
et ^2 positifs. 

Mais, cependanl, en vue de la generalisulion d<‘ ees formulcvs poyr nn 
probkmie different (mouvementvertied ascendant ), on aura a <*ousiderer 
le cas de la constanle representee ici par 6o> comme pouvaul etre nega- 
ti\e. 

Prenons done, pour accel6ration dt^ la resistance, la formule 



DISCISSION DU MOLVEMENT. 




ch [r) — -f- 6, ^2 r2. On aura a integrer les deux equations difle- 

rcntielles : 




dv 


et dx = ■ 


i’ dv 


i>iV ’f- b^v- biv b 2 V^ 

On ecrira identiquemenl 

S.-^ J. . ^ 4.... = ± [(4.4,_ M j ^ ^ ^j] . 

11 j a trois cas a considerer : 

Premier cas \ ~ . u. 


Posons alors 


\ “ 


Les deux integrales scronl : 






-f. 


De la premiere, on cUccluanl rint6gration, on tire, pour le temps ; 

> . . o.h%S^s^b\ 

ab^t arc tang — = — ; aictana — ~ , — i. 

D’apres la formuIiMradditlon des laagenlcs, et, aprds reduction, il 
^ient: 

Vo— V ) 


( 1 ) 


<7 6,^ = arc tang 


6„+A, 


L\‘spac<^ X s’obtiendra par la formule 

/ \ 1 * I ^0 •+■ Vo -f- 6> Vjj b\ {) — V) 

( 2 ) biX - log -j j ^ arc tang ^ 

*->, <I>o - 1 - 61 M -h 0 “ 2a h% , , VoH” a 


^ 0 + 


H- ^ 2 ^ II r 


b. On pout expriimu* n cn function de I par la formule (3), deduile de 
la formult* ( 1 ) : 

. 2056 J Vo — (‘-i6o — 6 iVo)taiiga 62 / 


(3) 


2 a 62 a ^2 Vo-f" 6i)tauga62f 
61 (2 62 Vo H- 6 i)cosM 62 f — 2 ad 2 smabit 

2b t ('A^jVo-h 6 i)sina 63 jf 4- 2abtCQsabit 


Comme dx : “ n dt^ on inlegnu'a aisement par la formule 


( 4 ) 




262 Vo-h , 7 . , 7 * 

• “■ ?i\\\ ah^t -+- cos CL b 2 1 

2bia 


]■ 
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c. Fin da mouvement, — D’apres Tequation (i), on aura, pour v— o, 
Texpressioii 

i m 2 05 6a Vo 

aosTo = arc tang —7 

2 6()-h 61 Vo 

et Tespace Xq, parcouru lors de Farret du projectile, sera 


A V _ * 6o-4“ 6i\ 6a VJ 61 ^t*c^2To 

Oa^o — “• » arc tang . ' t » r * 

2 60 2^62 ° 260-1-61 Vo 

d. Origins du moiwement. — Du point initial Vo jusqu’au point 
oil r = 00, le temps est donne par la formule 


%ab^ Vo 


= arc tan. 


’( 261 


2^62 

zV74-6i 


L’espuce est infini. 

e. Enfin le temps total (T„ + T,), depuis V® = » jusqu’it v = o, est 
donn 6 par la formule 

aZ>5(T„-f-T.>=: arc tang 
6 * 

Deuwieme cas : b^b^ — 

4 

On a, cn faisant a = 0 dans les cqiialions differentielles : 


'Ao a 62 X v« 


L’integration donne : 


61-1-9621' 6i-i-262Vo^ 

b^x ^ log ^ f- — ! !_]. 

aoji'-HOi AsL6j-t-aAju ^i-t-aijVoJ 

Exprim^es eu fonction de t, ccs Equations devienncul : 

-I- — ^1+ 

a 6 * bj. 

La fin du moiivemcnt correspond a 

T - 462V0 , , « 1 I- 262 Vo 

• '’"■^i( 6 . + » 6 ,Vo) *iX«=log 

L’origin(‘ correspond a 


6i -h 9 62 Vo * 


Xfl^ ^ oc. 
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On a enfin 




Troisihme cas : 6o 62 — o. 
Posons 


^ = — et v-i-^-=v. 


On aura 

V— _ = ^log(v~a;H.Iog(v4-a)-h. 

Posant 


il viendra 
(1/ 


^ 262 Vq-H ^1 H- 2 

6i~ *i.h\Oi 

iab,t = loffi + . 


L’espace a: s’obtiendra par la formula 

rL-^)a. ,, 


(aV fjT- - j I afe,v4-fe,-Ha»,a 

2 ® 60-4- 61U -i- ^jv* 4a^* ® A: 26jU-H^t— 2^ja , 



r'' vrfv ft, /• 

vi-a* - J 

'v. V* — a* aft,Zv, 


a. En fonction de on ^crira 


A'a«V4-e’'«V 


d’oii Ton d^duit 4F par la formule 

. I 1 A:e«M— e-«V 

«) iFrn — 

fr. Fin du mouvement. — Pour v = o, on a 


-_z. ^ _i„ » 61*4- aft, a 
a*ft,T,»log^^— ^ 

t 

tv *i 60 -+• 61 Vo -4-^* VS 61 . £ 

*,X,= - log gj ^ 3E ft.-ift,a 

c. Origine du moavement, — Pour u = 00, on trouve 

X*o sss 00, 


P* ailARBONMXER. TOMB Z. 


15 
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d. Enfin, le temps lotal, correspoudaiiL a r = o el \ ^ = oc , sera 


^cib^\ To-t- T«) = log 


260 ^ ^ 
b \ — a6a<2 


Remai ques. — 1. Dans Je cas aclueJ, on a /^o = o, n«, = 2 , 

On a done, ainsi qu'on Ta verifie, par application de^ iheorcmes' 
g6n6raux (92 et 93) : 

To et X„ finis, T* fini el X«= vt. 


II. La discussion de ees equations, dans le cas on n’esl pas nul, 
devient beaucoup plus parlanle si l*on remarqnt^ qiK* ccs (‘(juations repre- 
sentent, k un changcmenl de notations pres, relies dii inouvenicnt ver- 
tical, soit ascendant ou desrendant. Aussi, <‘*(‘sta propos do ce probleme 
qu41 conviendra de les discutor eoniplctem<‘iil. 


101. Oas particuliers. — Los formules qui Mcnuenl d’etre etablies 
admettent, comnie cas particuliers, des lois binonnis (jui ont 6t6 
employees par divers balisliciens. Lc Tableau suivaiU (jorrespond a I’an- 
nulation d\in seul coefUeionl, & rexclusion, par consequeui,, des lois 


monomes : 


B.. 

B.. 

B,. 



0 

Bi 

B, 

F(y) = B| u -H 

’2 ( loi lluiton ), 

B, 

0 

B, 

F(v) = BoH- Bic^ 

(loi de Didion, penetration 





dans les milieux solides); 

Bo 

B, 

0 

F(v)= 

( ioi de Chapel), 


(le? projectiles 


Nous donnons ci-dessous l<*s lorinuics (pii s’ajipliquenl a cos trois 
fonclions. 


1. Loide IJuttoji : cF{o)— b^ — Puisqu<*, />o ~ o, on so 

Erouve toujours dans le troisjcine cas du problenie general, et Ton aura 


bi ~ 


fi 


/ 


On a alors : 


bi' b j \ ^ 
b2\n ' 


= log — 7 ^ "7 r-^ j 

^iV« 


^ />sVo’ 

^ ,5-_ ^-J, 
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On a : 


To = 3o; 


Ao= ^ log T ; X« = ». 


T 


6 , 

11. Ltd de Didion .* cF (u) = -|- 62 (milieux solides). 

Puisque b{ = o, on a a® == ~ On a d’ailleurs loujours b% > o, car, 
par hypothdse, la resistance est croissantc avec la vitesse. 

a. Si 60 est positif, on sera dans le premier cas du n® 100, etl’on aura 
les formulas qui suivenl : 

\/b(ibit = arc tang bi» = - log 

6 „-+-o*VoU 2 ® 

— i QQS/ — y/^o^a 

^2 Vo sin ^ v/^0^8 *+• /eo^gcos^ /b^b^ 


V = 


On a 


^ g* log sin^ ^bobi H- cos^ 


/MaTo = arc tang Vo^ 

= arc tang 

On en d^duit 

T»-+-T«= - 


^.Xo=^og ^±^ . y i, 


X. =< 


/bfbo 


b. SI RSt uRgatif, on se trouve dans le Iroisidme cas du problSme 
g4n6ral, et I’on aura 

Vo+ a 


, *0 

-* = - 5 ; 


et 




Vo-a 


Les formulcs seront les suivantes : 

a V a 


2 L* 1 ^0 Ct V (I , 

xab^e - log > 62 d? — - log / ■■■ £- - > 

Vo-f-au — a 2 ® 00 -+“ ^8 V* 


ss: 


( Vq 4- <2 -h ( Vo — 

^ (Vo-i- a)e*'**^ — (Vo— 

1 (Vq-H ( Vq— <2 )e"^V 

aa 


On a, aux extremites du mouvenienl : 

Vo-+-a 


%abtTo «log 


v«. 


2 «i.T. = log^, 


L. v * 

^ 2 ^ 1 ) = “ log T j 

2 Do 
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II existera une limite k la vitesse, d^lermin6e par la relation 

V'* = — ^ = a*, 
b* 

Suivant <jue V. est plus grand ou plus petit que W = a, suit T., suit 
T., est imaginaire. 


in. Loi de Chapel : cF(w) = 6, + v. 

Les formules convenant & ce cas parliculier ue pouiraicnl se ddduire 
des formules g£n6rales'que par un dcvcloppement en scric asscz pdnible. 
11 est plus simple de les 6tablir directement. 

On a 


bo-^-biV 

d’oi^L Ton d^dizit : 



vdv 

bo 4 - biv 



b. f ■ 
bi J bo"^ biv^ 


bit^ 


1 ^o“+“ ^iVo 

log -T — T-r-r-J 


h 

bi 


bo*^ ^itT 
bp-h boVo 
bi 


= Vo 


^0 I ^0 H 

”-57 '“'-C 


■*,v. 


biV 


4.. 


Aux extr^mitSs du mouvement, on a 

fe|Xo= Vo- log 

T« 5= 00, X* = 00. 


Si bp est n^gatif (64 etanl loujours posilif), il existe une liniitc de 
vitesse V', telle que V' = — Alors, on aura 

*tT,»logJl(V.-V'), 

Vp 

et Tg sera r^el ou imaginaire suivant le signe de (V. — V'). 


102. ProUdme sur la penetration dans les milieux solides (Hobert, 
Morin, Didion). — Soil la loi de resistance cF(i>) _= -f avec 
60 ]> 'o que nous avons deje examinee ct qui pcui reptesenter la loi du 
penetration des projectiles dans certains milieux (bois, eau, lerre, 
maQonnerie). 

On trouve, pour la penetration x, la formule 


b%x &SS 1 log 


bp 
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La resistance .H du milieu a pour expression SL^mcF («), que 
nous 6crirons simplemenl, a 6tant le diamStre du projectile suppose 
sph^rique, 

On aura done, pour x, I’expression 


(0 


'h B.-1-B.Vi 


« Le mobile, en pSn^trant dans le milieu, y forme un vide qui sou- 
vent se maintient apres que le niouvement a cesse ; e’est ce qui arrive, 
par exemple, quand le milieu se compose d’une lerre argileuse. 

» Le boulel elanl spherique, le vide est necessairement termine par une 
surface de revolution ; les sections transversales decroissent depuis Ten- 
tx'ee jusqu’au fond; la section m6rldienne tourne sa convexite versPaxe, 
excepte dans la parlie ou elle enveloppe le projectile. Dans la terre argi- 
leuse, le vide differe peu d’un c6ne; dans le plomb, il a la forme d’une 
Lulipe, el le metal, refoule sur Parriere, se releve en bourrelet autour de 
Porifice. 

» Les auteurs des experiences de Metz ont remarque qu41 existait un 
rapport constant entre le volume <lu vide et la force vive que poss6dait 
le projectile a son entr<5e, la valeur de ce rapport 6tant d^ailleurs d6pen- 
Jante de la nature du milieu. De cette remarque, on a fait une loi gen6- 
rale » (Helie et Hugoniol). 


Soit p le diametre de Pentonnoir lorsque la penetration est x ; on 
aura, pour le volume de Pimpression, 



et, par suite, d’aprds la loi admise, 

d’ou Pon tire, par differentiation, 

— mv dv = Kp* dx. 

Mais, on a 

j vdv 


Done, on obtienl 


<x* (B q-h Bjv*) =s Kp*. 
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r3o 

Mais, pour »' = o, on a p = a; done K = B#, et, par suite. 



Le diamdtre d’entree p© de I’entonnoir est done 



Quant k la forme de la courbe meridienne, elle s’obliendra en filinii- 
nant u* entre (i) et (a). C’esl la courbe 



Dans cette th^orie, B© est dit coefficient de tdnacitd du milieu ; B* csl 
le coefficient de mobility des molecules. 

« Les mSmes considerations sont applicables ii tous les corps d(‘ 
revolution que la Marine emploie com me projectiles. 

» L'hjpotbese sur laquelle 'elles sont fondees reviimt & dire que la 
perte de force vive, 6prouv6e k chaque instant par le projectile, est pro- 
portionnelle i la quantite do malifire que, pendant cet instant, il 6carte 
de son passage. Mais la maniere dont s’op^re cette expulsion depend 
essentiellcment de la forme ant^rieure du mobile. Les moldcules peu- 
vent fitre chassfies enavanlou refoul6es lateralement. On ne sauraildonc 
s’attendre ^ trouver, dans tous les cas, les mSmes valeurs pour les cons- 
tantes » (Hdlie el Hugoniot) . 
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103. Formule de perforation des plaques de blindage da general 
Moisson. — D<is considcraiuuis >iu* le mode de transmission d'un choc, 
a rinterieur (rune plaque de blindaLie, onL conduit le general Moisson ^ 
adopter, comine loi de resistance, une foriuule qu'on pent ecrire : 

ss A /Vo— «.». 

La resistance depend done, dans cetle li vpolhese, non seulemenl de la 
vitesse acluclle mais aus&i de la Mlesse Vo avec laqnelle la plaque a 
ele frappee : ce resultat Ueiir a la prise cn consideration de la region 
totale du metal cbranle, quaud on fail elat de la vitesse de propagation 
des ondcs a riiilerieiir, vitesse qui figun* dans le cocflicienL A. 

On a done 


d’oii Ton deduit 




,, 4 


a!=\\t-U — ytK 

3 \ 2 m / 

Comme consequences, on 3ira : 

i" On a A = ^ / ; done la rr^shiitwre de la plaque e$t proportion^ 
nelle au temps; 

2 “ La Dtlesse slrirte dr perJiU'adon a lieu pour = o, au bout du 
temps 

( - — > 0 * 

pour line epaisseur .r de plaque egale a 

j A 

I^>ur une plaqifr d^rpnissetfre^ la vitesse de sortie du projectile 
esl doanee par la f'onniile 

2 rn 


J A 


l Vo - ej ».Vo -h i>i) 


104. Loi de resistance eK(ey n + — On ccrira 
idtiuliquenimit : 

. i“ Premier cas : hi — ~ . o. 

4 
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Posons alors 




Temps. — On aura 


b$dt “ • 


(h 


Posant identiquement 






A>-t- A»v 
V* 4 - <** * 


on d^terminera, par identification des tertnes de mdme puissance, les 
trois constantes Aij. et I’on 4crira 

bt 






%bi 


v*-+- a* 


^v, 


2^3 


ce qui s’int^grera par la formule 

**[“*^(A)*]* — * 

H- ■"?" "■'■ are tang — 1- - log(v* ■+■ a*) -1- const. 

203 a <» a 

Rempla^ant v et a par leurs valeurs et explicitant la constante k 
I’origine, on arrivera & 1’ equation suivante ; 

6,f =. i loff _V*4- 631)4-61 a6,a(v— V,) 

3*®^ t)* 6,Ve4-6,V,4-6,^ 263a"®‘®"8 7^; . V.4-v T 


Aux limites, on a 

To =3 oe et *] 


” a6i 6.Vg4-6»V,-f-6i ^ u6,V,’4-6,* 

Abseisse. — On aura 

btdx 


6,Vg 


63 V»w 4 - 6 i 


*3 


4-6, 


4630 

h- 


d’od 


ou 


rfv 

V* 4 - ' 


6t» 


=-K 


arc tang arc tang 

ct 


s] 


c’est-4-dire 


61# =: — i arc tang 

a " a*4-vvo 


ab%xts arc tang 


ct(Vo— t)) 


6,V«v4-6,^S±ii4-6, 
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Aux limites, on a 


X, 

X. 


I ^ aaVo 

I . — aa 

— T- «rc tang — r-w r • 

abt "a6»Vo-4-6i 


a* Deuxiime cos : babt — ^=o. 

4 

On a alors 


c¥ = b,v(v + ^y. 


On aura pour le temps 




Wz' 


, dN 


*xbz 


-f- V 


</v, 


d’oli 


ou encore 




b\ , Vo / 1 1 \ V 


bit= log 


Vofv-h-^) 

\ a6»/ bt /i i_\ 

v«/‘ 


A la limite : 




nn __ nn ^ i b^ 

To_x, T»= j- *og ■^a*,6,V«’ 


Pour l’a65cme, on a 
d’oi 

b^X sa 


bids: as — 

V* 


I Vo— W 


v„+^ 


OU encore 


Vfl-w 


Vot; •+■ bt 


A la limite : 


Xo = 


aVo 


H 


X» = 


— a 


2^3 Vo*+" b% 


3** Troisi^me cos : bz o. 

On posera 


bibi — ^ ass — . a et v -h =» v. 
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Temps. — On a 
b% (It ” — — — 


r/v 


d'ou 


V 7^ ) I — it - ) 

•> b,i ! 


Afi 


// , V — V -r 


-rfv, 


t V — 05; — V j^»S(,v — or ) -h cons^U 


On (Jolerniine A,,j, j j)ar iJtMiljlicalitiin i‘l I'nii irouvu* 


h, 


b\^ a[ ib^a — b^)^ * 

On a done 


V« 


^<^'3 y a{'ib. a — ^ ® (ti’ih:^a bt) ^ v -h ot 

Abscisse. — On a 


Vn — (t 


ctK V b,ia H- 

/>! . V„-HO! 

\0^ 


dx 


d’oii 


_ c/v r d'J dv 1 

V- — 0(2 ftor [ V — ot V -h Of J ’ 


I , V — <7 Vo-+- <7 

= log "" • 

•iM ® V H- Of Vo — a 


Remarque. — On a ici /?» i , /;^ = 3. 

Done, conforniement aux tlicorennN grtnerutix (i>2, JK}) : 

T,, = X, Xo fiin, 

T« <ini, X«e lini. 


lOo. Cas particuliers. — Lc TabltNUi suivaiil in<lic[in» lt‘s Irniseas par- 
ticnliers qui correspondent a I’annulalioii ffun d(?s <‘o(*llicionts de Tcix- 
pression 

Ff t; ; = l>i -i- IJii’-H- 


B,. B,. B,. 
o Ds Bi 
B, 0 Ba 
B, Ba o 


F( = B30* 4- B-jW'* ( (oi (It* nidion, rrHistaurr de Tair), 
F( 0) = Bin -h BaU'* 

F ( V) =r Wiu -h Bj'a^ ( loi cle Hut ton ), 


I. Loi de Dulion : rF(r ) := 60 r- -f- //., - Asst*/, diflicilc a dodtiirc 

des formuJes geueral<‘.s autreniciil (jue par tin dexoloppeincnl «*n hcric 
suivant Ich pniissaiiccs do bs^ on otiU<*n<lra dii‘c<‘U‘in<*nl la solution par lc 
calcul suivant : 






Calcul du temps. — On a 



On. 6crira 


DISCUSSION DU MOUVEMENT. 

=--1 /•*' btdv 

*»*/v, ^iJv bt-i-b^v' 
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En integrant, il viendra 
\ 

{b,-tbiV)Wo 


b%t _ - — ^ + .j- log p : -rr— 


Pour V = 0 , on a 


To=s ao; 


Pour Vo = 00 et V = Vo, on a 

rr _ ‘ *»Vo 

“ *»Vo 6| ^ ® Vo («o-3, ««=»3). 


Cakul de Vabscisse. — On a 




dv 


b^v -f- 


On ^crira 

i r^(i \j I r^dv I h 

^fJv^ bi^^bzv) ^ ^ijv ^ ^tJy ^**+ 




bsv 


En integrant, il viendra 


Pour t; == o, on a 


A ^ _ I ^sV)Vo 

Xo = x; 


Pour Va 


:oo et u = Vo, on a 
X 


* 1^* ^2”+“ ^8 Vo 

'"'-JTPr 




( ^^0 “ 3, /too ss 3 )• 


Formule (i,a:). — On peut obtenir v en fonction de x par la 
formule 

btVo 

( bji+ fejjVoC***”— b^Vo 


On aura done, pour le temps, en fonction de f’abscisse : 

b, Vo# » 'b±^ o6., _ ^ . 

, Oi bt ^ 

11. Loi de resistance : cF(<’^ = 6, i’ + 6* ?>*. — Faisant ^2 = 0 dans 
les forpiules gSn^rales du premier cas, ce qui suppose que 6, et 6, sont 
tous deux positifs, on aura o* ®=t^* 
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CHAP 1. 


MOUVBMENT REGTILIGNS HORIZONTAL. 


Temps : 

Aux limites : 

1 . * i_- VJ bxV'-^-bi 

a * V* A*VJ-4-6t’ 

Abscisse : 

T.-«, T.-^^ 

Aux limites : 




1 

■— 1 1 y 3 ^* 

T - ' 

\/b,b 3 ~‘ ” ^iVo 


IIX. IaOi d& Hultofi * — hi i?-4- h^v^, — — Lc cas a clc ^l^ja 

traite plus haul (101}. 

On d^duu'ait la solution cles formules g^nerales par un dCivcloppe- 
menl en s6rie suivanl les puissances de 63. 


106. Iioi de Saint-Robeart et Mayewski : cF(u) = + v'. 

Calcul du temps. — On a 

On ^crira 

(ss* “ 6 , 

En integrant de A u, il viendra 

J ~ “ v/§ (“™ - “*•« • 

Pour V s o, on a 


To=a «»; 


Pour Vo =s 00 et V s= Vo> on a 


&,T. 




— arc tauf Vo 


Calcul de Fabseisse. — On a 



dv 




On ^crira 


DISCUSSION DU MOUVBBENT- 


Oa Jy \v biV^ / 


En integrant de V, kv, on obliendra 
btx= 

* lUg , , 


Pour u == Oj on a 


2 

Xo*=^; 

Pour Vo = 00 et v = Vo, on a' 


V ' I ^2 "+"^4^0 / 

X»-^log (H(i — 2, «« — 4), 

Formate (i, a?). — Ou a v en fonction de a: par la formule 
« = [(6 .+ 64V?)c«.*- 

SfOi. 


287 


Portant dans la formule des lemps, on obliendra I’ezpression {t^x). 

Remarque I. — Si les coefficients 62 el bf etaient de signes con- 
traires, le temps s’exprimcrail non par des arcs tang, mais par des log. 

Remarque II. — On pourrail trailer le problSme en prenant 

cF(u)-s 6o-+- btv*+b^v\ 

puisque ce trinomc du qnalrienie degre pout dtre resolu. L’^quadon qui 
donne le temps t esl foj-l compliqu6e. 

Celle qui donne Vabscisse x, par i’^qualion 

si I’on pose w® = p, derient , 

dX = —~ f T V -j. 

tout li fait identique 4 celle qui donne le temps dans I’bjpothdse (100) : 

cF(t;) = 60-1- + bfV*. 

Ge seront done les forraules du temps d 4 j& Stabiles, avec la corres- 
pondence des notations suivantes : 

(eaa«, bissbi, btssb^f VBSV*. 
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Ainsi, par exemple, on ecrira, dans le premier cas : 

^abkic = arc tang m — ^ 

hn-^b^ ^ 

2 




avcc 




Dans le deuxidme cas, on aura 


, , ,1 ibi^v^-hbi'-h^bia 

4a 4^— og ^ 264^*4- 6a— 264a^ 


avec 


4 


60 64 — ~-p- ass •— 6| a* 


I bj-^ %b^a 

® a 64 Vj 4 - 6 a— 264a* 


Ainsi, si Ton fait : 60 = 0, on trouve (2® cas) 

bt 

<? a» — 7 " • 

264 

Done 

^ r ^ * I b^v^^ 6a VJ 

comme ci-dessus. 


i 07 . Sur d’autres formes de fonctions. — Bien d^autres formes de 
lois de resistance, susceptibles de representer plus ou moins fidelement 
laloi r6elle, conduisent i des formes integrales pour S(t>) ctl)(i;) ou pour 
Tune ou Tautre de ces fonctions, lelle, par excmplc, que la fonction 

cF(v) = Aj v"* — AaW^ 

indiquee par le capitaine Lc Bouleng6. 

« 11 importe de remarquer que toutes les fonctions ne sont pas d’lin 
degre qu’on puisse determiner de la maniere qui a ete expliquee plus 

haul ( 93 ); il est des fonctions pour lesquelles la Hmitc?—^ quand ?> 

converge vers rinfini est toujours nulle ou infinie quelle que soit la 
valeur de n qu’on veuille adopter. Telles sont les fonctions 

4 A logt;, Ae'"*', Av'»(iogv)», 

De ces fonctioDis, les unes rendent finies les int^grales mentionnSes 
plus haut, les autres les rendent iniinies. 

Si, par exemple, on prend 


F(v) 3 s Alogv, 



I»h\hLOI*l*l*\IENr KN SllJilL 


2^9 


on a 


TJ 


Si Ton pose 


= r 


«. f 


dv 


A 


= 3C , 


dv 


A log?' 


Khm= Ae'«‘’ 


on a 


T£ 


=-.r- 


^2.= — T / ss --L- 

V./jj Am2 

I tie Saint-Robert). a 


I 

.v7?' 


Comme CYrmplei on pout la lot <1(‘ losislanro de Page qui esl la 
suivanLe : 

CF(1))=: I). 

On integrc iaeilenuuil l<i teinpa^ et r<»n lrouv<‘ 

I 


mX 




Pour V o, on a 
Pour u = 00, on a 


1 0 — ^ » 


T. == loi 


mA ^ I — g-w/'i. 


Vabjtcissti no p<*ul h’(»l»loiur par inlegralion expluule, mais seuiement' 
par un developpoineiii <‘ji seric. 


III. - DfiVELOPPEMENT EN SfiME. 

108. 1 j© developpement de Mac-Laurin. — Dfuis le problem e du 
mouvciiH‘ul r(i<*liligiio lioi'izonlal ligiiront trois variables, la vilesse u, 
Va/fsrissr ./*, Ic L 

On p(MiU llKMM'iijucmrnl , pfriidn*, pour variabb* iiidep<mdajue, I une 
(|nri(U)n(|ue d’enlre <dln.s. i\lai»s m, d«in.s l(M*.as de PO’) = B//Z’"j le pro- 
l)lcin<**ebL conipl(M(‘m<*iil solubb; par deb loraujl(‘s cxplitules (00), il n en 
esl. pas de ni^nu? dans !(» <*as d<‘ K(r) qiicdconque ; .7* el / no s^^\priment, 
en general, eji foii<*lion <Ip o qin* par les sjnd)ol(‘s D(?') el S(e). On ne 
peul douner la r<*lalion /<./*. /i \ pan-e (|u’eulr<* les <l(*u\ ionctions D 
et S, on iKi [XMil, en g<‘m'*i*al, eliinnuTla \anal)l<* e. 

(a* problenn* s<* Ihminc !‘eM»lu, <lans <*erlain<‘s Jinnies, par 1 einploi dc 
series conv(irgenles qu il iniporte d’inlroduire, des tnaiulenaul, dans la 
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theorie balistique; car les developpements en series, sous les multiples 
arguments qu’ils peuvent comporter dans la theorie gen^rale, consti- 
tuent le fond des mfethodes de la Balistique rationnelle. 

D’ailleurs, rutilit6 pratique de ces ‘developpements ressortira imme- 
diatement des quelques applications que nous donnerons plus loin 

TioiisXe ixi fnowement j'ectiligne horizontal*^ il ne peut s agir 
que du developpement suivant la formule de Taylor ou de Mac-Laurin, 
*en prenant pour argument une des variables a?, i? ou v. On ne saurail, 
par exemple^ envisager le developpement suivant les puissances du cocf^ 
ficient balistique c puisque cette lettre ne s^ntroduit, dans les formules, 
que par les produits cx ou c t. 

Soit 5 = cd(J^) la fonction que nous nous proposons de developper en 
serie. On pose Tidentite = — {Ko — K), par la formule de 

Taylor, on aura 




Trds convergente lorsque ^ est voisin de qu’on peut la reduire 

aux deux ou trois premiers termes, cetie serie deviendra d‘un calcul 
extrfimement p6nible quand on voudra en etendre trop Temploi. Elle 
trouvera, en particulier, une ires legitime application pour chercher les 
valeurs limites des diverses fonctions balistiqucs. 


109. Les six series du mouvement horizontal. — II existe, avec les 
trois variables (u, a?, /), six formules, chacune des lettrcs pouvant 6tre 
associee k Pune des autres. Ces formules rentrent cvidemment les unes 
dans les autres, ont une convergence du mfime ordrc et peuvent se 
deduire de Tune d’entre elles. 

Bien entendu, chacune de ces series pourrait 6tre caicul6e isol6ment 
en formant les d^riv^es successives, par ^example 



pour la s^rie a? = y («) ; les d^riv^es 



pour la s6rie f = ©a (^) 5 les d6riv6cs 



pour la s^rie t^ft (u), etc* 


• • •> 



DB\ELOI>PEMENT EN SERIE. 

Mills, si Foii cmplcnail (*e moJp <le calcnl dire(‘l et iJ y 

aurall iiideponrlaiK'c a])par<*nlo outre les dhers coefficients des six series 
el complicaliou irecrilure el dc fnrmules. 

Adoptoiis d()n(* une de (‘cs series coinmc serie initiale. Co sera, par 
exemplo, la seric a: = jp, que nous r<‘presenterons par la formule 


C'esl la formule de Mac-Laurin, <loduite de eelle cle Taylor ecrite 
plus haul (108), dans laqiiolle on a fait = Vo^, et oii = 

puisque s s’aiinuli* av<‘c D’autre pari, comme on a, par definition, 

dx 

^ = u, le premier icrme t peut s'cerire (Hroctemeiit. 

Les coefficients inconnus Pj*, P,,, . . . sent des fonclions a determiner, 
conicnant c, Vo el Fo, ainsi qiic les derivees succcssivcs ... de 

la font* lion F(c). 

Calculons la serie x o (/); el, a ccl effet, formons les derivees sue- 
cessivos : 

On a 


dx 

U 




dt^ 


-cF, 


d'^x 

h¥ 


e«FF', 


^ = -c*T(F'*h-FF''), 


On auru doiv* les \alours sui\ antes des coefficients : 




P, = C» Fo F; , Pi = ~ c-» Fo ( F' 3 + Fo FJ ), 


110. Retour des series, — P<»ur calculer les cinq aulres series que 
nous nous pro[)osons do doniuir ci-apres, on n’introdnisant, dans tout 
rensemblo (l(‘s formul(*s, qut* les coefficients P 2 , P 3 el d faul savoir 
(‘ommeiil une <pieleonque d(^ series poiirra sc dediiiro des auLres. 

L(‘ probleme, qui est dil lo retour des series^ s’cnonce aiusi quM 
suit : 

Soil Ti rarj'umeul do deux series, bornees aux lernics en vi* 

{,) 5 =:rj-+- 

( 2 ) 5 M -H NaTj*-)- . .. 

Nous voulons obleniv Ic ilevtdoppemcnt dc la loiiction ^ cn fonction 
do ^ sous la fornu‘ 


( 3 ) 


P. CnAHUONNIlIH. 'TUNU: !• 


iO 
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Lrs iiK'onniics^dii problenie sont Icb coefficienls Qa, Qs? Q?' • • • Pour 
les ohlenir, il suffit, (hidrinment, dan^ la formiile (3), do rcmplacer 
. . . par lours \aleiu's en tiroes de ( 2 ), do burner le devcloppc- 
menl aux Icrmes cii tj'*, puis d'ldenldier les coeflicieiiLs de ceLte equa- 
lion et de ( i ). 

On troine ainsi les formules generales qiu sulvenl : 

Q 2 = - \2, Qa = Ms - Ns — 2 Ma - Ng), 

Qv= M;-Nv~3\2(Ms-Ns; 4-( )Ni- pN 3)(M2~ Ns). 

Cas partfculiers. — i® Pour exprinier vj en foni^lion de on f(*ra 

jVIo jVFs = iNfij = O. 

On aura ainsi 

Qa - - Na, Qs = - NsH- 2N|, Qv= - NvH- 5N > Ns- SNJ. 

Done la formule clierchec sera 


= S-N2?2_(N3- 2Ni)C3-.(Ni-5N2N.,-4-5N|)?^-f..... 

2 *' On aura souvenl, dans Fetude dcs .series, a trouver le qiiolienl d<‘ 
•fleux series ordonndes suivanlles puissances dc la memo letire. Posaul 


f H- Aj fj -f- V,2 ® -f" A j Y) ® -h . . . 

I 4- biTi H- lia /)•*-+“ . 


= I -h Cl vj + C 2 YJ® -h CaY]’* , ,, 


On Irouvc, cn ideiillfiant les termes, 

Cl = Ai — 13 j, 

‘ G2= Aa- Jb(Ai--j3i), 

C3= A3- n,- lb(Aa- - B>)( At - B,). 

3^ Pour le prodiiit de deux series, on aura 

(i ■+• AiYj - 4 - 4 . . .) 

= 14- Cl Tj -r C2r^®4“ C 3 rj3 4-. , . , 

meci 

Cl = ^i+Bj, Gg = A 24 -’ Ba4*" Aj Bi, 

Ca = 'V 3 Ba 4“ Af Bj 4-" lb Vi. 


Serie puissance. — On a 

(i 4" Ai 4 - AflY^® 4 - 4-. . .)''* 5= I 4- Cl Yj +■ (rfjYj® -f- Os /j* 4- . . . 


a\ec 


Ci.= mAi, Ci= I A;-h Aj), 


C3 = m 


{m — i)( m — 2 ) 


“ — A 1 4 " r /n — - 1 ) Aj A 1 -f- A3 j . 
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Par oxcmpic, le carrt*^ m = %^ doiine 

rij = 2Ai, G2= Vf-+-^iA2, C3 = a( A2 Aj -t- A3 
Pour la racine carree, m = on a 

c. = ^, c.= 1 (a,-M), 

Pour I’invcrse de lu racine carree, m =z — on a 


2^3 


2 ' 


0 .= -^, c.= i(U 5-4 


111 . Ensemble des formnles. — On Iroiive, par cr procrde de calcul, 
los sis series ijiii siiivcut, associees deux j\ deux, (‘haciine avec son 
inverse : 


L.-.lhf£.\-±f]li-El\ f±y 
"“v„ 2 ! vAv«y 3 !U« n/\^'J 


<i) 


Vii-h P»/ -4- — j 

e — Vo I T'a/v — Vo\* 


'> 

r±i 

2 PaP,i , 

3Pn/a: Y 

4 ! 

L3V„ 

V2 


r Pg 4- 

TiP4/>4-.. 

• 1 


I PaA--Voy I /Pv ,Pl\/e~Voy 
a: pA Pa / 3!\Pa " P^ A Pi J 


e- V„+Pa 


.r = Vo 


/a?\ P,/P 5 P»\/a 7 \* 

[\J 2 !U» P*/\V«/ 

e-V„ , Vo /Pa Ps\/v-Vo \5 
~Pr“’"a'\V» Pa/V Pa / 


cFo 


Vo 

r 3 P^ i\ 

2 Pa] 

> 

1 

Zi 

31 

1 P^ Pa 

Vo J 


on 

a ( 109 ) : 




Pa=cSFoF', 

Pi 

= — c»Foi 


Donnons niaiuteiianl rex})re.ssion explieite de res .series (ui inlrodui- 

V F ' 

sant le dcgre n d^i la resislance a I’origine, e’est-ii-dire n — ■ ■ " » 
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On ii 


P.= -cF., 


P 


e’F! 

P;=-7l(2«-l)^. 

’ V 


Done : 


\ ^ i 

(cF.^ 

V* , n(on — }) i 



< Vo > 

I " 4' 1 

[y:)“* -J 


^ arf i/eFo\ n-3/«P„\* 


(/I— 3)f>n — 5)/cF„\'» 


I 




(II) 




C Fm 




r, 

n — i/oFoV 


a \n) 


frt — i)(2n— 3) /cFo\> 
¥~ [- 




r 72 — 1 

^V(, — 1 )\ . n(« — 0 


L'^ a 

V. 3! 

V, 


Pour le cas d’unc r<5sislanct* monome : cF(i') = on fora, dans 
CCS formules, c Fo = &b VJ. 

Les fonclions S^r) et B(v), qui nc sonl aulres ‘quo cx et ct, auronl 
pour d^vcloppemcnt, dans Ic cas general, 


8 („ I . S,+ + 1 FJ (V)’- i 


D(,., = tt,+ V. - I (F.- V.Fi) 

- I 0’» F« l‘’S - .. F;« + i F« F'o) -H. . . . 


Remarques. — i* On pent a\oir iulOrdl a es.primer x cn fonclion <1(‘ 
»’* cl rfeiproquement, dans les questions ou Ton envisage la fore,o \i\c. 
On a alors les formules suivantes : 



On pent, au lieu dc dcvelopper par rapport aux ilonndes inilialcs d<? 
I'arc, ddvcioppcrpar rapport aux ^l^menis finaux: ainsi,onaaral<‘s deux 



formules 


VPPUCITIOXS. 
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= f*FuFi- ^ i»F„(F„FS-rF'o2)-l-..., 

v = Vu— cFi _^<iFF' — £^«3F(FF»4.ps)4..... 


Do CCS deux formulcb, on deduit la suivanie; 


h t-1 Vq- ^’" 4 an -I (V{}— c«jS(V8»-2— 

" tl Vg"-‘ — (l2«-J "^3 (\ _ uJB- i^s 

t 

Ainsji, pour fl = a, on a 


btt = 


Yinii! r , ^ (vg-^-)(Vi-p'0 1 


IV. — APPLICATIONS. 

112, Calcul de la Vitesse initiale.* — i” Principe de la melhode. — 
Lch formules du moiivomenl rccliligne liorizonLal soiit courarnmciit 
uUlis6os, dans l(*s Gommissioiib d’Expericiices, pour deduire, d*uiie 
vilesse mohuroe a uno p(‘lile disUuicc a? de la [Louche de la piece, la 
vahmr de la Mtosse iniliale V(,. 

La fonnulc 

c^ = D(V;,)-D(Vo), 

(roll 

D(Vo) = D(V^)--c:r, 

fail connailr(» la vilesse Vo au moycn de la lable dc la fonction 

Pour obtenir A a?, on mesurc le temps t qiii [sei^iarc la rupture des 
deux circuil.s de deux eadnjs-cibles, dont riiiiervalle, loujours pelit 
^o)? 

On p rend suppos<^ quo la vilesse aux cadres^ ainsi 

cahmhic, (ist la \iu‘ssc que possedc le projectile an milieu de l’intcr\ulle 
des (liMix ('ladres. 

2 ^ Krreur commise sur V.r. — Celle lij polheso ii’esL pas neccssaire- 
nuuil exaeU* : si Ton appelh* la \itcssc au milhni de Pinlcr\alle des 
cadres, \fti diffi^re, (ui genciral, dc \j. ct nous nous proj)osons de cal- 
<mler i<ii Icur diflcnmce. 

Soienl V| la vilcsse <iu projectile au passage du j)remier (tidre, cl \ a 
la vilesse du project il<‘ au passage du second. 

On a, enlre I <it ces deux vites.scs, la relalion 

c/=:DtV,)--D(Vu, 
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et, enlre le temps t et ees denx mcmes vilpsses. 

c/ = S(V2) — SaVi), 


fie sortc ([UP la vitcsse 
expression 

(I) 


qup Ton prend pour remonter a \ a pour 

V _ D(Vi)-D(VO 
ScV,)-S(Vir 


D’aiUi’p part, on a, pour la vilcsse V,„ an milieu do i’inlcrvallc des 
cadres, 

c:J = D(V„,)-D(V,}, 

d’ou 

(a) DtV„,)-D(V,) = i[D(VO-D(V,)]. 


Posons V« = V| — (\| — Va) el developpons par la formulc do 
Taylor, dans le cas d’une resistance monomc (lil). 

Nous aurons : 

V.-Vaf. . «-i V,-V, ,«{«-!) /V.-V^y -] 

o/v 'll V 1 fi I " , n(« - hO /' i— Vg , 1 

D’aprtis rcqualion (i), la vitcsse Va-, qui csl egale au rapport do ees 
deux fonclions, aura pour expression 


(3) 


V ViH-Va 71 fV,-Va|2 
y K — 


a ' 3.4 V. 

D’autre part, pour Ic calcul de nous poserons 

V,„ = Vi-(V,-V,„). 

En portant cetle idenlitO dans rcgalile (a), qui delinil D(\,„), on 
aura 

71 - t ( Vi - V„, Vt - Vg 7) - I (V, - Vg )2 


v.-v,„ + 


Vi 


Vi 


On tire dc li : 




d’oCi 

(4) 


V,„ = 


9' • 9.4 Vt ’ 

Vt+Vg _ 77^ (Vt-V»)« 

2 a. .4 Vt 


Ainsi done, d’api-es I’pqualion (3) qui donne cl rcqualion ('jj qui 
donne V,,„ on voil : 
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a. Quo la vil(*s«;o calciile<i par la formula = |osi loiijnurs^ 

{/? > o), plus pcillc quc la moycnna dcs doux: vi losses \ i cl \ 2 pa^- 
sai;e (les dcii^ cadres; 

b. Quo la \Il<‘sse \ an iniliou de riulervrdle des cadres cst plus 
pclilc qiie la moyoiuK* des vilesscs A i el si : /2 > i ; ello cst pins 
grnnd<‘ quo (‘(‘Ue mojenne si /? <; 1 ; 

c. Coniparons Vj. et \ On a 


Done : 




(V,- V .>,2 
4! W ‘ 


SI n > 3 , on a \\ ^ 

hi ~ )> ^ I ^ m* 

SI /I < 3 , 


D^ipres ](‘s forniules du n“ I IL on p<Mil encore ecrire revprcssnuj 
d(; \ , sans fain* inlerNonir l<'s viloss(‘s \ , el \ 2 : 


on 


ir .. n — 3 ! 

\ f — \ -j — Y - { c{\x^ 


I i > 1 * 


Remnrfjue. On Ncrifu* l)i<‘u, eii pnuiaul I'equalion linie du 
Ncment, (pu* \ ., \ J<» eah de n rzz ,’L 

On a, (‘u (‘del (IH)), 

e \ „ 

(Ton 

,, _ ^ ^ 

I -h // , Vy r ’ 

el, d'aulre pari (DS), j ), 

\ y / .— a* ^ I -t- - * \ e ) 

Doin' 


ee ([ui e.sl la \ ilcssi* (‘orrespoudaul, tPapres la forniule qiii donue a 
Tahseisse 

Form (lie (lea rrreurs, • l\uir diseuler la forniule <Ie la 
iiiiliale D{\o) cx^ il faul poiuoir <‘alculer reirear d\o 

sur \ 01 4111 resnlh*ra (Perreurs uA j., di\ dr) C4>pnmises sur eliacuue des 
<l(>une(*s du ealeul (\ 
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En diCforenUanl logarithmiqiiement la relation 


il viendra 


cj: = D — Do 


dc dx 


Tje To 

D~Do 


Soil \ 0 = ^ X -r 0 — V.,.) avec ( \ o — V^-i a^sez pcllt pour que, (lan«^ 
la serle cle Taylor, le trulbiome ternie pui^sc elix^ neglige. On a 


D~Do=(Vo-- 


On ccrira alors 


dc dx 
c X 




Maii> on a encore 


.= Fo-l\o-V^)F;=F„(t-nX!y 


On oblicnl aiuhi la Ibrmule 


r 

Vo-V.. L 




Vo-V,l_ dc dx 

J ” Vo— Vor r x' 


Telle esl la* formule geiierale qui permeUra de discuter les erreurs 
experimcnlalcs a craindre, ou, imersemenl, d'organiser les cxp6rjcnc<^s 
de maniere a obtenir loujours line prei'ision suffisanle. 

4® Probleme. -- Pourremonlerde^^ a \ siipposonsqu’onappliqiK* 
line loi monome de resistance aii lieu de la veritable ()iiell(‘ 

erreur commeltra-L-on siir A"o • 

On pout eeriue la Ibrmule qui donn(‘ \ par le de\eIoppem<‘iil (‘n 
jserie dii n** 111 (II) (()‘‘ equation) 




Vo~ Vj. — I / V()— Var \2 


_ /-liLZJLf r 

\ Vo ; 


ou, en posant o = 




Soil, d’autre part, Vi la vitesse Initinlc calt‘ul6a (piund on prnnd la 
loi On aura, cn posanl o» = ^ ' ~ ^ , 





APVUCiTIOKS. 


Posanl, do plus, pour la dilTcrence des vitcsses initiales Vo cl V|, la 
foi’mule = Vo (i + e), on aura 


( 2 ) + 

•'i-i-s aVi-t-s 




Choisissons alors de manure que la resistance bmV”‘ soil 6gale ala 
resiblancc baV’* en un point interraediaire entre V, el \ cl, pour ccla, 
iiosonb 

le coefficicnl a \arianl dc u 2k oc, quand v varic dc Vo ii V^* 

On pourra »!crire celte relation 

Dixisanl I'i) par (i) il \icndra 

Q-f-e ^ I 

i“hs ' 

on, cn IK' oonservanl i[ue Ics icrmcs a la jireraiero puissanci' cn s, 

3 -h — f /< — m) J S* -h f — 'a) 8s . 

2-3 -f" 6 83 H” ' 8" -f- ( m — I ) s S • • • j 


(»u, ('ll rcduihanl, 


a \ « H- 1 ; 


Done, on kJn'iru la I’orniulc cherclu*c, (jui doimc rcrrciir commisc, 

Vi — \'ii . aa 

N# a \ «-hi/\ \o / 

Pour a = - 0 , c'csl-A-dirc si bm^ “ ^^nV", on a 


a I Vo ) ' 


Pour a ' oc, si bm\ -- - b„\'“, on a 


H — m 

a I V. j ' 


Vi-V. 

Vo 
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Si ^ = In ire&l-ii-dire si b,u ( - = b,i ^ ^ i ^ 

Vi = Vo; 

TciTcur esl luille, au ilej^re d'approximatiott admi'^. 

113 . Le probldme de la superiority balistique dans le tir en mer. — 
I® Doiix navires* pos<^eJom le menie armemcnt (canons Lirantiin illume 
projectile avcc Iti nieme \iies<^c inilialc Vo); Ils out la niciuc \itesse de 
marchc V. 

Le bateau A poursuii 1<‘ bateau B el tire en chasse; Ic Imleau B, qui 
fuit, tire en retraite, Aitqiiel des deux appartient la superiorite 
balistiqt.e ? 

Nous supposons que le tir est assez lendu jioiir qiie le'* vilesscs* scpro- 
jellcnl, a peu pres, en vraie grandeur sui* le plan liorizontal, de sorle 
que nous n'aurons a considerer qiic les forniiiles <Iu mou\omciiL recti- 
ligne horizontal. 

La vitcssc inilialc commune des deux canons cst \ o- Le hutean A, qui 
tire en chasse, lancera done son projectile avec une \itesse (\ o + U K 
Lorsque Ic projectile alteindra le but B, qui fuit a\ee. la \il(‘sso U, sa 
vilesse resianle absofue sera Vt ct sa vitesse relative : /v, ^ 

Lc bateau B, ((ui (ire en retraite^ lancera son projeclib* a\(‘<* iiu<‘ 
>ilesse i \ o — U); lorsque ce projectile alteindra le but A, qui \\\ sur lui 
avec la \ilesse u, il poss6dera imo \ilessc resianle absohie et uin‘ 
vitesse rehiin e : = 

Nous aurons rcsolu lc probleine pose si nous sa\ons calcul(T el 
ct comparer ainsi Jes vitesses absolues el relatives des [irojcelilcs au 
moment du choc. 

2® Soit d dv la disiuuc(* des deux bateaux au moinoiiL ou ils foul feu 
Tun surTautre. Gonsiderons les courbes.(j?, t) du but cl du projeclib*. 

Dans le svsteme d’axes (r Ao, le Imleau B, a parlir du moment ou A 
fait feu, d6cril la droite BQ, dont Tequation esl x — <7-f- u /, 

Lc projectile, lirfi de A, avec la Nitessc iniliale (Vo + IM, de(*ril la 
courbe AQ qui esl cellc que Ton obthmt (98) par rolimiualiou de r 
cutre les deux f^qualions du mouvenieul : 

cx ~D(c) — D(Vo-4-b) et cf — S(c) — 8(Vo4-u). 

La droite cl la courbe sc renconlrent en un point Q, ou la \ile.sse du 
projectile cst U|, telle que 

c(ii-^\3lO== Dfui I — D(Vo-+-s), 
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eu en eliininanl 

(I) cd — Dfi’T) — D(VoH- u ) — o[S(i’i} — S< Vo-r u)]. 

3® Prenon^, <l'aulre pai't, lo bateau B qui tire, en relraite, sur le 
bateau A. La vilesse iniliale est ^Vo — t)'). 


Fig. 1 32. 



La (*ou^lu^ Bi^) <lu proj^Tlilo ct la droile VQ du bateau A, donl Tequa- 
lion <*'^1 X -- fl s(‘ cuupent an point oii la vites^e du projeetih^ 

V 2 <‘hl (leliuic fail* la rcdalion 

(a) et/ o"~ ^ ^ 



/f‘' Sous la forme sun!)oli([ue }i;<'nerale, niais compli(}uc<s des equa- 
tions ( I ) el (•>.), on peiU, i)ar apju'ovimalimis suee^essi\es cl a Taule (le.s 
Tables balisli(iues, cal(nil<‘r et e^; mais au(uine discussion du pro- 
blcme n\*sl p<>ssil>le. 

Nous aliens simplifier <‘es e<iualioiis en rcmanpianl ({ur la vitess(‘ U 
des na\ irt‘s (‘si petilt* r(*laliv(Miu*nl u la n iless(i iniliale \ el, pai suil(‘, 
qu’un (leNeloppemenl par la formule de Taylor csl legilime. En negli- 
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gcanl les lermes eii U-, on aura, d’apres les formules clu n'^ 111, Icn 
E quations 

(i bis) cii=D(u,j-D(Vo)-»[s(i-.)-SO'o)- 

(ubis) crf=D(i'3i-*D(V,) + B[s(i-,)-S(Vo)+ 

Faisons (VaLorcl quelquos rcmarques siir Ic mouvcment. La coiirLo 
(jr, t) (111 navirc A (/ig. i32) pari du point A avec unc langente egale a 
(Vo + tJ). La courbure augiiiente conslainment el la LangciiLo devicnl 
^crlicale pour Vi = o (tin du mou\ement'). 

On sail (99) qiic si Hq esl le degre de la reisislance ) dans le \()1- 
sinage de I'l = o, la courbe (^ 2 ?, t) a une forme paraboliqiu^ pour 71q^2; 
c‘llc admet une asymplolc verlicalc pour Gt un point d’arrcl a\e(; 

tangente verlicalc pour /Iq < i. 

En tout cas, il existe sur ccLle courbc un point 1^ ou la langonlc I^M 
cst parallele a BQ, c’est-a-dire ou est egal a U. Le point M esl la der- 
nierc posilion ou B peut elre alteint par Ic tir du bateau A <‘1 la xitcssc 
absolue du projectile qui frappe B esl alors egalc a U. La \itessc rcla- 
U\e est nullc. On peut dire que M est le poinl de bonlet nioi't. 

La courbe t) de B est de forme lout a fiul analogue : elle [)arla\<‘c 
line langcnle egalc a (\\ — u). Muis, au conlrairc du cas pn'^iccdenl, le 
bateau A pourra etre alteinl quelle que suit la dislance iniliab^ des deuiv 
liateaiix [poiirMi quelle soil plus petite que la distance liiuile Xq corn‘s- 
pondanl a e = o, dans le cas d’une courbe {x, t) linio (/2o<! '-s]* 

Ainsi, il existe unc ccrtainc region ou le bateau A, qui tire encliasse, 
n’alteindi'a pas son adNcrsairi*, laudis que les prqjccliles de celui-ci le 
loucheronl encore. 

On calculera la distance dm du Iioulcl mort par la forimile ( i ) ou Ton 
fera == u. C'est done 

ed.n^ — D( Vo -+-») — »fS(a; — S( Vo-4- v)]- 

G" Relranchons membre a inembre les ecjualions (i his) la (a bis)\ 
on aura 

D(«i; - D(i.i)= » [s(i.,) + S{ »-*) - a,S(V„) - ^J- 

TVlais I'j (it i'« lie ({iflei'enl que par un lerm« qui conlienl J) <ui fuclcur. 
Posons i!a = (’, — ( »’) — t'-i) ct dc'ieloppuns par la foraiulp <lu Tajlor 
la'aluile an u*rme cu (^r, -- I'j). Il viemlra 
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CoUe formnle valable que lorsque I'l et V2 ne bont pas dc gran- 
deur eompuraldo a U. 

* Pour disciUcr cetlc equation, prenons le cas d'une resistance 
miuiomc eF( r ) = 1 ,^ 

On a, dans cetle liypothese (99'), 


11 \ient alors 


bni = sa-i) — s(v„j = -1- vi-« ). 

II I 




1 


Si Ton suppose que la distance d qui separe les deux navires croisse 
a partir de zero, on voit que, pour d = o^ il faut faire lu == Vo+a. 
PorLant cetle valeur dans le crochet, il vient 


V2= 


La vitesse ?'2 list done, tout d’abord, plus pelite que 
AJais los deux vitesscs el deviennenl egalcs quand la \itesse ro 
esl Lombee a la valeur 





(lelLe valeur correspond a Tequation g6nerale(3’) en v faisanl ri == rj, 
Oest 


Sfv,;-S(V«)- 1“ = 0 . 

^0 


Ai)res (',(» point (regalile, la vitesse 2^3 resle conslamment superieure 
a r,. 

Si n = :i, resistance quadralique, on a 


Si /i = r , resistance lineairc, on a 

Vfl 

e elant la base des logarllhmcs ualurels. 

Done, si <loux iia\iros tlrciiL Fun sur Faulre, le chasseur altcint le 
(diassc avec im<j vitesse absoiue plus grande que la vitesse ?’3 des pro- 
jtictiles qui ralleignent lui-nu'me, si la distance du lir est inferieui'C a 
une cerlaiius liinile. Pour une distance superieure, le cliasse a I’avan- 
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On remarquera qiie la vitesse ou la sup(‘rioritc ab'^oliie pasbo de I'liii 
a I’autre nc depend pas du coefficient balistiquc du projectile; le 
r 1 > 

rapport e&t une constante. 

\ 0 

8‘* Etudions mainlenanl les vitesses relatixes r^ — tl, de A sur B, 
<'t de B siir A, a\ec lesquellesi les deii\ na\ires sonl 

atteints. *> 

On a 

Cj— Vl-h^u. 

En portant ces valeiirb dans la formiile (4 >) aura 


OU, tlaiib le cas d’une resistance : 






2 r / V* 

n — i J' 


Quel qiic soit on a toiijours 

Doixo : La superiority balistique appartient toujours au navire 
poursui\'i- Elle oroil quand la distance aiijjmonte. 

Cette diflerence de puissance balistiquc en faveiir du baleaii qiii Lire 
en retraite pent, en pratique, a\oir quelque importance. Si dans la 
formule ( 5 ) on fait n = 2, Vi = i V© el U = [cr qui correspond a 
des conditions normalcs), on irouve*’^ 

V , , = t’; , -H 2 U, d’ou ?v, = Vri 4- 


La ciiirasse du tireur en chasse sera pcrcee, eelle de I’aiilri* reslera 
indemne. 

9® Pour eludicr d\inc autre maniere les conditions d(* lir de ces deux 
navires, calculons les temps ti el quo metlenl l<‘s [)rojcchles jiour 
arriver au but. 

On a 


^c/ 2 = S(V 2 ) — s< Vo — U) = 8 (^ 2 ) — S( Vo) — 

r (I 

c/i = S(Vi) — S(\o — a) = S(yij— S(\o) 4 ' tt- • 

On en dediiit 

o(.h—ti) = S(vj) — S(i'j) — a A. 

1*0 

t 

Reniplaoons dans S{i'i) la \ilessc lirec <U- rocpialion (.j) ol drvt!- 
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loppoiih par la formiile dc Taylor. On aura 


c(/,— ^1) = - 


2U 

^1 


S\Vi) — Si \ 0 1 




e]- 


Dans le cas crime resistance nionome, il Niendra 

Si 71^1, Ic crochet cst positif et xaric dc zero i^pour Ci = \ <>) 
a I pour ^)^ = o. Aussin pour ;i = i, le croclu^t a pour expression 




Si /I <' i, Ic crochet esl ncgalif. 

Done, dans tous Ics cas, la diircrence {ii — ^i) cst iiegaUNc. 

Ainsi, dans le cas d'une resistance (piadratiqiie, cl pourle point ri ^ 
ou les vitesses absoliies sonl cgales ct cjui est tel fpi(‘ r^= on a 


ti — =- 




La diflorenre dc‘s durees de Irajet esl cgale alaNiLcsse des na\ires 
diviscc par la resistance milialc dii projectile. 

Ainsi pour D = el ( mCme nnile cpie la gravite g), 

on a 

11 resiillo de C(‘ iheoreine cjuc la duree de Irajet l> d(‘s projectiles tires 
par le navirc j)oiirsuivi est jdus petite que la duree dii trajet des pro- 
jectiles tires par Je navirc qui tire cn chassc. Si done, les deux navircs 
rcglenl leur lir par robservulion des points de chiile, le navire qui fuit 
pourra regler plus vile sozi lir quo ccliii ([ui lui clonne la chasse. *Cesl 
encore unc autre caus(‘, pour lui, dc superiorile balislique, 

L’avanlage balisU<juc du navirc poursuivi, tunl au i)Otnl Jc vue de 
I’efficacile de sou projeclih^ qidau poinl de vue (lu reglage du lir, croit 
avee la disLane(‘. I n tir a Ires longiui portee lui esL done favorable. 

lo" Quelle est^ d c/uvjue instant^ lu dijf’erencc des ritesses des 
deux projectiles tires simultanement? 

Repoiise : 

t’2 = r, r; 

r© 

Quelle est^ uu temps Iciir pOsUtion relative? 

Reponsc : 

^o~V,\ 
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A quel point se rencontreront-ils? 

R6ponb<.‘ : 

ar, = ^ + 0 et Vi correspondent & ^ j • 

Oil pourra encore trailer Ic problfimc [ilus general oil les deux baleuiix 
auront des vit esses », el Uj diffcrenles, oil les vilesses initiales seront V, 
el Vo+dV(i, et les coefficients balistiques c el c + dc. 

Hi. Probldme du stoppage conrbe des navires. — Cherchons u 
dludicr la trajcctoirc du navire qui, machines sloppees, mainlient sa 
barre a un angle fixe. La dissrmetrie ainsi cr6ee dans lo milieu aura 
pour effet de changer le point d' application de la resislance qui, en 
marchc rectiligne, esl langenliellc. Cette resistance fera maintenant asec 


Fig. t34. 



la direction de la vilcssc du navire un angle 3, que nous supposurons iei 
demeurer constant. 

i" Equation du mouvement. — Soient 0 I'origine du mouvemenl, 
Oj; la direction dc la litcssc inilialc Vo, Os un axe pcrpcndiculairu 
& Ox cl M la position uctuelle du navin*. 

La langente MT a la irajccloire, dii'cuiion dc la vilessc aclnelle, fail 
avee I’axc des x un angle 6; d’autre part, la rdsislancc MR fail a\cc MT 
i’anglc constant o. 

Sir est la vitosso cn M el cF(ii) la rdsistauce (qui [pent etre aussi 
function dc o), la projection des forces sur les axes donnera les Equa- 
tions diffdrentielles suivanics : 

Sur 0 
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Sur 


d{ 0 » 

TTf 


= — cFi ?*) .siiH 0 


0 ), 




2'* riles.se. 


— La (li\ibion niemhn* a memlircrliimiie el il 

sin ( 0 — o}d{ V cosO ; = cos( 0 — d)d( c sinO ). 


En devcloppanL les deux diflercntiellcs cL en faisanl 
nccossaircs, on aura 


/» 


= — cot or/O. 


lc'> rediielioixs 


L'iiiLe^ralc do celtc equalion ebl 

CVesi requaLion de Thodograplic du nioiivemcnl, qiii esl independant 
de la loi de resIsLanee de reaii. Cetlc c()iirl)e ost une logarilhmique qui 
jouit de la [iropiTolo d’avoir ses langenteb toiitcs inolinees du m&me 
angle 3 hur le rayon •\Tctcur, La vilcsse s^annule pour une valciir 
inlinic dc 9. 

Celle iiilegralc u’esL pas applicable an cas ou o==o, aiiisi qu'on le 
veil en rcprenanl reqnalion (liUcrtuiticlle, qui domic rfO ~-= o; e'csl le cas 
du moiivcnienL rc(‘li]iguo. 

,')** Temps. — En dcvcloppanl la premiere equalion diUorenlitdle, il 
vient 

cosO dr — r sin 0 <'/0 = — rF( a) cos(0 — ^)df\ 
ou hien, puisqiie ^ -z - 

(cosO h sinO lan*»o) Ja = — cF(i’)cos(0 —o )df^ 


<‘C qui se reduira a 
Done 


i/r = — cF(r)cos o dt. 


dt^ - 


dr 

c cos $F ( v)" 


l^ir suile, le lonips sera doune par la fornmle 

(! COS 0 * ^ ' 


On veil quo, pour o o, cas ou la resistance cst tangenlielle, le 
leuips esl bien donne par la foruiulc ordinaire. Si o = ccla \cnl dire 


P, CirVHUONNIKH. ’loMB t. 
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que la rebiblanre agit normalenient a la dircctio'n du mouvement; cllc 
n'agit pas pour modilier ce mouvemenl, qui est uniformc, comme il 

resultc de l’6quation r = qui, pour 3 = - , donne ?' =\ o. 

Pour arriver jusqira Tarret, le temps Tq sera fini bi iufiui 

si /«o~ I* 

P E space parcouvu. — Soil Tare s defini par la rclaliou ds = v dt. 
On aura 

, V dv 

as — — - 9 

c cos 3F(^r) 

d'ou Ton tire 


Pour arriver jusqu’a I’arrdt, Tare s sera fini si /2o< 2 , inlini si /2o= 

5’* Coordonnies de la trajectoire. - Pour calculer j: el 5 , on aura 
ies equations 

d’ou 


dx = V cc^O di^ dz •= v sin 0 di^ 


, * ucdsO , - I psiliO . 

dx > Trrrr - — rTTTft w 


c COi S V ( V ) 


ccobS F(r) 


od il faudra remplacer cosO et sinQ par lours valeurs cn foncaioii de 
soit Ocolo = log Lc probli'^me cst done, dans tous les cas, ramene 
nux quadratures. 

()** llayoii de courbure. — Si Ton prend les eqiiaiions inlrin&dqucs 
de la trajccloire en px’ojfelant les forces sur la noruiale, 011 aura 

' ^ I 

— = fl’'(('jsin 5, 
r 

d’oa 

* ~ <'K(v)!>in6 ' 


On d’aprds eetle Equation, que si lii resistance osl quadratique, 
<;F(r )— la irujectoire dOciilc cst imo circonf^reucc d« ra;)ou 
j!>j ' JinS ’ de la vitesse. On anivc i la mfime conclusion cn 

integrant les (Equations tpii donncul dx et ds \ on peut lc faire ais6mcnl^ 
car devienl ^ qui, comme' on I’a vu, cst 6gal A — colo rfO. 

On troiive 


sin 0 
bi 9111 3 


et 


z ^ 


6ism $ 


('1 — cosO), 


d’oii, en ellminant 0, resulte Tcqualion d’une circonff^rcncc. 



APPLICATIONS. 


Forme de la Irajectoire. - - Suit V Ir point de depart dii mou- 
^c•mellt retarde. 

Si 7 i = 2, Ic iiavirc dccrit la eirc«jnt‘crencc A <*t commo respace ^ 


Fig. iJ'i. 

A 



avant rarrel complel <IoiL <Hrc inlini, celle circonfcreiice bera purcourue 
inclefinlmcnl avec des \itesscs de plus en plus petite^. 

Si 77 '.:;.^, la Irajocloire est k spires diminiuint de diamelre eL de 
longueur finie, tpioique le nonibre des spireb soil intiiii, car 6 = oo 
pour n o. 

Si /i 2 , Li Irajecloiro esl a spires quL \onfeu augmenlanl cons- 
Limmenl de diamelro el le nonihre do ces bpires esL infini — 
avant I’arrdt dii ua\Ir(‘. 


8* Resistance linraire. — Si on peul integrer les equalions 

qui donnenl co el z sous la Ibrnie 


sill 3 


Vo ooi<5oos0 ^^0 = 7 ^ I oo ‘'0 — ♦*<»?( $ -f- 0 )e“^cotol, 

Oi />jsin 2 5 ‘ ' 

* 0 

5 = f colo sinO gfO = .... A ■■■. ; ■ [ sin o — sin ( o 0 le^^cotS]. 

bi ,/y ^isin^; 5 ^ 


Pour obteuir ces formulcb, il Miflil d’integrer deuv Ibis par parlies. 
Lcb coordoiinees du |)oinl ou s’urreie le iiavin*, 0 = yj (pole de la 
spirale), sont done 

= lil - s=s ^ f 

* “ l)i sin2 5 />! sill 5 


Le poiuL .To, 
siii®o 

de 0 0(2**) |. 


Co esl silue sur la droilc **»ngo el a ime distance 

rorigine | eelle eijuation ii'est jias appli(*able an cas 


Ho. Trajectoire d’un flotteur rectangulaire. - Soil un iloltcur, par 



21:0 


CITAI*. I. — MOL’VEMENT rectiltgne horizontvi . 


exempt' une planche rectaiigulaire, donl le cenlre du gruviu* ctsl 
dll poinl O suivanl la direction OT a\cc la ^itesse \ o- 
Nous faI’=5ons riirpothcse quo la resistance de Teaii esl unc force 


Fig . i 3 G , 



decomposable en deuxautrcs normales aiix deux faces <l<j la plaiiclio cl 
passant parlc centre de gravlte O : leurs expressions souL suivanl Taxo 
dcs X : — c.rF(r)cos9 et suivanl Faxc dcs z : — C 7 F(r)smO, Ics doiiv 
coefficients balistiques Cr et Cz etant proportionnels aux aircs dcs faces 
de la planche. 

Aucun coii[)lc n’existaiir autoiir du ceiilrc de gravile, la planch o set 
mouvra parallelemcnt a elle-ni(imeel les equations du mouvcmcnl sci*oul 

— = — C;pF(t;;cosO, _ - c- ^ a) sm 0. 

Mais ^ z=rcos6, projection de la vilcssti sur I’axc dcs x ol aussi 

= r sin 9, sur I’axc des z. 
dt 

On a done 


V cosO } 

di 


C.irF( u) COsO, 


d( a sinO ) 
df 


= — c-Fl 0 . 


Eliminanl ¥{v)dt^ on aura 


^/( vcosO )' 

Cs yr- = Cjs 

V cos 0 


d{ V sinQ) 
asinO ' 



AI»I‘LIC4Tms. 


Siipposons Cr on ocrira 



• _ / fosOi.y 

- / sin 0 Y 


' cosO / 

\sin0u/ 




Pour r — (> (lin Ju mouvemeiiLj, le premier memhrc ost nul; done 
.sill 0 = 0 ; la courl)e a ime forme telle que le llolteur tend u prendre la 
position de moindre resistance. 

Pour r = X lorigine analytique du moiivement), on a 0 = - • 

Ecu'ivons les equations dilTerentiellcs : 


d'ou Ton lire 
et, par suit(‘, 


cosO -p 
di 


hin 0 


dv 

at 


r sin 0 — r- = 
dt 

.dS\ 
e cos 0 -7- 
dt 


( I F co^^O, 
r- F sin 0; 


dv 

dt 


= — I e- ) Fi' r ), 


C£ "T- <*Z 


[Sie)~SiV«)]. 


On (‘n (lediiJt auNsi Tan; dc trajccloire par la forniule 


da = e dt, d 0 fi ,v = — [Diet — D ( ) j. 

C js -+" C- 


Le temps et Tare stint done, en amonl et en aval, (inis tni intinls 
Miivanl Ics limitcs dcs louelionsD ct S pour c = o et y = x {)3). 
Pour les (‘oordounees de ia irajectoire, on aura 


I r .. r civ 
■ I cosO-rr- 




qjn 0— - , 


ou sinO cl <‘<KsO doi\enL etro exprimes eir fonction de r parl'cqliation (i). 

Soit, par c\(unple, le eas d’lin baton, ou c,r Ires petit [lar rapport 
a e- <‘t s<‘ra nej»lige. On aura 


f e y'-_ 

\ cosO / ’ 


rPou 


^M’osO = e„ cos0,j ; 


ia vitosse liorizonlalc est eonstanlc. On aura 


.r =:= *io/cos0t„ ! f 1/ 

V 


,1 cos-^Oo V dr 


t.2 


F 


C<^lUi equation |)cul s’inlegrer dans le <‘as d’linc resistance moiioinc 



CHAPITRE IL 

AIOUVEMENT VERTICAL. 


I. — MOUVEMENT VERTICAL ASCENDANT. 

116. Mouvement ascendant dans le vide. - Soil Oj* la quc 

parcourl Ic projecliL^ lance <lu point O avec la vlicsso \ Xiordonneo y 
parcourue cst coniptce posilivcmcnl do has en haul. <‘'esl-a-dire dau'* 
le sens clu inoiivomenl. An point O, on a y t o. 

L’eqiialiou cliHoronliollo rriin parell mou\(unon(. sc inol 

sous la forme ^ == s’intej»re aisomcnt. 

Enlre Ics Lroib \arIahlos < r, o, /). oxislenl l(‘S irois oqualious (jui 
&ui\cnL : 

/' = V(, Iff, y = V,,/ — X = ''' • 

All n" 22, on a dMuil ces (Equations cics <‘quali(»as j'cnorahi.s du mon- 
vemenl. dans le vide. On a encore, en rtvsolvaul aiiti'<!in<‘iil le.s iin'mc'- 
fonnulcs : 

, .-vT^TTv?, 


Le ])rojo(‘lile iiionhi jusqu a uiio ordonnee nia\innini (1\, \ A, on 
Ton a 


On a enc'ore 


\\=r. li. 

A’ ‘iA' 


H / . liquations du mouvement vertical ascendant dans Pair. I .a 
resistance de Tair, clonl i^aeeeleralion esl dans le nu'nu* 

sens quo la j»ra\ile g pour s’oppobcr au mouveuKuU. On aura d<»n(*y 
r ordonnee jp* eiant complee po.sjlivemeuL de has <^n haul, refuialion 

.!• TI • . * 


difierentielle sn n an I e 
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Commc on a — z= r, on pourra integrer et oblenir le temps t par ia 
tbrmule 

Jy, 

L integralc esi pi'ise a parlir de la vilesse iniliale A pour laqiielle on 
suppose t= (). 

On aura, cnsiule, pour Tordonnee enlre les menies liniiles et avec 
i’hjpolliese j r= o, pour?' = la formule 


■=-x. ^ 


V dv 


FdM- 


Les formiiles ei-dessus, qui doniienl t el y dans le mouvement ttscen— 
danl, sont parfois diles celles dc la irajectoire zenithalet, lorsque la 

verlicalc est considerce comnie la iimite, pour a = d'nne famille de 
Lrajcctoires V,)= const. 


118 . Discussion du mouvement. — D’apres requaiion dinereiitlclle 

civ . , * 

— er (r ) la acriveo ^ cst toiijours negative. 

Done V diSei'oil. qufiiid le tenipb augmento, dc .sorte que la viles&e, qui 
a dejii pour liniito z<5ro qiiand cF(?') cil nul, aura, a fortiori^ ceUo 
inunic liniilu zero si Ton ajoiile — cF(?’) a ( - g"). Le temps Tj corres- 
[tondanl, mis par Ic projectile pour aller dc Vo a o. sera 


r.-r 

« 'v 

'O 


dv 


r b’( V ) H- 


(jC lemph mis par le projectile pour arriver a unc vitesse iiulk*^ esf 
Loujours lini. 11 osl loujours phis petit qiic temps mis dans le vido 
jusqu’a TarriH <lu projeclilc. 

ll en cst do memo dc rordonnec maximum qui esl plus petite 

Vi 

que — • 

Mais oello domoustralion supposi? que la \Ilcsse iniliale V« esl (inie. 
Ktudlons mainlenanl lo mouvcimml on amontdu point ^ en siipposanl 
que la vilesse v a el6 iiiiinic anleriourcmeiil. Nous dislingiions deux 
<'as : 

i” La Ibnelion K(r), pour tend vers ime conslanle [degre 

11^=0 (13)]. (Vest commc si, a parlir dhinc certainc vitesse, la gru- 
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vitc clail remplacce par unc constante plus grande. Com me dan'* le 
vide, le temps T mis de r = ac a /' = Vu, et Tordonncc correspon- 
dants, seront infiiiLb. 

2 ® La fonclion pour r = x, de\ienl inliiiie. Done cV{v) 

deviciidra, a parrir d'une certainc vilesse, infiniment grand par rapport 
a do sorlc quo, pour la rechcrclio dcs valeurs limites, g disparait et 
Ton dcvra se reporter k Telude des fonctlons S(o) et D(o^ pour r = x, 
puisque t el j sc ivduiscnt a ccs formes ^93 

Puisquc Ts et a parUr du point Vo? vilesse linic, soul loiijonrs 
finis, on pout, d'niicoup, considercrla Lrajecloire entierc (‘t appelant T“ 
la duree totale oL I’ordonncc lotale de la trajeeloire <lcpuis o -- a: 
jusqu'd /' = o, on dira : 

T® sora /£n/, si /i* > i , cl infini^ si ^ i : 

' Y® sera fini^ si > 2 , ct in/ini^ si S 2 . 

On peut done dire, avec de Saint-Aobert : « II on resullc ([lu* si la 
resistance de Fair suit une loi d'un degre superieur an carre dc la 
Nntesse, il pnuiTail, suivanl la grandeur da coefficient balislique, y avoir, 
entre Ics bornes mimes de I’almosphei'e lerrcslre, une ban lour limile 
au dcla de laquolie nos arraes a feu ne pourraienl ])his lan(‘(»r de projoe- 
liles, tout cn admellauL des mojens de projections tris |>ujssanls el 
mime capables d’impriincr au projectile une vilesse* iniliale indnie. »> 


119. Fonctions balistiquos du mouvement vertical ascendant. 'N<uih 
pouvons poser, \ etanl unc >itcsse arbitrairc : 


ot cc.rirc alors 






Mais, pour Ja >iLess<i arbitrairc V, on pent prendre iei V o, puiMpie 
nous avons vii quo Tjp 11 clait jamais infini. De memo pour Vonlonrxu* y, 
Prenous done comme definillon des deux fonctions balisliqn<*s 


Sj'(e,c*J ou 
lo(a,c) ou 


VI' ^ 

— i; — 



d\,' 




on aura 


/=SOO-S(V.), ^=--A(*.)-A(V,). 
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Moyeiinanl le calcul fail, nnc fois pour touLe*^, <les Lublos des Ibnc- 
lioiis S{?', c)n c), cn partanl de la fonction Fyr) cxperimentale, 
on aura la possihilile de resoudre luimeriquemeni les problemes dii lii; 
vertical de bas eu haul. 

Ces tables sonl a double entree, a^anl pour argiimenls r el c* 


120. Fonction S(r, c). — Represenlons graphiquement la table A 
double entree [v el c) des fonctions Si*. Nous porleronb cn abscisse la 
vitesse ?' ct en ordonnee le Icmp^ t ou la fonction S/,’. 

Nous aiivons, dans le plan, un reseau de courbes correspondanl a des 


Fig. 137. 



vuicni'S (li!l,<!nnini3<i.s ilu coefficien! balistique. Pour c = o, lit courbe 

sc I'uduit i\ t=. - tj’osl unc ilroile OK. 
a’ 

Coimno on « ^ ^“"i**^**-’ courbe c quclcouquc 

(il moins que n^-— o) a, pour langonle cn 0, la lu^iuc droilo OK el quo, 
pour u = a>. on a^ = o (s\ moins qius ««=(!); les courbes aurunl 

done, cn gdnC'ral, unc forme paraboli([ue i\ cuurburc lournce vers I’axe 
des v; cllos s’<ltcndronl jusqii'jl I'iniini si T,= w(/i*Si). Si T» est 
fini (n«> 1), il oxistu tine asymptote horizontaln, spficialc pour cheque 
courbe c. 
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Pour r -- 00, 111 courbe se confond avec Faxe dcs 
A parlir d’uno cerlaine \aleur t», pour cliaque courhe, suftisauimeut 
grande pour quo, jusqu'a ?'=:qc, la gra\ile g soil negligeable devaiit 

e F(? m, la courbe Si i\ c) ilcvient assimilable a la coiirbc • 


121. Fonction l(i\ ei. - Le meine proceile dc representation etanl 


eniplovo, les courbes sc reparlissent entre la parabole^ =— ^,qiii 

correspond ii c — o. et Faxe des Los tangentes seront donnees par la 
fornmle 


__ i* 

TTe cF{r)-rS‘ ’ 


la langcnle en 0 esi lou jouis horizontalc. 

Pour les \itesscs tendani vers Finfini, les courbes { v^r\ Icndeul \ers 

la fonelion direclion a Finfini cst Faxe dcs r, si ^ r, el Fase 

dc^ r, si /?* < T. 

I^oiir Wae= I, on a une asymptote inelincc. 



Dans le eas de -i, il cxiste imc asymplotiJ liorizontale eorres- 
pomlant a la ^aleur fiiiie V®. 

Les poinls d Inflexion de la courbe soni definis eu faisaiU 

^ = 0 . On a 


/?'-t-c{F— I'F') 
</u» (<.F + >?)» 
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t*l Ics points <i iiillexlon sonL l(*b raclnt's (]<* Ti'qualion 

A' — u F') = 0 on encore cFfr • = — — • 

fi — I 

11 lie peiil \ avoir do point (riiillevioii que si 7 />i. II v (»n anru 
anlaiit quo cello relation pourra etre salisfaile de lois. 

Dans 1(‘ oas ou la ootirhuro do la branclie iiilinie <‘sl \er‘ 5 1’axe des t\ 
d y ft Loujoiirs ail moins iin point iriulIoxioiK la rolali«*n 

r» 

(• !<'((' )= - — - poii\an.t Loiijdurs dire '^alibfAilo. 

122. Arret du projectile, - Arinslanl ou o — o, la rosistanois on 
\ofln d(' bu iialnre, oossc <l'af;n\ ot 1(‘ mobile*, qui n'esl plus sollicile quo 
])ar la jiesanliMir, lend a dcscendro t‘l dcscendra oirecli\cment si la rosis- 
lane(‘, qui reprend son action dans lo sens opj>os<\ peul otro \aincue pai 
1(* poids relatifdii moliile. 

»> Arrivd doin; a saplus grande liaiileur, lo mobile rotoinliera si oKir'-, 
qui <‘X|)rime la rdsislanoo, ai'quieii, pour r:=:o, uue viiloiir inforieiire 
a ; il s’arn'lora, au oonlrair(% si pour v = o, die prend une valour 
(l)(‘ SainL-R.ol)(‘rl. ) 

llo dornior oas no pent sc produirc e\idemmoiU que si F( o) oontienl 
un lorni<‘ in<lo|)cndant do i\ donnanl naissanci^ a une x'esistance de 
rroUiuneut. I^a suspension pn'sque indoliaie dans Tair des corpusculc'- 
Ires Idgcrs s’cxpI!([uo par lo fail de la gruudeur du coefficient balistlque 
(le cos objels ot de la prd.sence, dans F(o), d'lin terme d(‘ frottement de 
Fair, aiishi pciil qii'on voudra, sic e^\ suflisamnienl grand, o‘o^t-a-dire 
si lo poids do robjol esi suflisammonl poiil. 


II. - MOUVEMENT VERTICAL DESCENDANT. 


123. Mouvement vertical descendant dans le vide. (Jn ]»reii<lra 
pour axe posilif (Jos la vcrlicale dirigdc de bant en bas, e’est-a-diro 
<lans lo sens du niouvonicnt; la \Itoss(‘ iniualo osi V^,. 

De requallon diUcrenlii'llc ^ on doiluira alors les deux sys- 
lomes suivants d<* irois oqunlioiis outre los \ariablos i\ y ot t : 


(i) 


r =5 Vo 4- 






( 1 1 


-Vo 


= V^Vji 4 - 

I ^ Vo-1- 

I Sr 



•^(>8 
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On i'emar<{ue qiie ces equations se deduiront de c(dles <lii niouvciiicnl 
ascendant en changeant^en ( — « ) Elies sent le^ memes qiie 

cellos du n" 22, si r<»n remarque qiic lo sons positlf des )* nest [)as le 
me me dans Ics deux groupes. 

Par analogic a\ec la trajectoire zenithale du 117. los formules 
ci'dess'us du mouvernent descendant eon*espondenl a 1*» trajectoire 

nadirale (a= - de la famillc des trajectoiros \ o = <‘Oiisi. 


124. Equations du mouvement vertical descendant dans Pair. — 
Adoplant la meme conv(*nlion que ci-dcssus, e'est-a-dire complanl les 
urdonnees > positivemcnl de liaut en bas, dans le sens du niouvcmenU 
Tequation dilFerontiollo dans Fair s’cerira 


at 


(3n iiitegrera aisdunent et le temps t sera domic par la lormide 

^ <*F( 0) — ^ 

On a ^ = o, pour v = V^. 

L'oi'donnee sera donnee par rmlC^grale 

da 

A '■Fd'}— 

On remarqiKU'a (jirou passe du inou\cment ascendani an moinciiKuit 
descendant en changeant^^ cn dans les intograles. 


125. Tlieortoe de la vitesse terminale (Ilujgens). -- Qnand t croil 
inde/tnirnent^ la ritesse du projectile tend vers une limite jinic 
La \ilesse v croil ra ou d(‘croilra siUNanl le signe do la deri\o(^ 
— = -( ^( 0 )-+-^; olle poiirra done passer pour un maxinuiin ou un 

minimum dcfinis j)ar une vitesse V' telle quo cK( V') 

Posons, au \oisinage de cetlc vitesse V', ridentlte r^\^ - [S ' — r ). 
Par Iiypothoso (S' — /’) esl une petite quanlilo. On eorira 

d(v^v) 

Le point V' clant un point quclconqiie de la fonelion ocllo-ci 

<‘bl developpablo, autour de cc' point, par la formulc do Ta\lor; si on la 
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mlull ii SC's <len^ prcmit'is lormes, rK(^') Jisparait comme ej*al a g 
cl il rcsLc 


» 0 


cF‘(\'> 


Quand v lend \ci‘s V', le second membre tend \er!s Tinfini po&itif: Ic 
icmps t dcvicnl done infini* 

Pour rordonueoy, on lrou\era, par Ic memc i>rocede. 


t XVI 


tiiy Lend egalcuiciit sers rinfini posilif qiianJ r tend verb 

Ainsi done, la \iLcsse V', cjui esl idle qiie ePi V') = g. ne pout elrc 
aUeinlc qidau l)Oiil (Pun temps et apres un paroouis inlinLs. 

On designe la vitesae V le uom de ritesse tenninale; c’csl la 
vitesse qui eorrespond a Taqiiilibre des forces qui aj*issent sur Ic pro- 
jeclilc, aceel^re (rune pari par son poids, rcLai'de d'aulre pari par la 
resisUin<‘.c dc Pair. Elk* csl delink par P(*qu{r(ion c*F( \'' \ g\ 

« Un corps, cn lond)anla lra\crs I’air, augmenie conlinucllement ba 
\il(‘sse, inais loul(‘fois cn sorle qu’il nkn pent jamais exciider ni nkmc 
alU'indre un corlain (kgiv, qui. esl la\iu*sse qiPil laudrait a Paii’ souffler 
(l<* l»as (*u haul, ])Our lenir iv. corps suspendu sans ponvoir des(‘cndrc, 
car alors la force ilc Pair conlre cc corps egale sa pesauleur. J’aiipolle 
celUi xilesso, pour cliaque corps, la vitesse termuude, » (Huygens.) 

Rcmarquoiis (pie la connaissance de la viu*ss(^ lenninalo cqui\aut 
a ia connaissaaci* du cocflicient Imlislique du proj<*ctiIc. 

Cas <Ve,rceptfon. - La diimonslralion pr(*ccd(*nL<! suppose quo la 
vilossc* esE dillcrmili* dc zero el de Pinfini. 

i‘» Si \ o, il faiil qu oil ail, pour les vahuirs d(* v s’approclianl de 
7aM*o, ^ <0, (Pci^sl-a-dirc cE(o) 

Done, la fonelioii F( y) doil coiiLeuiruii tornic de frolUmicnt (*l elrc 
(I<* la foruK! F( r] 13,)+ B/jr'', au voisiiiagc d<* la valour ^ o. 

Posons cBo--- />() ; />Q hi \iiesso terminale esl nulle. 

Mais, dans (se cas, ni h* temps ni V ordonnee ne ilevicndronl infinis 
quand Ic |)rojeetiI(‘ s’arr(M<*ra. On pourra, eii (*irel, e'erire Pcquation du 
m(>ii\(im<*uL 

UuuC) si //() oil s(* irouvi* l(' cus du nxoiivcniciil iisccii- 

dnnl (H8,), la }>r!ivil«'‘ g 6l.anl rcmplaccM* par ( Ih-- )• 



( n\p. 11. 


MOC\EMEKT VEUTia\L. 


270 

Lo projeclllc s’um^tera done, la rebalance de froltemeiH dii 
<Hant superieure au poids. Si le projfolile ^l^ait ete laiic<; do haul eii has, 
il no sorait ptib rotombe { 122). 

2 '» Si V'= X. il faut qn on ail, pourlcs valours de r s'approchanl do 
I'infini ^ > o, c\;st-a-dirc cKl x *) £*• 

Done la foiiolion F(r » doit, pour r = oc^ lendre vers unc limile Bo? 
lelle que cBq < ^ ou 6® < ^ • 

Alors le temps el Yordonnee bonl iniinis comnie daiib lo vide, la ^ra- 
>iU' g etant de venue {g - - 

126. Discussion du mouvement Tortical descendant. — On pout 
mainlenant discuter coinplole"inont Ic mouveincnl; pour eela, dislin- 
guons trois cab : 

Premier cos. On a \ « < V 

d\} 

A rorij>me du luoiivcment, 1«* second membre ilc rt'qualion qii’ou 

j»eut 6crirc ^ = — f [ Ft e; ■ F(\ ')J, sera positif. 

Lji vilesse r croltra jusqu'A runnulalion do la (b'l’ivee, oe qui uiira 
lieu pour e --= \ au bunt d’un temps iniini el apr<>s uu pareours inlini. 

Deuxihnie cos. — Ou a V'. 

Dans celte hvpotbose, nugalif. I^a vitesso duci'oil, jusqu'd l<t 

>itCaso lerminale. quI peut <jtre nulle. Exccpld dans ec <lei'niei’ cas,' b* 
temps et rordonii^e sont intinis. 

Troisiime cas. — On a \ \ 

Dans ce cas, Ic moinemcnl cst rigouruusemcnl uniibrme. 

Corollaire. -- Ainsi, quand on se donncrala vilcsse o d’un mobile 
lombant vcrticalemcnt dans Fair, si r <; V', il cxisle iiu point on aiuoni 
d’oft est parti le projectile avec unc vitesse itulle. 

Si, au cunlraire, v V', le projectile a cl6 lance a\e<‘ unc vilcsse 
iulinie d’un certain point cn nmont et Ics propri(Hes de cn point 
^T* et Y,) dependent des valeurs limites, pour v — x, dea iutcgralus 
S(?') et D(.e). 


127. Fonctions balistiques du mouTement Tertioal descendant. - Ku 
posant. \' 6tant uue vitesse arbilraire quelconquc ; 


.. T--( 




cF(y) — A' 


A ( o, c ; ou 
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on ecriru 

? = StiSc)— Ai \ j' = Tt'u,c‘, 

On poiirra <loue calculer, J»vec la fonclion cxperimentale F(r), les 
tables a double entree ( r, l) ct (r, x) dcs integrales a et T pour 
cUvcrscs \aleurs du coeflicient balistique c. 

Fo/ictionS,{v^ c), - Si 1 on suppose qu’on a A'o< V', on trouvera 
toiijours, ainsi qu on Ta dit au corollairc precedent, une vilesse iiullc, 
on amoul de Prenons done cetle vitesse pour orii»ine commune. 
Toules les eourbes (^, r) out pour Langente commune a Toriglne la 

droite ^ ( si Wq > o) qui correspond a c = o. 

EIlcs onL touLcs une asymptote verticalc pour la valeur \ ' telle que 
oF( V') = ^ (si 7^«,> o). 

Mais, pour Ic cas ou Ton a \ o> V', on doit clioisir arliilrairement la 


Fig. 1 40. 



vitcss(i \ . Si cettc vilessc V cst commune a toutes les integralcs, les 
tables uc sont valables que pour les valeurs dc V. 

On pourra, pour les figurer loutes, clioisir, par cxcmiple, pour cliaquc 
intdgrale, la limite V — 2 V'. 

La figure ci-dessous indiquera la forme des eourbes (r, t), En amoul 
de V, les proprietes dt»s eourbes sont celles de la fonotion • 

Hemarqm* -- Si Ton veuL representer graphiquemcnl Lous les niou- 
vcmenls vorlieaux (asceudiuils cl desccmlanls) possibles d*un projectile, 

4 
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on rcuilira sur un grapliique le^ fonclioiii. 5! el S ainsi que 

ci-dessus. 

La branclie 120(^2 1 corrospontl au mouvemenl ascendant du projec- 
tile lance avec la vilesse Vq et qiil s'arrele en O au point culminant, puis 
redescend sui\aiit la branche OQ'(S). 

La branche correspond au cas ou dans le inou- 

vement descendant. Pas d'arr^t dii projectile, qui va de 12,(i’=:co') a 

Q;(t, = V'). 

Le point \' esl lu limite arbitraire rlc I’inlegrale. 

.'v cK — 

1128. Fonction V (r, e ). — On discuLera celle fonction tout k fait de 
hi m<5nic fac.on; la parabole y = — (en traits interrompus) correspond 

^ o 

a c = o. 

Fig. >43. 



La courlx! A esl colie dii mouvemenl ascendant; la courbe V(OQ') 
esl cello du mouvemout descend ant (¥« < V') avec une asymplole verti- 


p. <:HAKno^MLU, lUMli: u 


IS 



CHAP. II. — JIOVVEVKMT VBATICAL. 


*74 

cale V'. Enfin, la courbe Q,Qj(Vi) represente la fonction dans le cas 
deVo>V'. 

Les courbes (y, w) du mouvement descendant peuvent presenter des 
points d’inllexion pour les points od la fonction F(v) est telle que 


Fig. i44* 



c F (t>) = ^ sur la branche UO el sur la brancbe Qjii',. Done, 

d’abord il faut que n < i . D'autre part, on devra avoir, dans cetle 
hjpotb^se, cF(v)>^; donci)>V'. 

Ainsi, sur la branche OQ', il nu peut jamais exi.ster de point d'in- 
flexion : il peut cn exister sur la branche Q, O', . 

Les points d’inflexiuu sur les branches Oil et fl, U', s'excluent 
mutucllcnient. 

129. Courbe' {y, l), — La courbe (/, t) pour le mouvement ascen- 
dant, qu’on obtiendrait cn 4limiuunl >< entreles deux intcgrales 
et A(f)}, jouit,‘au point Q, des mSmes propri6t(^.s que la courbe {x, t) 
du mouvement horizontal (99). Elle admet une tangente veriicale, & 
l’in£ni ou non, suivant le cas. Elle vient finir au soinmet horizonta- 
lement. 

La courbe du mouvement descendant part dccc sommel et admet 
une asjmptote inclinee de V'. Pour d^moutrer quo cette asjmptotc est 
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et, pour /’ dovcuuiil voisiu de on developpera ia fonclion F par ia 
formule de Taylor 


ot comnic, uu point V', ou a cF(V') — g-, U reslera 


- v'<=— f 

•Jy. 


eiu 


cF'(V') 




v„ -V' 

cF’(V')’ 


qui esL uiio quaulite linie. 

Une braiM'ho sans soiniiKit correspoudra uu caa de Vo> V'. 
La figure i4o represeule le cas de /»«>■ a. 


III. - GAS PARTIGULIERS. 

130* RAsistaaoe monome. - i" Formules generates. — Soil 
F(v) = B„i>" la loi luonouio de resistance de i’air. Nous poserons 
CB/j = bn ; nous aui'ons ulors les equations : 

Mouvement asce/idtml : 
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Mom^ement descendant : 


• Vo 

gy=— f 

. fxf 


dv 


•'Vo 

^ x) dv 


Vo I-- 




Ges equations sont integrables pour toutes les valeurs enlieres de /«, 
a condition qu'on puisse rosoudre i’equation binome 

. ^ 

I 3: — - =; O. 

Soil V' la vitesse terminale, telle, par [consequent, que = 

En introduisant le rapport v = — dans les equations, on pourra les 
mettre sous la forme suivante : 

Mou^ement ascendant : 


Mouvement descendant : 



r' 

' rfv 

_ 

^ - 


1 -f- v'» ^ 

gy _ 

-r 

' V dv ^ 

V's “ 

> • 


I -+- v« ^ 

* • 

gf 

T 

=/’■ 

•''Vo 

dv 

l— V"’ 

gy 

=r- 

V dv 

V'S 

1. 

I— v«‘ 


Les seconds membres sont des quantites purement numeriques, donl 
il serait aisc de calculer, une fois pour toutes, des Tables, I'exposanl n 
etant donne. On voit que, dans ce cas particulier, ces Tables sont a 
simple entr6e, la variable v. 

Si Ton pose, pourle mouvement ascendant, v"=tang-2J, etpourle 
mouvement descendant = sin®!^, on ramdnc les equations a des types 
connus en Analyse : 


£? 

V 


7 =-“/ 




i^-lI 




V V ■< nj, (Mih^ 

' '■0 ^ 

2 " Trajectoire lotale. — Soieul, dans le cus d’une resistance 
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raonome, T® le temps et Y® Pordounce correspondant, dans le mouve- 
ment ascendant, a la trajectoire totale, de V<,= x a y = o. 

On aura 


£T£ 

V 


Posons 


' Jo V' / I4-V«' 


v"=?, d’ou i;v=ir” 


1-1 


il viendra alors 

Ml- = r M VO ~ r 

Jo ^ + ? TTr"^- 

Mais un tlieoreme connu d’Analyse (voir Humbert, Cours Ana- 
lyse^ t. IT, p. 167) d^montre que, a etant une constante positive, plus 
petite que i , on a 

Jo ^ 

On trouve alors 

It V' 


sin^-jt 


T0=: 


n sin 


7 C g 


Yo = . 


n 

7 t 


71 Sin 


On a, par division. 


27 C g 
n 


iorsque « > i, 
lorsque n > a. 


V ( « I = !? cos - . 
\Y/« n 


On sait que, si le temps TJJ, et si /?^2, Fordonnee Y® cst 

infinie (IIH). 


131 . Formulas differentielles, — Proposons-nous de rechercher 
quclles variations tnVs pctitcs (d^, dy, du) correspondent, en un point 
do la irajcrloirc verticale, aux petites variations des caracteristiques 
inilialcs (dV©, dA,^, dg) do la vitesse wiliale Vo, du coefficient balls- 
tiqiie bn et de la gra\>ite g. 

Ona^ f pour Ic lamps, dans li: mouvemenl ascendant. 

On ucrira alors 


(0 

/ri /ot 

^ — 

dy'\ 

£^V 

<?Vo 



Vrj- 

I 4- v« 

I 4- v'i ’ 

Maisysz:-^; 

(lone 



* 



dv dv d\' 

7 T ““ T" 

et 

<^vo (^Vo 

OY 

-yr- 
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V}% 

D’autre pari, on a 
d’ofl I’on d6duit 


bny’'‘=ff. 
bn ^ /r’ 


On portera ces valeurs dans l’6quatioa ^j) el Ton, r^unira les termes 
hemblables. On oprrera de la m^me faQoii pour^i', et aussi pour le mou- 
vement descendant. On formera alors le Tableau suivant : 

Mouvement ascendant : 


<>Vo 

i-t-vg’ 


V,«)V« 


Vo 


1 

i + vj 

1 + v“> 

’ n^’ 




1 

I-HvJ 

1 + V"J ! 

; 9 

,v__vL 

t;* 

- » - 

\ bhn 

1 “Hv 




1 

— ^ )^K “ 

- ^ 
i-hvg 

l + V«J 


Moucement descendant : 


dVa 


I — vS 


® I — v« I V — vf \ — '>"}nbn 


[(I-/* 

V«<>Vo 

I— vj’ 




Vo 




I — v} I — v« J 


g^y EilL= 

L »— v8j«(?' 


Dans les premiers mcmbrcs des equations, so irouvent les variations 
iinales de l'^l6ment de la irajectoire; dans les seconds membres, on a les 
variations initiales. 

Done, sildt qu’on sc donnera I’une d’elles, ou une relation entre ces 
irois variations, les deux uutres seront ddtermindes. 
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Ainsi, pour les variations des 6l6ments du sommet, on fera dans le 
premier groupe : u = o et du = o. On trouvera : 




Win 

/«6«^ 



1 1 

?r« 

+ 



- n)g\,~ 

VS 1 
I + Vj J 


Vo<)V„ 


On peut alors trailer des probl^mes tels que le suivant : 

Quelles sont les variations du sommet et dii point de chute dues 
d une variation dV® de la vilesse initiale ? 

On a d’abord, d’apres les forraules ci-dessus, pour le sommet : 

_ <>Vo ■ VodVo 

Prenons le mouvement descendant, qui se r6duit an seul premier 
membre. On aura 

Vo«)Vo 

I — vg l + vj’ 

V, C)V. 


f, y , « ■ 

y ta I -r Vq 

Ainsi, I’augmentation du temps total est 


On trouverait, par le mfime proc6d^, pour une variation dba du 
coefficient balistique : 

Somrhet : 


Point de chute : 


Pour le temps total (TV dTc-f- ** 

gov 

Remarques. - - 1. On obticndrn les m('mes expressions que celles du 


gdTs=- 

-(g-Ts - 

v« > 

H- Vjyi 

1 Mn 
'n&„’ 



VS ' 

' nb„> 


f vs 

__n 


'S-v;i 

A' ^''o 

I V 

I / n6„ 
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Tableau prec6demiuent donn6 en parlanl de la formule 


On ecrira 


n-^V« I-+- — V{{ 

S 8 ’ 


r*- dv 

8t^- T , 

dy, 

8 

et, en difi^rentiant sous le signe I*, on a 

\8 f) \8 )Jv^ ’■+ 

On ecrira 

.. ^ . r ■ _ n-^o--)- i 

d’oij 

J C^' v^dv I 1 V 

-7 r r-r 7 h COnSt. 

V. ( I ^ t,/A " " , + ^ 

■ 8 J § 

On r^trouve ainsi la premiere formule tlu Tableau. 

II. D’lme manidre ginerale, on a 


dt = dg r 

dy, 

dy = dgj 


r"— ii_+dc r 8dv gOV« 

[^(g+eF)»^ y^,Jg^cFy ^ + cF^A'+cF« 


V du r v¥ dv 

(^-+-cF)2'^ Vv (^-t-cF)3 


gvdv gV«()Va 
^ -h cF g-h cFo' 


III. Pour certains problOmes, on rencontrora les mOmcs (iii'licnllcs 
que celles signalees dans Ic cas du vide (22, a"). Ainsi, d )• consianl, 


on trouvera 


\ V / I v;; 


qui n*est pas valablc lorsqu’cn fail = o (soniiuct). 

La solution correclc s’obliendra (Jii conservanl le second lermc de la 
s6rie qui exprime d\\ en fonolion do dt, 

132. Resistance lin4aire n = x. — Dans Ic cas ou F(^') ~ 

6<V'=^. Les formules s^into.^rcat el Ton a, avee v ^ : 

Mowement ascendant : 

V' ” f V 

1 ^ i-Hvo 

^=vo-v-log — ; 
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Mouvement descendant : 


aSi 


£f 

Y 


logi 


'2l 

I— V ’ 




• los 


i — Vq 

T — V ' 


De CCS relations, on pent, en eliminant v, deduire les equations enlrc 

et ^ ; ce sonl les suivanles : 

b\y = ( Vo + V' ) ( I — — ( Vo — V ') f I — -h gt. 

Pour TaltiLude maximum, on lera a = o dans les cf{ualions dii niou- 
venient ascendant, cL I’on aura * 

/>iT^ = log^ — --- — , ^lY^—Vo— N log — ^77 — • 

Construction de Huygens. — Sur Faxc Ov des vilesses v et sur Taxe 
vertical des construisons la logarithrnique O;; donl Tequation 

ost reprdsenlera le mouvement dcbcendanl, sans 

vitesse iiiitiale; olio (jsl, en 0, tangenie h la bisseclrice des axes et admet 
la verticale v = i coinme asymptote. 

(lomme on a ^ . v + on cn deduit que la longueur BC situec 

enlre la tangenie initiale cn O et la coui'he est egale a 

Le mouvement asc<‘ndant s’obliendra par la consideration de la memc 
logarilhniiquo prise (In <*dle des v negatifs, pnisqiic les forniules du 
mouvement ascendant se deduiscnl de celles du mouvement descendant 
eu (diaiigeant v (in - v. 

On aura encore, pour ()A'= la longueur B'C'=: ”• 

Done, soil v„ la vihfSS(» iniliabi aver laquelle iin mobile est lance d(! 
has cn liaut; par B\ on meimra la parallelc B^B a la LangcnLc iiii- 
lialeC'O; elle coupe la Jogarithmique en B qui, puisque B'C'=BG, 
correspond au lem[»s on le mobile rotombe surle scd. 

Par siiiUi, tous les probleine.s dependant do eetle question seront gra- 
phiquemcnl solubles. 

Temps de Casce/tsion : 




Temps de la descente : 
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Vitesse initiale : 

Vitesse au point de chute : 


l5 — 


A'R' 

A 15 — TTif 


AB= — • 

XTt < 


Hauteur de I'ascension : 


B'G'=BC = 


ih 

V's ■ 


Soil I le point de rencontre de B'B et de A'OA. On a 
A'0 + 0I=A'B'=v«. 

Done 

a'i-X£-£®, 

8 6tant le temps d’ascension dans le vide. 


Fig. x46. 



Par suite, le point 1 correspond au temps de I’ascension dans le vide 
du mobile lanc^ de I'origine A' avec la mSnie vitesse Vo* Des hauteurs 
d’ascensiou dans I’air et dans le vide sont done dans le rapport du 
triangle curviligne B'A'O au triangle rectiligne A'B'I. 


133. RSsistance quadratique. — Si F('ii) = Bji’a, on a = 


Les formulas sont les suivantes 
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Mouvement ascendant : 


bt\'t = arc tangv« — arc tangv, 



Mouvement descendant : 


bi\'t 

biy 


= iiogi±2iz:l% 

I ® I — V I + Vo 


* I > — ''o 

= - log 2 

a ” 1 — V* 


aft^ 


Posanl 6a VV = les relatioas entre^ et t' sont : 

“shty as log cos*^arc tang ^ , a«»t>ss — e‘'+ ^ -y 

L’altitude maximum (v = o dans les 6quations du mouvement ascen- 
dant) sera donn£e par les formules 


6, V' T, as arc tang ^ » 


I* On pent mettre les Equations du mouvement sous la forme suivante, 
oii V ety sont exprim4s en fonction de t : 

Mouvement ascendant: 

\ 

V Vocosi' — V'sint' 

F “ V^sinTTFcos?’ 

6,^ as log ^ sin ^ cos ; 

Mouvement descendant : 

\ 


V (V'+Vo)«‘'-(V'-V»)e-‘' 

V'-V, 


. , i/V'+>'o „ 

Aa^ss log-( — ■ 


\" 



a** Dans le mouvement ascendant^ si I’on pose lang 26 = 
on aura les formules 


Y 

Vo 


r 



U (■.<»S(’> 6 -H 
’■ 8in( *iS4- 


h^y = log 


sin(a6 4- i*) 
sina6 


Posons, de plus, 


Y 

0 


1 



tangaf 
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on pourra meUre les forinules prec6dentes sous la lorme 

^ , , sin2C5 

= 2( cp — 6 }, b^y^Xog 

3'* Dans le moin'ement descendnfit^ on obtiendra des forinules tout 
a fait analogues en emplojant le^^ sinus et cosinus hjperboliques. 

On a, par definition, 

chi'= sh? = — — • 

2 2 

Les equations du mouvement descendant seront alors 

y \ -+■ VoCh/' , , / 1 , ^0 1 .A 


.'on pose maintenant 


V' I 

tang haSi= . 

V|> Vo 


on aura 


y cb(2Si-i- Jf') , , I sh(2t-^Sl^') 

V = '>'r “ '■>« .hi lT' ’ 


formules exaclement sym^triques de forme avec celles du mouvement 
ascendant. 

En posant 


. u V' I 

tangh2<pi=:~=-, 


on pourra encore ecrire 


= 2(cpi — S, ), b^y = iog * 

4® Dans ]e morwenient descendant sans vitesse initiale^ on a 
y =■ V' tangb/\ biy = log cli 

.V Enlin, dans le cas du niouK^ement descendanl^ on pent inottre leo 
forinules sous la forme siiivanLc : 

V' [ 

a. Si V > V', posant cos 2 A =z ^ on aura 

b. Si w < V', posant cosatt = = v, on aura 

6,V'f = 

® taagt]/ 
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6° En employ ant Tangle s fl4fini an u” 130, on arrive encore u (Jc!) 
formules tr^s simples pour les deux mouvements. 

13-4. Th6or6ines de Lambert. — i“ Relation entre les vitesses Vo de 
diparl d'un mouvement ascendant et Vu de retombie sur le plan 
du point initial. — Faisanl v = o dans I’^qualiun du mouvement 
ascendant, on a 

^ = ^logC + v*!. 


b'aisant, d’autre part, Vo = o dans Tequalion du mouvenienl descen- 
dant, on aura 

i2“=iiog— I 

V's a — V* 

L’egulilu supposee <lc J'w ct <lo V, donne la relatiiin 


Done 


(l-+-vS)(I— V»)s=I. 

.. .1=^. 

i + v5 " I-V» 


V V 

Conime vo= ^ el 'im— on a les formules suivantes : 

V.0 V' Vu V' 

Vo v/V'^+Vj' '<0 y^V'S— V** 


Ainsi, sur les deux edt^s OA et OB d’un triangle rectangle, on poiv 

Fig* i47* 



lera OA = V' el OB ^ Vj ; la hauteur OE repr6scntera la vitcsse do 
chute Yu. 
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La pertc de force vive 6 = -/n(Vj — fst donn^e par la formuiu 


VJ 


^5 ** YKk 0 5772* ^ V r A "" 

2 V'*+VJ 

• i?*Y 1 

2° Ckemin total parcouru. — Puisque = -log(i+vJ), comme 

on a trottv 4 la relation i vj = , on aura 

^ 5 ) 

V'* ®V»’ 

En vertu de r^galit6 6jV'®r=: cette formule pen* s’6crire 

6 .Y,= log^. 


C’est la formule ( 99 ) de I’espace parcouru par un corps de coefficient 
balistique 6a dans le mouvement rectiligne horizontal, quand 11 passe 
de la vitesse initiale V© 4 la vitesse restante 

« Cette formule est assez remarquable en ce qu’elle nous met cn elat 
de comparer Ic mouvement vertic^ d’un corps avec son mouvement 
horizontal, car la vitesse initiale Vo est & la vitesse V^, qu’il a en retom- 
bant, dans le mdme rapport que si le corps dans le m6me milieu resis- 
tant avait parcouru la longueur Y^. On en tire facilement la consequence 
que, dans le cas od le corps monte et retombe, 1’ action de la gravite nc 
fait que redoubler le chemin parcouru et changer la direction du mou- 
vement. » (Lambert.) 


3 ® Temps total. — Dans la formule ( 133 , a®) du mouvement ascen- 
dant 


Y, = <*01(26 ■+■ i'), 


oh tanga6 = 


V' 


v« 


, on aura, pour v = o, I’cxpression 


a6-t-Ti = 


Done la dur 4 e totale de I’ascension sera 


It — 4 ^ 
26, V' ’ 


Poui’ le mouvement descendant, on aura, en falsant V « = o et v = Vo„ 
la formule 


V„ 


e *'— «-<' 



On en tire 
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V'-hV, 


V'-V« 

V V 

Rempla^ant — par = cosa@, on aura 

y\ * 4 - VJ 


iH-cosaS 

eti'ss =s costang^b. 

I — COS!i 6 ® 


On aura aiors, pour le temps T«, de la chute, la formula 

&iV'TmB 3 log eotS, 

et, pour le temps total T = T«+Tu de I’ascension et dela chute, la 
formule 

6,V'T = ^-a6-logtang6. 


G’est la formule de Lambert. 


4 ** Hauteur de 1 ' ascension. — L’expression 

.i..e • 

lorsqu’on y fail 26 -f-T' = ^ , devicnt 

log 31026. 


Dans Ic triangle OAB, I’angle 26 esl I’anglc en B. On a alors les rela- 
tions suivanles : 


^ as taog26, ~ = siiia6, as cos 26. 

>« V« V 

y' 

« Done, li! iiKhnc arc 26, qui c.sl tel que laug26=^ sufht pour 
irouver d’unc nianirre fort facile, et la'hauteur Y^, el la somme des 
temps de la moutde et de la d^sccutc, ou bien cheque s^par^ment. » 
(Lambert.) 

La perte de fort'e vive s’exprimera par la formule 

T aa Ij»V? 003*26. 


Elle est proportiunnelle au carr 6 de la ligne £B de la figure 147- 
L’augle S, introduit dans cette th^orie, sera souvent dit an^'le 6 de 
Lamhert, 
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135 . Probl^mes divers sur la resistance quadratique. — i" Soil d tin 
iJitersTdlle de temps determine : soil [‘esptice parcouru du temps 
{ ti — H) au temps tx et soit Vespace parcourn du temps tx au 
temps H- 6;. La somme 

-t- 


est une constante, quel que soit t^ et quel quo soit le sens du mouve- 
ment. t'M. d'Ocagne.) 

On prendra I’tJpoque /| puur originc des temps <1 la position cuitus- 
pondante' du mobile pour Toriginc des espaces; il sera tr^s facile d'cll- 
miner la vitesse correspondanle des Equations qui douueol^ = — 
et^' = — t/a j»)ur /=:± 0 : la somme chcrchee est egale k oii a 

scion que Ic corps descend ou monte; a\ est I’cspace parcuuru 
dans le temps 6 en partant sans vitesse, aj le ebemin dScrit pendant 
I'inlervalle 0 qui pr^c^de I’arrdt du mobile. (De Saint-Germain. ) 

a" (Jn point pesant, sans vitesse initiale, tomhe duns Vuir d'unc 
hauteur yt sur un plan horizontal qui le fait rebondir apec sn 
vitesse d' incidence. On demande d quelle hauteur il s'elkoeru apres 
le m""* bond^ la rSsistance de Vair 6 tant quadratique. 


Soit Hf la hauteur initiale d'ou tonibe la bille, et g6n6ralement H/,,4.1 
la hauteur k laquelle elle s’eldve aprds m reflexions. 

L’ equation differentielle du mouveiuent est 


L’integration donne 


dy = 


V dv 

g—b^v^’ 




en observant que v et sont nuls k I’instaul oCt la chute commence. 
Ainsi la vitesse du mobile, k I’instant du choc, veriiie I’equatiou 


d’oCt 

0 ) 


e 


Gonsiderons actuellement I’ascension qui suit ce clioc, ct ddsi- 
gnons par^ la hauteur du mobile au-dessus du plan. 

Nous avons 



ff—biV^ (mouvemeni asceuUant; 
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Si 1 oil coiibldere, cii parUculier, FiiisstaiiL ou I'asceiibioii commence. 


7 ^ 1 os(n-j^a,]= 7 /«+i. 


PosDus, pour abregcr. 


-f ItJ, = I. 


> Ml •- I I = U 


Jm I = U/i 


Alors les eqnalioiib (^0 cl ^ 2 ) nous donnenl 


I r __ 

hi ’->/« * 




\ I 

^2 yi 


Ajoiiioiis ces (Squalions, il viendru 


I I 

= /n ; 

y/«hi *•>! 


m U| 4 - 1 

Rcm[>la<;aiil et 0, parlours \aleurs, on Irouvi* 

== TF, • 

Telle csl la liaiU(‘ur aii bond. 

Quaud ou suppos<‘ cjuo la bille arrive iPune disumoe infinie j"* = 00^ 
la valcnr pivcedeiiU* so rediiil a cclle-ci : 

2 , /a -h i 
*>( 6 * fn 

[Killer, Mec/ian.^ l. I, p. 192 (d’apres Jullicii).] 

Fonnule fF E alt* r, - Soil le ras du niom'ement descendant sans 

1 *. (Ill OlKObNIhU, T<»MH I. 
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vitesse inirialt*. On a alors 


(Voii 


^ 2 /iaV t — -}- I = O, 


Posanl on aura X par requallon 

^2 — 2 5 -h I = o, (I’ou t = ( i ih — c-2*i» ) , 

c\‘sl-a-dire, a\ec le sigiie 4-, 

/j2\ '/ =z b2y - 4 * Iog(l “h V^* ““ j. 

On ecrira. idenUijucinoiit, 

V 7 = -f- ^ iog(,i+ v'~)+--^l<)g( 1+ vO+ ^>08 U — jlogCi — ^ 




(,I 4 -\/ K* — \/" 


Or, oe dernier logarilhmc cst r — i^i — ) = e 

On a done 

&aVf = H- ilog ‘ ^'_: -f-^logf'- 

■* I — V 


Mais loge’“''--- 


- ff ; done 

262 V' / =; log 


I -r- y/l — 

l — ^ 


'i'clle esL la Ibrnudo d’Euloi*. 


i® Formate de Poisson. - iVlenio li^polhese (pie ci-deshiis. Pour/, 
Ires grand, la fonniilc qui dunne j s>c reduil a 

d'on 

^100 2 


5® Un point pesant cst place duns an milieu homoffene donl la 
resistance est proportionnelle au carre de la riiesse. Soienf /, le 
temps necessaire a ce point pouracquevir une vitesse r el te temps 
qui luiserait necessaire pour perdre cette mhne ritesse si on le Ian- 
rail verticalement de basen haui. Determiner la relation qui existe 
entre Ics deux quantiles /, et t>. 

On Iroine 

2/^2 Wi =s log tang -h Aa^ . {P.Juilicu). 
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6® L'n point pesant d’elasticitA conniie •/! tombe sur un plan Iiori- 
sontal, dans un milieu homogkne, dontla resistance est proportion- 
nelle au carni de la vitesse; la vitesse initiate est nulleet la hauteur 
du point de depart au~dessus du plan est connue. Diterminer la 
longueur de tout le cliemin quit doit parcourir a\'ant diarrU'er au 
repos. 

Soitiiil 11 la hiitiicur iniliale cl S la lougiieur cherchee: uu a 




1 ;“ En deux points oil les vitesses sont les mimes, yt dans le muuve- 
ment ascendant elya dans le moiwement descendant {y, et ya ctant 
compt^s parin' <lu somnieO, on a la relation 

a =s 1 jj«. 


8® Soil, dans un systime d'ajies reclang ulaires, pris AC= V', el 


Fig. I is. 



(bufx courbes, la circon/erence Al de centre C, de rayon V et 
V hyperbole iquilaterr AH de centre (!' et de somniet A. 
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a. Prenon.s AQ^Vo cl AP = r. Demontrer qiie le temps, dans le 
moiivement ascendants est donne par la formule 

stti.cpq 

t = 2 ; 

b, IVenons AR!=Vo et AS = ?'. Demontrer qua le temps^ dans le 
movement descendants est donne par la formule 

t = (Prony, Lecons de Mec. analyt., i8i j.i 

f)‘' Formules differentielles. — Calculous les corrections qui scraienl 
dues a de petites variations des caracteristiques (\ 5 , bn)- l^cs for- 

mules du sommel sonl celles du n‘* 131 (inouvcment asccndaiil ou I’on 
fera = 2 ) : 

o ^ r = i- 7 , ^ 1 .s = 7 » 

I-HV^ ® M-v3 

Poiu' le point de chute, oii a a calculcr el dT. 

On trouve les forinul^siu\ antes : 


c>V(o _ t 

\ o> I + vj \ 0 
_ V |1 ^ 

\ta 

«Vm __ V 5 
'w 14- vj -ibt’ 






14-Vi^ J %l- 


i4-v 5 7 a**' 


Les foi'niules de la premiere colonnc soul deduiles de la relation 


et ccllPb de la scconde colonue, do I’equatiou 

ijV'T = ^ — aS — log tangS, 

a\ec tanga6= 

Cc soul des eas particuliers de celles du n" 131. 


136 . Cas d’une resistance cF(’’) = '' -• On aura. 
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pour Ic mouvement nscendant: 
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dt = 







^(1 -h 1’ bx * 


clx 



V dv 

n ^ bxv^ ’ 


cc <|ui etanl •suppose poisinf) conduira aiix formulcs Ju n® 100, an 
remplaccmcnt pres de bo par (g-{-bo^* Les deux cem Jsoiil (lii>tingiies 
par ^ bo) bx ^ plus grand ou plus polit que zero. 

Les formules donnant Pallitude maxinnim on le temps d'ascension 
sont cellos qui doniicnt To el Xq au n*' 100. 

I^>ur le moureme?it descendant^ on a 





"" -H ^0“^" b{V -+■ 


d,£ = 



V dv 

— 4- 6,, — r -f- bf> 


Ge seront encore les momes formules, mais oii bo sera remplacd 

par (60 

Si bo V le mobile lance do haul en has nc rctomberait pas. 

La ^itcsse icrminalo V' esL delerminee par requalion du second 
degre 

'4- bit — fi = o, 

(Ton 

^ 4 i?) 

2b. 

qui n’e&l reellc <pic si -j positive que si (60 elanl 

[)Osilif) />J — VH{bo — ^) !> c’esl-a-dire bo- 

Si ho, la \ilesse Icrmiuale V' esl nulle. Lc temps T el Tespace X. 
M)nt al<»rs linis cl domics par les equations du n® 100. 


1*37. Cas d’une resistance cubique. — On a dans celle hypothosc, el 
pour \c mouvcmcnl ascendant, avec bi\^'^ = g, 

£l r'' dv 

V- A 

Ou dccnmposcra rclcmcnl d'iiUogralc comme il suit : 

'* A A 

el I'ixilcgraliou donnera 

llL = log !s!±i + + /3 arc tang 

\ ®V-hI v/vg — Vo-t-X 2 — (Vo-hV>H- 2 VoV 


(1) 
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Pour Tordonneo, oa aura 


^ r V dv _ chi ^ r * t V 4 - 1 > ch 

\'2 14 - ““,4 ‘'v vi-^-v-Hl' 


L’inlegralion donnera 


^fiV , v4-I v'vrl — Vo4-l /T , (Vo— V)\/T 

, = loo - — — n- V ’ arc lang 7 

\ ^ Vy 4“ I ^/v- V -r* I (Vo 4- V ) 4- 2 V() V 

En faisaiil v = o, on lrou\e quo ie projectile s’arrcliir pour 

arc tang j^ ) > 

\ ^ A lilLi y/3 arc lani; . 

3 .i? \ ^ vo-hi ‘a-Vo^ 

l^our Ic point Q, a I'indni cn aiiionl Ho rorigine (v == yz ), on <i 


~ /j arc tang 

V ^ / I V^'^ 0 — ''^ 0 “'”* /T \ 

\ ^ 5= — ( og^--2 ! /3 arc tang — ) , 

® Vo 4 -i to. > Vo— I' 


/Jarciang;^^;^'), 


I'arc tang clanL pris enlre zero ct r:. 

I’our Ie lt‘m])& lolal T“ el rorclomu'e lolalc \ on u 

T';, = arc tang ( — / 5 ). 

/ 3 ^ 

= -7=— arc langl— 


Or, arc tang ( _ y/, 1 , ~ , ao". Done 


T" — 1 ! 

- i/Tfi’ 


Y* - — 12 

" 3^/7 


Ces fornmles (“oinoident a\cr cellos <lu n“ 130, a". 

Movement descendant. — Quaiid Ic, mobile ^•(lch<•(Muln^, apivs 
avoir atleinl su hauteur maxinuiin, &ou muu^elnenl sent cucorti rrgi par 
les equations (i) ot (^a), contraircnient a ce ([ui arrive dans le eas d’nne 
resistance quadraliquo « = 2, inais ainsi quo c'esl h» refle gtbn'irah' 
pour le cas de n impair; les Ibrmules sont vahibh's en chaugeaiit sini- 
plemenl v en ( — v). 
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13s. Autres cas dUntegnc^tion. — On peiil rncore r^i>outlre Ic's pro- 
hlrniei^ suivanlb : 

r* Cas cViuie rcsisiance hinome, - Si c F( r j = + le pro- 

I)l 6 me se resoiit par Ics niemes lormules que dans le cas rl'imc resistance 
monumc, cii remplacanl « par (niou\emrnl ascendanU ou 

par mou\emeat descendant;. 


fornmles 

^,(-5A'+*sQ*)TL = log^ 

/>SQi)Y» = tO }5 


La val<‘ur tie () sc dcduil de requalion du troisiemc dcgre : 

^jQi— = (> ( tie Saint-Robert ). 

.> M<M«e problcmc* pour une tbnclion F(r) =z poiirle temps T^. 

^n- ( (le Saint- Robert l 


b,v». — 

Le temps total T* et 

0= ^ jusqifa r = 

= 0 soni donnes par Ics 

•>i 3 ^-t-a/> 2 Qs / 

“ I / ~\ 

- -uarcsin-t/T-i— 1^ 


65- 1 

; - arc i-in il / 7-^^^ • 

aV 6jQ»/ 



135 ). Influence de la masse sur la hauteur d’ascension. a Lahauteiir 
alaqucllc s’clr\c un coi'ps pcsanl projelc verli<‘alemenl de bas en haul 
depend il<‘ sa \iL(‘ss(‘ initialc, dc sa masse cl de la resistance de Lair. 
Parmi plusiours projccliles splieriques dc meme dimension, lances avec 
la mem<‘ vilesse inilialti, le plus dense esL evideinmenl celui qiii doit 
monlcr l(‘ plus liaul; mats, an lieudesupposer coiinue la vilesse initiale, 
on pcnl so doiintu' \o lra\ail de|)cnse pour creer cello vilesse (par 
cx<‘mjde au inojeii <lo la detente d’uu rcssort ) el les choscs sc passeni 
alors d'uuo lacoii moins sirnph'. Si Tou prend une masse infiniment 
Ie}»orc, iiiKi dcp(*iise lliiie d<‘ travail lui communique une vilesse inliiii- 
menl J5raud<‘; la rcsistama* d<* Lair, qiii croit sans limilo avec; la \ilcsse, 
absordc, au bout <l’uu pnreonrs inliminenl petit, la force vivo initiale ot 
la hauU‘ur d’ascension a uno limite nulle. Si Ton pi'end, au conLraire, 
im(‘ masse infiniment grandi;, la vilesse initiale esi infinimciiL petite ui, 
dans ce cas encore, le mobihi 11c peul s\il(‘vcr. 

)» On conooit d'apres ccla que, pour un projectile de figure donnee vA 
pour chaque valcur du travail dopense au dcjiarl, il doivo exisierune 
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i'jG 

masse correspoudant au maximum d’asccnsion. Proposons-nnus de cal- 
culer ceile masse dans rhypotbSse d’une rGsisiance proporlionnclle a 
une puissance conslanlc de la Aitesse » ( Lecoi’uu). 

M. Lecornu traite ce probl6me de la maniere suivanle : 

L’^quiition diff^rentielle — ^ „ • s’ecrira, en inlrodui- 

^ ® A., 4-^ 

sant explicilemenl la masse rn du projectile : 


.v=-r 


mv dv 
m -H Ki’« 


cn posanl rn ^ = K. 

Lc coefficient K ne depend pas de m, ce qu'on voilimm6diatementcn 
ecrlvanl 




ntv dv 




Au dcnominaleur, mg repriisente le poids du projeclile, cl K^u" 
I’autre foi’ce agissanl, c'est-4-dire la resistance de I’air, qui ne depend pas 
dc la masse m. 

Par hypoth^se, la force vh'e inilialc esl uno conslanto. Done 




Posons !'■*= V'a?; on aura 




Posons encore KV"= — , cc qui, avec I'cquation du travail, donnc 


On aura done 


»i s= (R(*)"'+-*(a5)''+*. 






II s’agii de choisir p de maniGre a rendre maximum lc prodail 
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En o^alanl a zero la derhee de ce prodiiil par rappt)rt a u, on tnune 


r dr, / * 

H / - 

-'o . -'o I 


d: 


dt: 

» = f 

Mais, line inlegralion par parties Jonne 

K 

ft 

•* 


f -SH- = —l— ^'1 i^^L- 

-'o 7 l + / 2\* 


>* 


_ « « /“ rf; n r" _!K_ 

re qui pennet dc ramein^r Tequation precedente a la forme tres simple 


/ 


‘ </r 


72 -f- 2 


4 


qui d(5lemine conipJrlunienl le cocfficienl p, inconnu(“ du probli’inc, 
c.’csl-tk-fliro la \itesse initials cherchec. 


Cos de n — 'i. — Soil n = 2 . On aura 


lag 



•I 


jx -H 1 


9 


d'oii, pour [A, la valeur u. = 0,255, ou, approxlmalivemenl, [x = ^ • 

De celte dernici'e relation, on deduil alors le iheoreme suivanl : 
Quand on lance verlicalemenl dc has en haul, avec une depensc do 
Iravail G, dcs moldles ayant memc forme exterieuro, le mobile pour 
Icqmd h\ liiiuUnir d'asoensiou esl la plus gi'ande verilic les conditions que 
voxel : 


Sji masse esl egah^ a m 
donne par la formule 






K6 


; Ic carve de bii vilcssc initlalo (isl 


•id 

K ■ 


On a V«= 2 \'. Sa hauleur d’ascension est (igale aux ^ dc la hauieur 
a laquclle il jianiendrail dans le vide cn vcrlu de sa vitesse Initiale. 
La resistance .'l\ qu’il «'*prouv<* de la pari dc I’air, k I’inslanl initial, 
Cht quadruple dc son poids. 

(On a, en effel .fl = K^r".) 
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Cas den = \. — Dan^ cc cas, requation qui (leU'i‘mint‘ a&'obtlciiL 
aiseiuent sous la fornu* 


log 



\ [J T- 1 
4 ;jL( ;jt -f- n 


Numeriqiiemcnl, on troino ;jl =o,24*>» 

Cas tie « = 4- — On a, pour tlelermimn' p, Inequation 

arc tana —== = — 


V 


♦A-h I 


Numeriquemonl, on irou\e |jL=:t>,2i2. 

Remarque. — Pour 7i = o el pour 77 = x , on irouvc* jj. = o. 

Autre pi'obleme. — On trailerait tout k fait cle ia mome la^on I’eliuJc 
(III tir vcrtii’al a quanut(3 de iiiouvonicnt consUinte, K, condilioji 

qiii cori'espoud a une egale fatigue de inaftuL employe} au Ur. 

D'une fa(;on generalc, si Ton part de 7n\ "== K. on trou\e requaliou 
de dclenuinalion de p sous la form(‘ suivanle : 

_ n-^a 


liO. Mouvement reotiligne sur un plan incline. — Couunc sccondii 
application des tluiorics actuellcs, trailons, d’apreis IM. Appcll, le pro- 
bleme siiivanl : 

Un point Rf est lance} suivant la ligne de plus grandei penle du plan Or, 


Figr* ila- 



mclin6 dc Tangle o- sur riiorizonlulc. Les forceps appliquees aw point 
mobile M sont le poids la resistance du miliem = mbnr^\ dirige}«i 
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eu i>t*ns cottlrairc de la vilei>sc, la reaction aormalc N du plan, el. enfin, 
la force dc frollemcnl, dirigee egfdcinenl eu sens inverse <te la vilesse. 
D'apres les Inis cx[>erimonlales da froUemenl, eelte force esl indepen- 
danle de la vitesso du poiul ; die esl proporri(»undle a la reaction nnr- 
male xN, el I'on a 4>= N tang'f. Tangle curacicrisanl le coefficient de 
froltement, 

Moiiccment descendant , — Trciions Taxe Ooc dirlge vers le baseiuu 
ax(‘ (-)^r pcrpciidiculair(‘ au plan Incline. En ecrivanl les deux equations 
du mouvcmenl, on a 


m 


(IKr 


=s sin <T — . r‘R 



= N — ct>s T. 


Comme^>' <ist <M>nslamincul mil, <»n a 

N = ntfi COST, 4> = N tango = f}},g cost tango. 
llcmpLicanl aussi .‘»l par sa ^ale^r on a Tequalion 

= .4? ( srii T — tang o cost) — On 


'TjM>is cas simL a oonsiderer. 


Premier cas. — On a or > Ijc premier Icrimt esl alors luie conslaiile 
j)osiliv<‘. En Tapp(‘Ianr on a 


d*x 

dh 




e([ualion i<tenLi(jue a edlo du mouviuuenl ilescendaul, etudle dans Ic cas 
d'un<‘ (iliulc v(U'lical(! dans un milieu rcsisUml, sauf le cluingenienl de g 
en g\ La vitesse tend done v(?rs une limile Vij idle que 


\ « — iL — 

“ ~ K ~ 


SUIT — Ian go cost) 
ih} 


= V'" ( sin T — ta ng 9 cos t ). 


I)euxi(^me rax. — On a Le{>rcmicr(ermoeslalorsn<?j*allf. 

Ku appolaul du a 


tfir 

dt^ 




('(piallou idenliqiin a cello (in niouvcnicnl ascendant ^tudid plus 
haul (119) saut'Ie cliangcmcul de g cn^^). Lavilcsscdtmmuecl s’annulc 
au bout (I’liu I(‘tnps fiiii T; le mobile arrnc done, au bout de ce temps, 
dans unc pusiliou oii la ivsislauee de Fair cl le frollemenl de gUsscmcnl 
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s’annulenl, car la vllesse de\ienl nulle. Le poinl reslora Indrlinimenl 
dans cette position; car s'il tcndall a se remeltre en niouseincnU les 
forces de resistance el dc Irottemenl de glissemcal apparaitraienl iinme- 
diatemcnt pour reduire de nouveau sa vilesscazero. Dans cette position, 
il y a done equilibre entre Ic poids et une reaction oblique dii poids, duo 
au froltement au repos. 


Troisieme cas. — On a 7 = L'cquaiion est alors 
d^,T 


dt^ 




ou 




O^csl exactemenl lo cas*du niouvemenl recliligne clans un milieu rcsls- 
lanl etudie an 92. L’infliience retardalrice du frotiement annul<‘ Tin- 
flucncc accelcratricc de la pente du plan. Suivant la \aloiir de I'exposant 
le mobile s’arrelcra a distance (inic 011 infinie. 


Mom^ement ascendant. — L’equallon different iello est 

d^OD ^ 

= — ^(suij -H taagcp COST) — 

C’csl exactemenl T^quation du mouvemciil ascendant oludie au 1 19, 
la gravitc g prenant alors unc \aleur^(sincr + tang© coscr) ton jours plus 
grande que g , 


141. DeveloppemexLt en s6rie de Mac-Laurin. — Dans lo cas du 
mouvenient rectiligne vertical, on a les deri\ees succosshes sui\ antes do 
TordonneojK par rapport au temps : 



d^y 

~di^ 


c(cF-hg-)F'. 


/ 


rfSy 

di^ 


-('cF + 


S), 


^ =_c(cF + »«)fcF'*+ F‘'(cF- 


■ A' »J, 


Ccs Ibrmules sent celles du mouvement ascendant : si I’on change g 
on ( — ^), on aura les formulcs du mouvcnuml d(^scendan^. 

Pour ^ = 0 , on rclrouve les formulcs du mouvcmcnl rc(‘tillgno hori- 
zontal (109). 

Posons : 

Pjss: — P3 = C(cFo-i-' ^)Fo, 

P V - C( cFo [ cF;? FU C F o + aO 1- 

A\ec cos notations, les six dcvcloppemcnls seront cxacloment c eux 
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donnes. au iV' 111 sous la forme generale; il uV a done pas lieu de les 


traust*rire lei. 


2“ Nous ecrirons, par conire, Ics foriiuiles nif 011 obtieiit en iiilrcdui- 

V' * 

saul Ic (Icgre n dc la rcsisLanco, n = .Nous, auroiis 

r^o 


“ 7 “ ( ^* ■+“ ^ ) 

' (I 


el, si /^ est ooiisLaii^l, 


'i — I u‘Fo-+- (« — Uo ]• 


oil cni*oi’(‘, en posanl p,>=r 
A'® 

IN = /I ^ po( poH“ n. l^, = — /i — g [■( «. I )p,^-u /i — I ] 

'0 > ii 

II \ ieudra alors l(* sysLciiK* sulvaiil : 

11 j I r = Vo/ J I - 


^ ^ ^ I) [< — 3)po — 3] 




<‘M . r = No j I — ( -H j^poi'Po-H I) f ^ 


•J T ^ pti 


I 

— l)po-h/l— l] ( ^ ) 4 -... , 
\ ^ 0/ 1 


({) )<=: » -EL-li!^ 

I A''?U'->J< ■>'. f>o-ht '» 


I )) I r \ I - -H A(p„+ij((n_i)po— |, 


' ^0 ^ir- c \ i . lYVo— a\ 

(()) ^ l- -ji -i! l-i ; h /, ^1 lO j,— I p -JL J 

1 A" *a! Po 4 -n‘^ ‘ \ ^o / 


■'•ft (\^)’ 


On \eri(i(‘ bien qnc, pour^> = o, ees si>L c(|uaU(>as siujonloudcnl avec 
l(‘.s equations tUi luouvemeiiL liorizonlul 
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Fuibous liivor&eiurnl 0 = <». siv equation<i doimcni : 

„ _ No(N..— t’J /' JL ' ov\ 

V / 

(iC soul Ics iVjiiRLions <hi vide^ la <l<*uxi<'mc el la ciiiquieinc elanl res- 
pccliveiiieiH les fle\eloppomenLs de 




e{ de **■» = Ng — 2j§^y. 


On reiuarquera, eii oulns l(*s deux: form ules suivaiiles, <ju s’inUo- 
duiscnl y cl deduiles <lt* relies dii iV* 1 11 {Remarque*)^ < I dom l< s 
deux premiers lermes .soul f*>rl simples : 

~ey- I ^ 

p,» I I ( P« U* \ ii 

Los fimoUousiKilisliquos A on T ol S ou K soul dovclopp<;<‘s dans Ic 
Tableau ci-dessus [equalions (.f ) cl (<))]. On les domu* on<‘ore do la 
manicro la plus gouoralo, sans itilrodiiiro le d(‘gro do la rosislano(‘ : 

L v.fi+o 

A'\p.+iy *•* ''\p,+i/ 


I o .pS+ api) ( P«H- 0 — a V«p;» I )’ 


f)** Eiablir la formiilo 


X Co-f-i 



nKVELOPPEMENT EN SERIES DE FONCTIONS. 3o‘S 

f 

Foruuile de Littleivood. — J^osou^ ^ = r + on ciTira, [jour 
k Umi}Si : 


dz 




dz , F < j I . 

— — t; = rtf/ — ^ -=tt — i dl-^. . , 

on, piiis<|iic r = V„ — -h..., eu premium approMination : 

^ _ Su’ -f- /?/ ) — S( \ o) , j 5>* ^i») ,, 

( ■— — — — -+- — ' e- . 

f •> b ( \ 0 ; 

Oil jx'ul (‘lulilir line foviniile analogue pour I'ordonneey^ cn pOi>an( 

;‘«i'*+aAT 

et «‘ii i1e\clo{>piUi( «‘u sii'ni*. fx's pn*miei’s lermes hOiil : 

-y + 


IV. -- D£VEL0PPEMENT £N series de FONCTIONS 

I iS. Principe du d^veloppement. — Lc* (l<‘\clop]H*m<*nl par la serir 
i\e Mao-Laiiriii, <|in a (Hr domw'* priscrdeiumciiil esL i on I a fail 

j»en(!‘ral on c^c ^onj> cpril s’appliqiie a iinpoinl cpielconqin* du mouvemenl, 
Maib il u’<Jbl \alnl)l<*, avc(‘ iin pclil nomhre do lcrmr.s, Ionian moms, 
quo l<»rMpi'()ii u<* pab Irop dii point prib pour ori^Ine du 

dr\rlopp(mn‘nt. 

On p(Mil doiiiKM*, daiib !<» c.ab du inointmnml \<*rllfa] dans Fair, deu^ 
aiilrcb borics (|ui romp(»rtcnl, dans r(*\pi*ession do Irurb t(n"mcs, an lieu 
drs drrivrrs sii(*(!cshiv(‘s dc* lu fonclion do la r(3bisLancc pribC aToriigine, 
d<*s inl('*j»ral(‘s <|iii (Mul»rass<ml uiio ivj»ion hoaucoup j)lus ('icuduc de la 
loaclion F(u) cl (pii <Mm.stiiii<*nl d<\sappro\imalJonbb(UTCssiN(^bdu inou> 
\om<»m <rmiLanl |)lns o\aclOb qnc* l<‘ nombro d'iiil(‘j;ralcs s(jra pins con- 
sid(Hvd>l<‘. 

(k‘s iormiiiob soul d(Mlin((*s dt‘ la ('oniparaison dt* Tordn* d<j };raiideur 
ndiitif dos dcn\ lom^s (»n pnHtmcc, la «/'rtrr//<' g (*l [\tccelrrulion de la 

n*Histance da rairrV\r) : i‘» lorsqiic 1** raj>porl M‘ra pluspeiii 

*pi«‘ TuniuH on ponmi ch(‘r<*bcrmid(Hcloppomonl sui\anl i(‘b puksauccb 
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CHAP. It. — MOU^EAIBNT VERTICAL. 


de-a imersc du coefficient balistique: 2 “ lorsquc le rapport 

sera plus petit que Tunile, on poiiri’a, au conlraire, cherclior un deve- 
loppeftient suivantles puissances de c, coefficient balistique. 

Ccs deux devcloppemcnls s'exclucnt mutuollemonl au mdinc point, 
Tun etant comergent ct Tautrc divergent. 


1 i3. D^veloppement suivaut les puissances de I’inverse du coefficient 
balistique. — On a, dans ce cas, par Iijpotliese, ■ "- ■■■ < 1 . 

1 “ Mom^ement ascendant. — On ecrira la formule du n‘* 117 sous la 
forme 

d\} I 


cdt 


F(a; 


A' 


cFt r I 


La fraction qul figure dans Ic second membre se dcvcioppera, par la 
formule du binonie, en une s^rie convergenle, el Ton aura, pour Ic 
temps : 

De mfinic, pour rordonnec^^ on aura 

Posons, comma d^fmilioas d'lmc s.t‘rie d’inlcgralcs ou fonclions bnlis- 
tiques : 

D-.— 

II viencUfi 

vt => S-t — + ^S-» ■•■•••■+■ ( — 
r/ = D-i— ~D_s4- 

a" Moui'ement descendant. — On (Scrira 

f K 


On voll alnsi que, pour pass«r du muuvtiiii<‘nl tiboumiaul au moti- 
vcmenl dcscciidtint, il .sufiii-dc uhaager g cn ^ — g). 
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DEVBLO?^BMB^T £N SERIES DE FONC:TIO>'S. 

( )n aura, cii rrnuirquant qiie le sens ou sont comptes le ieraj)s el Tor- 
donn^e esl inverse dans lei> deux mouvemenlM : 


■ Ot =: S-i H S-jH rS S 


Qin 


— CJ' - D_, -I- - D_J -1- ^ D_J ^ D- 

On rrmarqiiera quo 

« di^ _ _ 


la t'onrtion S elanl la fonction halisliqiic rencoutree dans Ic mouvcnienl 
reelilignc liorizonlal (fll). 

De memo, on a 

D-i = D(i.O — Di V„;. 


Les premiers rtM'mes du de\ eloppenienl sont done ceiixdii moiivenicnt 
rocliligue, sous I’inlluence iTlardalrice de la seuie resisLance JcTair. 



Los termes suivauls, quL renforment introduLsent dc plus on plus 
rinlliieiicc de la gravite. 

4'* Si Ton Sft reporte a la diseiissLon des c<»urbe& de^» fonrllons S el a, 
A ct V on voil que ccUe premiere sene sera : 


P. GIIARBOiNNIBR. TOSIE I. 


CIUP. il. — MOtVEMBXT VERTICAL. 


a, Coavcrgenle pour lo moii\ement abceiidant. tie rinlini au paint A 

ou la \iics*se di‘\i(*nl \ ', telle quo cF( V' ) = ; 

b. Di^ergCllto de A' au somnuM O et, pourle mouNomenUlcscendanl, 
de O a Q'] 

c* Convcrgenlc, pour Ic mon\eni(‘nL<lcsceiidanl t*iirla branelic Q, 
^'^Application au cas cVunevcsistajice moiumie. — Soil 

l\')S 011 S 

rF{r) rH,iV» 


On a, paiiv ie& inlegraies du mou\emcnl : 

I /> 


?r[(vr'-l- 


r«<V„ 


(nm —i)f! 


D. 


— _ ' / JLY‘ I ‘\jilL. — 

' A'VBh/ 

» II 


nin 


— [i'* \rl- 


I //«> — x/rpu' L\ '’ / J 

IjCs lonmilcb (111 inoiivcnicnl il(‘vi<‘iiii(*ul aliirh, (‘u posiml ( = 

Wouvemcnl nsccudmil : 

frt _ I ‘ — I I L— r/X!!V""'_,] 

'(. (« — ')?«L. <'/ J I'rt — i)?l! L' " / J 

['tT'-]-- 


I 3 /i — I) p^} 

• r _ » 


iMoiivenieiU d(‘.s(‘(‘ii(laiil : 

£! = ' ' 1 - 

\o I/I — Dpu L / J 






ej: - 






i ii. DeTeloppemeutsuiTaiitlespaissaaces dacoeffitoientbalistiqne. 
()a <1, duu'. ce mss, jvur l»\}«)tlit*sc, ■ <; i. 



Dh^KLOPPEMEXT EN SEEIES DE FOXCTIOXS, io^ 

1*' Mouvement ascendant, — On (‘crira la fornuile tin n*‘ 1 17 sous la 
fornit* 




I “H 


c h" i V ) 

“ 


Di‘vt‘l()ppanl, par tUvihion, la iVat'tiou <lu bOtMintl in(*nil)r<», on Tint* 
serio comf‘pgonU‘, on aura, pour It^ temps : 

1 )<* tnomo, p»)nr ro/‘(Zortflec\)‘, il \icntliM 

, )■ r <F /cF\s /<'F\'«I , 

Post)ns, oommt* delinilion t-Punt^ serie d’mlci> rales ou Ibnelions lialis- 
llfpics ; 

S,a=^ — g f et Dw= — / 

il \K‘ntli*a, <*n I'aisauL I <*L ) = u, poup v = \ ,) : 

t =So — fSi 

y == D„ ~cDi 4 -r-D 2 *+-...(— 

V' Moucement descendant , — On ecrira 


dv 



.r? 


Inh'odtiisanl l<*s iurni(*s inlrgralcs S,« el D,/,, inais tjui, a i‘aust* dn 
cliangemt*nl de .sens d(*s liniiles, tlo\ronL cliangcr do sij>no, il \it*ndra 

/ -= — [ 3(1 “H rSi H- . -P t*"*S/// |) 

— I Do-h t‘Di-4- e»l>2H- . . .-h |. 


o’* On n*niarqu<M*a tpic : 

S.=-' r\A.= X:^' 

i* t if 


t‘l 


Do = 




- f' —i\i -P-0 

.A'. A 'Ig 




Los prtiniitjrs lorm<*s dc^ Ibrmiilos muiI alnsi los Lermcsdu inouvomcnL 
daii.s le vidtL Los ltinn(*s tpii .suiNonl iijlrt>dins(*nt [iroj^rt^ssivenionl la 
rosihlaii(‘C do Pair, 

p* Co (lov(do[>p<*im»nl sui\anl les piiissauoos di* c t‘sl \alald(* : 
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CIUP. II. — UOlVEltBNT VERTICAL. 


a. Sur la branchc ascendante du polat A' ou la nlcsse esl V' au 

sommet O (143, 4"); 

b. Sur la branclic descendante do O' cl Q', car la vilesse v csi 
Uiiijours inffirieiire & \ 

5'* Applicalionau casd' unerdsistancemonomp. — Soil F^w) = BbI'". 
On a. pour les fonctions ballstiqucb : 

=- 1 - «— ) 

_ _i_ Vj pg’ r,_ 

c® g (nm-i-i) I \\o/ J’ 


» V« pg* 

c"* g («m-f- 2 ) 




On aura done : 

Modvement abcendani : 

(^n * (^)“1 -- 

Moiivemenl descencK'inl : 

Point culminant. — Dans Ics Equations du inouvuincnl a.suuuduut, 
faisons v =s o, on aura 


£l* 

v« 


IL 


.£»_ 

«H-1 2n-+-I 'i«-M 


q 8 


.ii 


Pi 


ili « 1 ?» 

VJ a n-i-a ^ an-t-p 3m- 

Chute sans vitesse initiate. — Dons Ics equations du inouvcineul d«s- 
ccndanl, on licrira 




DEVELOPPEMENT EN SERIES DE F0>[GT10XS. 

Done, pour Vo= o : 

bji /A„\2 i«S7»+l 

T 


3 o 9 


gt s= r 




»+» \5'/ »' 

\5/ an 


»« + 1 


On pent ecrire ces dernicres d’une maoiSre tout A fait analogue a celle 
du point culminant et introdaire le rapport : p = On aura 
fft 


iZ 


= 14- 

1 
•i 


tl 4~ I 

? , 
ft 4" a 


aft 4-1 


a ft ■ 


_£L- 

‘ift4-I 
3ft 4-a 


Coefficient balistique des bombes analion. — Comme application 
des formules, soil i calculer le coefficient balistique d’une faoinbe 
lonibant en clinic libro connaissont ct t. On trouve 


, _ (ft4-l)(nH- 2) I fgfi \ 
" ft 4- 3 / 


Si la loi de resistance <le Fair est quadralique, on a, en chaque point, 
Toriginc des y et des 1 6!ant le point oil la vilesse est nulle : 


— = const. 

r If 

*2 


Dans le cas d’unc loi on a 


L 

y fft* 


145. ProblAmes sur le monyement dans le Toisinage dn point onl' 
ininant. — PntMiBR pROstiME. — On lance un corps de has en haut 
nvec une vitesse V^; quelle est la perte de vitesse quHl aura subie 
en retomhant it la m^me altitude y ? 


Prenons le cas d'une rAsistanuc monomc. 

Dans le mouvement ascendant jusqu'au point culminant (v 
anra 



I 

a-h‘i 


Vg+» + 



* X 
a/i + a 




= o), on 


Dans le mouvement descendant, pour I’ordonnAe k partir dc ¥« = o, 



3io 
on a 


CHAP. 11 . — WOL'VISMENT VERT 1 C 4 L. 


,jr\,= -I’S-f- — — L- J .. 

V , 4 * -+- 2 \ 4 - 2 


Ej»alanl ces deux valours do \ il \iendra 
„ = if V5 _ i,s, _ bi — L_, \ ,.«+j , 

_i- /i” y 1 ( \ »«+J _ i,S«+J 1 _ V—J ( \ i«+» ^ i,ini-s ) 4- . . . 

Posons r = \ (I — £. On a, par la fornuile du biuomo ; 

Portanl dans rej>aIito ci-dessiis, developpani, cLordounanl les lormes, 
il N iendra 




^ /I - 4 - 2 
£» S 


> /; -T- 2 
i « T I r 


>0 * • - 


1 4- ~ I « -f-OV g 4- < 27? 4- 1;\ i{" - ...j 
(^) 2/?^7/? 4- 1)\ 


D'aprcs (‘ola, csl do I'ordre do Si done on or>u<orvo los 

’ fi 

ternn^s on £-, il faadra prondro 

A« rt-+- > " L A J 

d\)u I'on lire, pour IVxpression do s = \ la valour 

S / , a- ^ v»'\ == _ 1 _ *2 \ «+ 1 / , + JLI_ , 

A / «+•» A \ ff « + •'/ 


oil 


oil oncoi‘ 0 , puisquo 
#» 


n-i-2 ^ V 7i4-2 / 




= I, on inlioduisanl la vilosso (ormiuab' \ ' : 




71 4- 2 V \’' 


I — . 


/ 14 -I /^a^" 


/i 4 - 2 V \ 






Tollo est la formule qui resonl le problome^osi'^ 



DEVELOPPEMKXT E^ bEKIES tJE I O.NCTIO*\Ss. 3li 

La perte do tWoe vno O'sl par la torniuL*' 

Remarque. — iJans, lo cas Je « = 2, on a 

r .-'-'- mv-m 

On p«ul V(‘riiior quo (‘otle formiile ooinoMle bien a\ec 1(‘ <lovcb*|)- 
pemeul stiivanf lo^ puibsanccs do ^ do ia fdrnuilo <Io Lambert < 13i ) • 


I3i:u\tLmk paouLkMic. — Cn corps tombe sans vitesse: H arrive a iin 
plan sitae a une haul ear ) | au^dessous de son point de depart an 
bout d^un temps L Dans le vide^ it auvait mis un temps {t — <r/). 
Quid est le retard a qidil a subi du fait de In resistance de Vair]^. 
On a, dans Pair : 

1 . h„ 

2 fi a 


el, dans vido 


t) r 1 

Iff = 0-4- — h. 

n -f- 1 


= - C (. 4- /i )5. ;?(/ — «) = »’ + V). 


h^alaiit jos vak’tii’s do gy{^ on en <lu<luit pour 7, la val(“ur suivanl(* ; 


f b fi 

n->r > if 


l^oriani dans la sooondo ecpiaiion, il vieiiL 


a =i i — i — i — ta o'' 


H(*mpIa(;aiiL t par sa valour, on aura 
I 


1 


(-1 = 

,if fr «■+->/ ff (« 4-i)(« 4- ■>> 

on oncoro, ou fondion du lenipn t : 


bn 


a -ss. . .. I 1 //; h 1 
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CH\P. 11. — MOUVEME^T VERTICAL. 


Le capilaiiie Broger, <lans ses etudes- sui* les chronographes, a 
employe une formule qui est un cas parljculicr ( /2 = 2 ) do la prece- 
dente : 

az=z 

i.4 


Remarque. — Par une methode analogue, on pourra calculer l(*s 
lermcs successlfs dc la serio du mouvemcnt descendant lorsquo 1(' 
mobile part d'uue vitesse initiale nulle, auquel cas les devcloppcmeiils 
de Mac-Laurin dun® 141 ne sont pas applicables. 

On a, pour les premiers lermes : 




2 L -+-1J (n -H 2) ^ 



1 46. Mouvement au voisinage de la vitesse terminale. — L<js merits 
precedentesj quand on r fail, pour le mouvemcnt desoendant, la vitesse r 
voisine de la vitesse terminale V', ne donnent plus qu'un developp<5m(‘nl 
loul a fait illusoire, car les fonclions t el / croiss<uH au d<‘la d(^ louU* 
limite, tandis quo la variable v n’eprouse quc des variations insigni- 
tiantes. Aiissi le probleme doit il 6lrc traile a pari. 

Supposons done quo le projectile soil arrive a posseder, <lans sou 
mouvemonl descendant soil sur la branclie ()£i', soil snr la branelu* ii'ti' 
de la courbe du n® 129, une vitesse v peu difltrenleon moins ou <*n plus 
de la vitesse terminale V'. 

Posons idenliquement r= V' — — v) et supposons (\ ' — r) uur 
polite quantile, rclalivenienl a laquellc nous efleoluons les dcv(‘Ioj>- 
pements en serie des deux formules du mouv<;inent doscmulanl : 




dv 


et 




I 


r dr 

<*F(t'r 




On ecrira, pour la premiere, cn d^veloppant la foniMion F(7’! par la 
formule <le Taylor : 


= I - I F ( VO + 1 ( V>- , r ( V' ) - 1 ^ F^( V' ) , 


cl, comme ^ F(\') = i, il viendra, en n’allant pas au delu des termrs 
en F" : 



DEVELOPPBMENT EN SERIES DB FONCTIO^’S. 


On Inlegrera, avec I'hypothese v — pour t : 




L'or<lonnec y s'integrcra d'une maniere tout a fait analogue par 
Tequation 

..F> = V'l.s -i- V„ 


Enfin, I’elimination de v enti’e ccs deux equations donn'era la foi’- 
nuile 


y = \'t- 


N'-Vo 


II — 


Mais, si F(v)=. on a 


F'= 

e c F 

— [''=« ; 

^ Sv 


Fig. iJi, 

O -& 



cl comme ^ F( V ) = i , on a 
Done, on aura la fbrmule 


-V'F=«. 

M 



(. 






CIUP. II. — MOUVEMEXT VERTICAL 


Aiiibi i<‘ mouvciuenl lernl a de\eiiir avct* iiiuj allure expo- 


iioniiellc. 

La courbe i r, t) part tin point 
admet une ab;\aiptoLo iiicliii^e de 1 
tcl que * 

UV 


O avec une lanj»cnl(‘ a \ die 
angle A ' ct qui coupe O >' au point A 

\ ' 

Tt7> * 


(ju'oii pent ecrire encon* 





V. - LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES CYLINDRIQUES ET DISCOIDES. 

147. Hypotheses de la theorie. - Comme application iu(ei*<‘ssanUi cl<‘ 
Telude qui vieiil d'etre faitc du luouvcmeiil Ncrtieal, nous irailenyns lo 
eas du nioiixemciil dans Tair des projectiles cylindriquf\^ cl disco) tics, 

Ces deiiv espe(‘cs de projeetdes, qui sonl consiilues Tun el Tauhv p«ir 
iin (ulindre de i‘6\oliition, dlHereiil an poini de vue balislique m 
(^eci : pour les c ylindriques < 1), la rotation aiilour de I’axo dc (igurc qui* 
Icnr impriinenl les ra> ares du canon est, a la boindie, paralleled a la lan- 
gente initiale; pour les discoides ( ff'), la rolaliou (‘sU ft la bouche, per- 
pendiculaire a cette tangente. 

Mais la llicurie balistique des uns et des aulres est la un^.mc, au degre, 
cependant, oii nous pousscrons noire etude qui csl seulcnieul (jualilali\<j ; 
cVsl ccltc prcuiien* a[)pro\imaiion que nous pcTinel d'alteiiidre rh\po- 
thesc suivanle. 

Fig. iTm. 



Si un plan sc nujut dans fair avee une vllessc faisanl a\oe la ilirec- 
lion de la norniale au plan un angb* 0, la resislancc quit Tair lui oppose 
est due a la seulc \ itesse v cos 6, normale an plan cl a|){)Iiquec au centre de 
ligur(d de cc plan : die sera doncexprimableparla lbriutd<‘e| K(i?eos(liy 



rUULCrOIftB DES projectiles nUNDUlOLES ET DIgrOIOES 3l5 

(»U Ci rcprcbCiito Ic coej/icient bulistiqne reliilit’a la sci Lion S, tin plan. 

La niOmt* deco inposil ion eii deux forces siir la surface <^vlintlrique tin 
projecfile couduira a exprimer la force a^issanle par i'mIm rsinO ) el a la 
buppobcr a})plique<‘ uu milieu de Tuxedii prujecule. 

La rt\sullaiile des aclions de Tair passera ainsl an eonlre dc graxilc du 
ejliiidre; il ncxislora, par buite, aucun couple perMirbatenr du niou- 
vcmcul dc rolaUon, qui be (‘oiiservcra sans eliangcmenl * cUi pm- 

jectile sf* ntaintiftndra lou jours dans la direction initialc. 



La iialiire de c(*b li\|)olliescs ue perm(»l d'esperer, j)av leur deveiop- 
p(*meiU, aulre (‘liosc qubino iudieiUion genci*al<‘ snr les jiluSnomeues qui 
bo pasS(*nl (ui rcalll<‘. Klles suffisenl eependant [xjiir expliqiicr certains 
mou\enicalb balisliqucs d’apparenec paradoxalo, epron pent avoir 
ro(M*asiou <rol>serv(‘r. 

i Equations dix mouvement des projectiles cylindriques et dis- 
coXdes, -- Siipposons un [irojcclilc <i\dindrique (Ic raisonncmenl et lo 
formubts soul d’ailbuir.s loui a fait analogues pour les projectiles dis- 
<*oid<‘.s| aiiime d'un<* grande mIcssc dc rolaliou aiitour de sou ax<‘ d(‘ 
llguri*; a rorigiue, octave laiiucble uncc la tangenlc a la irajeeloirc qu’il 
va dfuu'in* dans Tair, boub I’aclioudc la vilcsso \ <, qui lui csi imprimee; 
rangle de projecliou Cbl a. 

\a\ vU(\sbc dc rotation rcsiera iucbangiM* cl Laxe eonber\ era une diree- 
llon live dans respaci*. 

lV<uioas pour a\<»s dt* eoordouuecs : dire<lion de la langenie ini- 

tialc el <)$ perpendicniaire a Os, dans Ic plan dc pnijection. Le prqjce- 
lilc tUaul <jn M, si 0 est rinclinaLson dc la laugente k la trajcctoii'Oi e’est- 
a-dire <le la \iiesse /' sur Tave 0:?, les deux (‘ompobantes He cetle vilesbo 
b<‘ronl : 

e cosO, uorinalement a la tote du projectile, 

V ginft, normaleniewi a la surface lat^ralc 
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CIUI*. II. — MOUVEMENT VEaTlC\L. 


Les composanles de la resistance soroiit done, dans notre hypolliebe : 

— CiF(vcosO; sur {)z et — i’ smO) sur 0?. 

Les coniposantes de la gravile seront : 

— ^sina sur 0^ ct ^cosa sur OJ. 



On aura done, pour equations diirercniielles du iuouv«*m<*n(, cn pro- 
jelant sxxr 0:?, puis sur 0? : 

^ = — ^suia«--ciF(i.cosO), 


Mais on a 


^ cosa — cjFf V sinO). 
ds ^ cn 


Par suite, les deux Equations dcvienneut 
d(vcosO) 

^ =--^sina— ciFfacosO), 

d(i) sinO) 


Ainsi done, les \ariables se irouvent separecs : les iku\ inouvcmciits 
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suivaiil le» axes, hont ind^pendauls I'un »le I'autro et sont ceux d'un 
point lanc(S verticaleinent en Tair, probl^me dont la solution esl connue. 
On aura par suite, suivant O s : 


Jy ^'Sina-hdi 


cos 0 t 

:iF(i'cos0;’ 




i’* cosQ di V cosO } 
5^sina-T-CiF{ i,'cos0 i 


Sur Oq, on 6tablit deux Equations analogues, en reniarquant loiUe- 
fois qiie les limites des intigrales sont i’ sin 6 et O : 


sin 9) 

g cosa — cjF(i' sinO)’ 




f siiiOrft V sin6 > 

^ cos a — c* F( f sin 6 ) ' 


L'^liminaiion de v cos9 enire t et 5, celle de r sin& enlre t et q, celle 
de i enlre les deux demi^res permeltraienl de determiner la irajectoire 
el loutes les circonstanccs du mouvemenl. 


149. Formes de la tn^ectoire. — i“ Si a > o, le mouvemenl suivant 


Fig. 1 53. 



I'axe O:; esl celui d’lin mouvemenl ascendant. La viiessc t>cos& pari de 
la valeur V, k I’origine, pour 0 = o; cUc diminuc et s’annule pour une 
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diS 

certaine valeur dc t. LaMlesse esl alors dirigeeparallelcmoiiial’axijO:. 

A parlir de ce momeiil, la projection du mobile sur O:; dosconJra t*l 
le moiivonienl sera )»ar Tcquation diflerenli(dlc 

^/rcosO . ,, ^ 

— -j- — = g siii3£ — f I Im cosO ), 

at 

qui Cbt cello du mouvcmcnl dosoendanl, parlanl d'une vilcsbc iiiillo. 

•4" Siiixant Oc, on a iin mouvcmcnl dcsceiidanl, parlanl du j)oinl 0 
a\<‘c line vilesse nulle. La vitesse r blnO augmcnlcra don<^ consiammcnl 
jnsqira la vilesse lerminalc \ ' donnee par ^equation 

g <‘Osa = CjFl V'sinO'), 

0' clani la limile tie fl. 

D'aulre pari, Uequalion du mouvemenl dese(‘ndanlsiuvantO;5aj)arlir • 
tic S donnercu a la Jimile, la rtdalion 

g a = Cx F ( \ ' cos 0' ). 

Ces deux rclalions permcUcnl de delcrminer Its deux inconniies \' 
el HK 

La courbe prescnle une asvmpl(>t<‘ oblique cl allct'h* la IbrnK* dt‘ 
la figure i5r>. 

Fig. i5t). 



Si a<(t, !<• niouvoincnl siiivant Or osl (U'scendanl. avoi- iint* \il(sst! 
hiiiijile V,, yig. 


130. It4sistaace monoue. - - i" Dandle cab d’uii«r4MsJ(nu‘el'\r)=B;,t.'", 
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lo in(‘ojuiiies \ ' oi fl' ^oiii liec^ paries rplafi(>n> 

,4,' sin a = Cl J>« \ cos'' fj\ 

§ cos a = cj Brt \ '» sill" 0 . 

On (Ml (leduil 


taii««6* langy = ~ 



Si J'angic asynijiloUquc 0' Cbl plub petit que — aj, rusMupliite 

coiipera la \erlicaIo an-dc.ssons dii jioint O; il eii MM’a (!<» iiKiine de la 
courIxM 


Fi^. i');. 



On aura da as <‘(‘ eas 

tuugO' 'cola, r’est a-dire lang«0' ' cur" a, 

d\)U 

A la r<*lalioii <ref»alilo (*oi'rc\spaiid la linuli* dc Taiij^h' a pour lequcl a 
lieu <*eUe propricle. ^ 

Si c>' -r,, Fangio liniile <‘^1 t* 
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o" Si Ton fail a = o, les equalions du uionvement sonl : 


d(v cosO ) 
Tt 


= — CiF(i»cosO\ 


(u sin6) 


^ — C 2 F(p sin6'). 


3if 


Le priMiuer, liorizoalal, est le moiivement d'un point soiislrait a 
Taction dc la pesantcur; il y aura line asymptote oii non suivant que \o 
sera fini on infini (92). On a 6'= Tasymptole est vcrtieale. 

All point de \ ue analytique, la courbc se prolongerait en amont 
de Torigine, corrcspondanl anx vitesses allant de oo a Vo sur O:; et deso 
a O sur 05 . Pour determiner la direction limite de la courbe au point Q, 
remarqiions que la Irajectoire, pour les tr6s grandes valours de est 
presque rcctiligne negligeable devant F(u)]. L’anglc 9 varieainsi Ir^s 
pen et ebt Iris voisin de sa valeur limite Les equations du mouvemenl 
seronl dune 

dv 

cosOi*^ = cii;'*cos'*0i 
el 

sinOi^ S5S Cji»«sin"0i; 

(Tori 

eicos" ‘0i5= c*sin«-iO|, 

e’cst-i-(lire 

lan8'';di = ^ . 

Entrc 0| et V on a cluuc lu relalion 

tang'' Ois: tang" 0' tang a. 

La trajectolre Cbl finie ou inflnic an point Q, admcl ou non unc asymp- 
tote, suivant les valeurs du degre /?« dcla resistance (93). Le monvcnient, 
presque recliligne, no depcinl pins que des fonclions S(>') cl T>(v) et de 
lour valeurs limiles pour v — co. 

liemarque. — La proprielfi des projectiles discoidus davoir, dans cei^ 
taines conditions de lir unc trajectoire retrograde qiii les 

rendrait capahlcs d'atteindre iin but cache derridre un convert a attin't 
rattcnlion de quelques arlillcurs. Le colonel de Saint>-Eobert, puis le 
commandant Chapel, ont traite, dans Ic cas de n = a, le probl^me que 
nous avons g<'a6ralise ci-dessus. 

151. Cas giiaiml d*tine trajeotoire plane. — Lc cas qui vienld'dlre 
traild preuddemmeut correspond & I’hypothese dc I’axc initial de rotation 

ai 
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<lu projectile dirige soil suivanl la tangenle initiale, soil suivaiit la nor- 
male, dans Ic plan initial de projection. 

La trajectoire no cesse pas d’etre plane si Taxe de rotation est sitiie 
dans le plan vertical passant par la tangente a Toriginc, inais posscde 
line direction quelconque dans ce plan. Traitons mainlenant ce pro- 
bleme. 

Fig iTki. 



Prenons pour axes de coordonnees la direction de I’axe do rotation 
qiii se conserve constant etqiii fait un angle «avec la tangente initiale Ov, 
oL Oi perpendiciilairc. 

L’6tablissement des equations se fcra comme au i i8, on rcniarquant 
que, sur O^, la projection de g est ^sin(a+i) etsur 0^ est^''COs(a+/'). 

On aura done, pour tVjuations du mouvement : 

d(vcos^) , , . « 

-1— — i — riF(ecosO), 

d(vs\n^) , . r. . « 

~ ^cos(a4-«J — cjiMasinO). 

Ce sont des equations exactement dc mdme forme que C(*lle du n'* 1 48, 
on remarquant seulement quo, pour / = o, on a 

^ = tangO = langj. 

Done, sur 0 on aura ii considSrer un mouvement vertical ascendant 
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avec line vitesso initiale A ocos/, puis debcendanl a partir dii souimet; 
el, sur 0^5 un mou\<*m<'nl clessctuidant axee nne Vitesse initialc Vosin/. 

On poiirra done coiiblruire la Irajcctoire roinme dans Tcxemple du 
11 ’* 1-49'et la forme pourra eire analogue. 

Mais supposons a + z ;> - ; alors cos (a -4“ ^ ) ost iiogatif cL ^ur 0 5 nous 
aurons affaire a un mouvement d'abord asccndaiu jiisqu''a un point oula 
tangente deviendra parallele a 0 ^; puis le mouvement suivant 0 !^ 
(leviendra descendant. 

Fig iGi. 



Pour la discussion, / doll varier d’ailleurs de O a puisque nous 
avons vu que si Faxc Cbt parallele h la tangenlo ou perpcndiculaire, Ic 
monvcinent est tout a fail le meme. On dira done: si 

on a les memes formes (ju’au n** 1 i9; si a + z > on a la forme de la 
figure 16 1 . Ainsi qu’il est indiqiie sur la ligurc, lacunrbe pent presenter 
line bouclc au-dessus de riiorizon. 

Fig. 1 6 a. 



Le poini douldc pcul si* produlre a rorigine, ramenantle projectile au 
point ineme d’ou il a <Ht! lance. 



CHAP. II. — MOUVEMItNT VERTICAL. 


32 i 

Mais Ic point S^, sommel correj^pondant a I’aimulation do la vitosse 
suivant Oqpeut aussi bien otre avant S| qu’apres. A cetle hypolhese 
correspondent les deux formes de la figure 162, la premiere sans 
boucle, la deuxieuie avecbouclc. La trajcctoire estd^abord au-dcssus do 
la tangente; le projectile monte done contre la resistance de Fair. 


lo 2 . Au sujet d’une solution du probldme balistique. — i® Supposons 
j ^ — a, on aura 6 = — t; soit, de plus, = c^, et posons ^ =y 

et ; = ir ; les equations difierentielles du mouvemenl seront : 
d( V sin*:) 


dt 

d( V cost) 
dt 


= — cF{i»binT), 
= — cF(*; cost), 


e’est-a-dire celles qu'on obtient en decomposant, au point (#’, t) la 
vitesse en deux, horizontale u etverticalc ir, eten supposantqucla resis- 
tance F(ti) se decompose elle-mcme de telle sorte, qiFau lieu do F (v) cost 
et F(u) sinT, on prenne F(w') et F («^). 


Fig. 1 63, 



Cclte hvpolh^se, qui n Cbt e\ac»e que dans le cas d’niu* rcsislance 
lineaire F(i’) = 6, r, a cependant appliqu('‘o par certains balisticiens, 
par cxemple Ehrennialm (1788), au cas d’une resistance quadralique. 
C’cstla conibinaison d’un mouvement horizontal d’un point soumis a 



3?5 


TRUECTOIRE RES PROJECTILES CYLINDRIOL'ES ET BISCOIDES. 

une resistance quadratique Ao w- et d'un mouvcment vertical d'un point 
pesant soumis a la resistance 

La icajectoire a la forme de la figure i63 (point Q a distance finie 
pour ?) = 00 , forme parabolique de la branche descendante ). L'approxi- 
mation donnee par cette methode simple de resolution du problemc 
balislique n’est point, on general, suffisante. 

2 “ Sar Vindependance des mouvements. — La solution si simple 
qu’on oblient par la decomposition du moiivement siiivant la tangenie et 
la verticale a etc, sous diverscs formes, utilisee par des balisticiens. 

Voici ce que dil de Saint-Robert de ces recherches : 

ft Lorsque Ic mouvemenl a lieu dans le vide, ou dans un milieu qui 
rcsisLe en raison dc la simple vitesse, le mouvement du projectile peutse 
decomposer en deux autres inouvements, selon deux axes quelconques, 
<pii s'effeclucnL independamment Fun de Faulre conime s'ils avaientlieu 
Tun apres Fautre. Mais cette decomposition nest plus possible lorsque 
la resistance cst exprimec par loutc autre fonclion de la vitesse : parcc 
que les composantes de la resistance suivant deux axes coordonnes ne 
sont proporllonnelles au\ composantes de la vitesse suivant les m(?mes 
axes que dans le cas de la resistance en raison dc la premiere j)uissance 
<le la vitesse. |En d’autros termes, on na FO:) cosO = F(i> cosO) el 
F(v)sinQ = F(?^ sinQ), que si F(u) ^^4 v.] 

)) Pour a’avoir pas tenu comptc de cette circonstancc. plus d’lin 
auteur qui a ccrit sin* la Balistique cst lonibc dans Ferreur, ct e’esL en 
cela prcciscmcnLquo peebe la theoric balistique de Lombard, de Hutton, 
de Scholar de Lionastre, etc. w 

' Si Fon admet Fhypothese de Findependance des inouvements, les 
equations dinerentiellcs s'ecriront 

du dw ^ 

^ cF(«j, . —=-g-cF(»-) 

<jui s’int«'igreront. immfidiatement, la premiere coiumt* celle du mou- 
vjmenL rcclilignc liorizonlal (<10), la deuvieme coiiune oclle du mou- 
vemonl I’ectiligne \erlical (117). 

lo3. Cas de la trajectoire gauclie. — Supposons maintenunt quel’ axe 
di rolalion du projoolile ne soil plus situe dansle plan vertical contenant 
la tangenie initialc, ni perpend iculairc it ce plan. 

Prentms pour axe Os I’axe de rotation a I’origine et un plan *0 ^ per- 
pendiculaire 0?. L’axc 0? sera riiorizontale de ce plan. Sur Osj la 
soinine algdbriqiie des* projections des forces qui sollicitent le mobile 
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arrive en M sera composee d’un terme constant du a la pesanteuretd iiu 
terme du a la resistance de Fair, fonction F(r cos6) de la vilesse v cosO 
estimee slli^ant cet axe, d’aprcs les livpotUeses qui ont et6 faites (liTV 
Le mouvcment parallclement a Ou sera don<‘- regie par les ^nations 
du mouvement vertical. 

Sur Ic plan fixe la somme algebrique des forces qui sollicltentle 

mobile sera composee d’un icrme constant, proveiiant de la pesanteur, 
et d’un tci'me F( r cos9), fonction de la projection de la vitesse sur ce 


Fig. 1 61. 



plan, toujours d’apres les hypotheses faites. Cclte resistance sera tan- 
gentielle relativement a la projection de la traj(»cioiro sur Ic plan j:\ 
de sorte qiie le mouvement de la projection sur cc plan : r* esl inde- 
pendant du mouvement simant faxe O!^; esi le mouvement d’un 
point materiel soumis a raclion d’un<* force constanlc ct d'unc resis- 
tance tangentielle. C^est done le probh'uue principal de la Balisiiqiie 
Ext^rieurc. 

La question esl doncramenee a fetude du mouvement de d<uix pro- 
jectiles, Tun qui glisserait sans froltemenl sur Taxe des z en le louchanl 
suivant sa g^neralrice el auquel on aurail imprime une vitesse initialc 
^gale {\ la projection sur ccl axe de la vitesse initiale du projectile; le 
second qui glisserait sans froltemenl sur le plan des en le toucdiant 
toujours par sa base el auquel on aurait impriuKi a rorigine une vitcssii 
egale a la projection <lc la vilesse initialc .sur le plan des 

Ces deux projectiles sonl les projections du projectile reel pendauJ 
son mouvement dans fair. 
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lot. Boomerang*. — A la llieorie Jes projecliles discoides se rattacho 
immedlalement celle dc I’arme australienne denommee boomerang. C'est 
im baton rccourbe, en forme d’arc parabolique, aplati de maniere a pre- 
senter par sa tranche une tr^s faible epaisseiir. 

« Pour lancer (*e projectile, on rincline par rapport a Tliorizon el on 
lui communique a la main dans son plan un double mouvenienl, savoir 
une translation et une rotation auteur de son centre de f>ravite. Lt 
boomerang s’echappe et, en general, on le veil decrirc dans Fair, en 
lournant sur lui-meme, une parabole qui reste sensiblement dans le plan 
de Fappareil au depart. 

» Le boomerang pent clrc regarde comme symelrique par rapport a 
an plan mo yen. 11 on resulte que son ellipsoide central d'inei'lie a <‘o 
plan pour plan principal ; la [xu'pendiculaire au plan moyen clevee dii 
centre de gravite est done un axe principal, e’est-a-dire un axe naturcl 
dc rotation autour duquel la rotation, une fois commencee, pent sepro- 
longer in<lcfmimenl si des forces n’inlervicnnent pas pour le modifier *> 
(Collignon). 

Le probleme a resoudre est exactement celui qui vienl d'etre iralle. 
Lc plan dos est perpcndiculairc a Faxc de rotation 0^ du boom(‘- 
rang. 

0$ csl une liorizontah^ d(‘ re plan; O^, la ligne de plus grand*' 
pente. 

La vilcsse initlale Vo a pour projc'clion surle plan^Oa? ctVJ' 
buivantOiJ. Sur lc plan, la courbe dccrilc sera prcsc{ue unc jjarabolo, 
car le boomerang sc pivscnlc a Fair par sa tranche amincie. SiuvantO!^, 
le mouvemciil vertical sera tres ri'tardc par la resistance de Fair qui agil 
sur la surface plane du boomerang. 

De c<‘s deux mou\em<inls, resulte une Lrajectoire variec, siiivanl b*s 
conditions inih’alcs du mouvmnenl qui mctlcnt en jeu Irois donnees 
arbilraircs, le plan Fangle de projimlion du boomerang, la vitessc 

(le proj<»<'tion. Ainsi, comme <‘as parlieulier, Finstrument pourra inonKu* 
on ligne droilc suivanl la ligiic de plus grande pente Ox du plan, puis 
rcdescendro en suivanl la m(}m<^ ligne d(‘ imjmeqiFun corps pesanl lamx 
de bas en haul monte et redcscend suivanl la verlieale. 

Lc chavircmenl dc Finslruinent se produira quand, par suite de la 
diminution de la vilesse de rotation due a Faction permanente d’lm 
eouj)k [iroduil dans lt‘ plan moyen parlarcsisiancedcFair sur la trauclu' 
du boonumaiig, la slabilitci autour de Faxe naturel nc sera plus assuiTc. 
La loi de la <diulc sera alors tout autre que* dans lc cas simple qui vient 
d'etre trallc. 




DEUXIPJIE PARTIE. 

I^S THftoBiaiES GfiNfiEAUX DE U BALISTIQLE. 

LIVRE III. 

LES PROPRlfiTiS GfiNfiRALES 
J)E LA TRAJECTOIRE ATMOSPHfiRlQUE. 


CHAPITRE 1. 

liQUATIOxNS DIFFERENTIELLES DO M()DVE.\IEXT. 


I. - FORME nSUELLE DBS EQUATIONS DIFF£B£NTIELLES. 

loo. Les deux 4quatioiis du second ordre. — Duns I'etudc du proLlunic 
bidistique principal (5), on sc propt»sc dc determiner le mouvcmenl 
d'un point materiel, dc masse /«, soumis a I’aclion do deux forces : la 
pesanteur, dlrigee suivant la verticale ot la resistance du milieu, 
ilirigcc suivant la taugenCe i la trajectoire du point, et cn sens inverse 
du mouvement. 

Soienl les axes, Oa? horizontal, Oj vertical. Au temps t, le point 
mobile est cn M; la resistance dc Pair .il esl une force exprim^e en kilo- 
grammes, comme le poids du projectile; la tangente MT fait, avec I’ho- 
rizontale MM', un angle f, qui es^aussi Tangle que fait, avec I’horizon, 
la resistance .R, quo Ton suppose tangent ielle (4). 

En projetaut .succcssivemcnt sur les deux axes Ox ct 0/ on ecrira : 

Sur Taxe dcs x, 


Sur Taxe des y, 


in-^=-p~Slsmx. 
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Divisons les deux incmbres de cliaqiie equation par m ; la qiianlite ^ 
rcpr6senl(j I’acceleralion <5 due a la resUtance de Tair (7 ). Ceitc accele- 
ralion ne depend, par hypotliese, pour un projectile donne, que de 


Fig. iG). 

T 



fonction dont on connail, au moins, une table numex'iquc (7). 

On aura done, pour defmir le mouvemenl principal, les d(uix equa- 
tions du second ordre suivanles : 




cFfv) COST, 



— cF(i»; sinT, 


ou, par uiKi notation plus simple : 


d^x 

dr- 


— — COST, 


dr 


— ^ — cF siuT. 


loO. Les quatre equations differentielles du premier ordre. - - Lc^s 
deux Equations du douxieme or<lre ci-dessiis sont equivalentcs a quatre 
equations differcnlicllcs du premier ordre, qu’oii obtiendra tr6s aisemenl 
on remarquant que : 


On aura alors 


dx 

-77 ~ r COST 
at 


ct 


df 


= V sinT. 


d(V COST) 

Tt 


= — C*F COST, 


d{ V sinT) 

di 


— cF siiiT. 


Les qualre equations qui vicnncnl d’etre eorit<‘.s peuvent elnMlevelop- 
pees ct combinees de plusieurs fa^oiLs. 
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Aiusi, devcloppons l(‘s — dans les deux derni^res, il vienl : 


(I) 

dv . dz _ 

COST-77 •— rsin-r-r- = — cFcost; 
dt dt ’ 

(>•> 

dv dz _ . 

sinT-^ 4- V COST — — cFsin 


MultipUoiis (i) par sin^ oti a ) par cos': eL relranchons u') do i 2 ), on 
aura 

V dz 


(3) 


dt 


= — ^'cos':. 


( 4 ; 


Mulliplions ( 1 ) par cost et ( 2 ) par siiiT, et ajoiitons; 11 vicndra 

dv 


dt 


= — -^sinT — cF, 


Par relimlnatlon de dt^ ies equations ( 3) el ( 4)^ conibliiecs, donncnt 


^5') 


^?(acosT) r „ 

— i = — iJ r . 

dz g 


Pour clisciiter el rc^oudrc le problemo halisliqiie, on ])Ourra prendre 
d’aillenrs telle on lelle comldnuison dc oes equations qii’nii voiulrael 
nous aurons, plus loin, VoiTUblon d’en utlliscr qucl([ucs-unos. 


157. Syst^mes des quatre equations usuelles. — JNous cliolsirons g^ne- 
ralemenl, pour loutle divcloppement dc la iheorie dii probleme halis- 
tique principal, les cqualioiis (3) et (5) que nous joindrons aux 
equations de definition de ucost ct de csinT, niais api'es y avoir rem- 
placc la valuable t// pur la variable Jt, au inoycn d<j Tequatiou ( 3). 

On oblicnt ainsi b^ sysiemo des qnulrc equations suivantes : f 


fl) 


djv cost; 
dz 




dt 


V dz 
‘g cosz * 


dsr = dzj 

dy — tangT^T, 

h 


(jui relie Vinclinahon z a la Vitesse r, 
» le temps t ix v et a r, 

» Vabsrisse j:* a a et a 

» Vordonnee y a et a t. 


•i® On inlroduit sou\«nt la variable ?/, vitesse horizontale definic par 
la relation « = cos-r. 

On oblient alors le sysl6me suivant, Identique, cxceple la premiere 
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equation, a ccliii du vide : 


(H) 


du,.. 

dL .. 

dx. .. 

dy, .. 


du = — 

*“ g COS-T* 


, d-z 

dx =- — — " ■■■ ■! 
g cos^x 


dy^- 


tt* dx 

— tangx — 

g ° COS^T 


On remarquera, cn plus, Fexprcssion qui doiiuc Yarc s : 
et, par suite : 


ds = ^dx'^ + dy^ 

u® di 


"" g COST 


^ cosH 


3*^ Dans le sysleme (IF), racceleration de la resistance dc Fair cF ne 
figure que dans la premiere equation ; au lieu de dans Ics Irois auLrc.s, 
on peut iiitroduirc cF, et Ton obtient le sjstenie suivant, qiii rappelb*, 
par la forme des equations dt et dx,i celles du mouvement n'ctiligiie 
horizontal (90) : 


(III) 


d'z = — ^ dw, 
du 




6*F(r)cosx’ 


dy^-- 


V du 

W(7)' 


4® Enfin, au lieu de ou dc r/w, qiil enlrenl commc \anal)les dans 
Ics STstemes precedents, on pent prendre un des trols autres infiniment 
petits {dt^ dx, dy). On aura ainsi Irois nuuveaux syslemes de formulcs. 

Le Tableau suivant (1\ ) rcuuil les cinq syslemes ol)tcnu.s cn consi- 
derant les cinq variables (A/, rfr, dt,, dx. dy). 

Tableau (IV). 



diL 


dz. 


dt. 


d,r. 








I 

dx 

V 

iL - 

V tangx 



du 

*” euF 

du 

cF cosx 

du 

~-;rp 

du 

~ t'F 

du 

11 



dt _ 

0 

dx 





a- 




dz 

g cosx 

dz 

g 

dz "" 


du 


dz 

_ g cosx 



dx 


dy _ 


dt 

— —cF COST 

Jt 

“ V 



dt 

= r cosx 

dt 

r siiix 

du 

£ 




1 



dy ^ 

tangx 

dx 

V 

dx 

1 

It 

dx "" 

e co'^x 


•H 

dx 

du 

cF 


g 

dt 

I 

dx 

_ I 




V tangx 

dv 

a* tangx 

dy^ 

e smx 

dy 

tangx 




On pourrait introduire d’autres variables; ainsi, onemploie parfois 
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FORME USUEIXE DES FQU VTIOXS DIFF^RENTIELLES. 

Varc s tel que (ls = » /a riiesse tan^^ejitielle v el la vitrsse verli- 

*■ cob*: ^ 

CaZe (V = ?' SJUT. 

5® Donnonb endn le svsleme que ronobtienteiireni]>lacaiit du parsii 
A aleur 

du d(v COST » = COST dv — v sin zdz. 


re qui clonncra les equations sun antes, oii e cst la varialde indepen- 
danle : 





j?* COST 

»'(cF sin-:; 


dv, 



dv 

c F -h g sm T ’ 


==- 


V cos T 

cF -T-^ smT 
e sinT 

cF -r- ^sinT 


dv. 

dv. 


En vue de simplifier les notations, on posera tres soinent 

cFfiO 

A = • 


Ainsi, le systemc ( V) ci-dessus pourra s’eciire 

COST 


dz:= 


(V bis) 


sia 


y ? 




dv 


g pH-sm-; 


, I vcosz , 

cfa? = : — dr, 

g p + sinx ’ 

, i rsiftT , 

dy = : — dv» 

^ P SUIT 


lo8. Definition de Phodographe. — l^armi toiiles les equations dif- 
ferentielles qui vicnnent d’etre ctahlies, la premiere des quatrc equations 

des Irois premiers systeim^b, savoir : F(r),posscdcscule 

rimportantc pro])riete de n’elre fonction que do deux variables, la 
vitesse r et rinclinaisou t. Son intfirdt particiilier rfisultc du theoreme 
suivant : 


V integration de V equation — — ^ u E {v)permetderamener 
immddiatemeni aux quadratures la solution complhle du probleme 
balisfiqiie. 


Supposous, en efiet, ([u’oii sacbe iulcgrcr cclte equation ct exprimer, 
par suilc, v en fonction <le t sous la forme e = W (c) ; on substiluera cetl<^ 
valour de r dans les Irois autres Equations du mouvement (syst. 1), qui 
pi'endronl alors la forme 



9 


gdx =s — dx, g dy = langx rfr. 
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La question cst ramenSe a de simples quadratures; la solution, an 
moins ih^orlque, du problSineballsliqueestcompleleet tons les elements 
se troment exprimes en fonction de rincllnaison 
L’ equation differentielle 

d{vcQ&z) c . 

est designee, cn Balislique, sous le nom d\'quation diffdrentielle de 
Vhodograpke. 

lo9. Demonstration geom6trique de GreexxhilL — Soient deux points 
voisins P^ et de Tare de trajectoire m : les vitesses sont 



Soienl 

QVi = o-h-Du et Q\ 2 =u — ^Do. 

Le segment Vi Va reprdsentera, en grandeur cl direction, Taccel^ration 
lotale, resullante dc V| A, acceleration vertieale due k la pesanteur, telle 


Fig. 166, 



que V< A = et dc VjA acceleration laiigenliellc dc la resistance dc 
Pair. 

On a V 3 A = i)f. La direction VjA cbt paralUde a la bihseclrice 
de I’angle V) QVa, qui vaul bt. 


FORME USUELIE DES EOFATIOXS DIFFERENTIELLES. 
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Vi B etanl mene perpcndiculairement a Vj A, I'angle AV, B egal 
a *r. On a done 


\ 1 A cos- = ViB =1 QVt-h QV2; sin ^ dt = •> v sin ~ dt, 


d’ou 

D 'autre part, 


§ COST = V - 


sin - DT 

- 

2 


ViG = \ 2 A COST = cF COST D/ 


el 


d'ou 


V2 C = QVi cos ~ — Q^' "i “ aT^ ^ 

cF COST -f- ^ cos -H ^ 2*^^) ’ 


c’csl-u-dlre 

(^) 


sin - DT 

^ I .2 

cF COST = — COST cos- DT — V *^10 T ■ 




Mais, a la limile, 


. I 

SUl - DT 
2 


I>^ 


^ dx DD 

~ dt* ut 


dv 

dt' 


in/ 

2 


cos - DT = r. 
2 


On a done, pour (r) el (2 ) : 


g cost: 


?j rfT „ di^ . d'z d(vzosz 

— , rFcosT = - _cosT4- y sjnT^ = 


df 


dt 


dt 


dt 


Ce bont les deux Equations diHerentielles du mouvemenl; cn elirai* 
nanl dt^ on aura Thodographe. 

Si Ton calculc V2 B, on a 

Vj B = ( QVi — QVa) cos i DT = 1)1' cos ^ dt. 

Mais aiissi 

V^B = Vi A -4- AB = oF D^-t-^siiiTD/. 


On a done, a la limile : 


cF -H^sinT = — 


^(0 siiiT) 
dt ' 


IBO. Equations xntrins^ques. -- Soienl, oonimc au n*^ iiO, Ics forces 
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projetoes. d'une part sur lu tangente MT, d’aiilre part sur la normale MIN 
k la trajectoire au point M. Le rayon de courbure en M est r. 

Fig 167. 

r 



On aura, sur la langento : 

dv . „ . 

^ ==—^3107:— cF(i;) 

ct, sur la normale : 

r2 

y =: — ^COSC. 

La premi^i'e est Tt^quation (4) deja trouv(5e au n® ISO. 

La seconds pent sc dcduire de TequaLion (3) - y- = — ^cost dc la 

CIC 


Fig. 168. 



maiiiero suivantc : soirnt M ot M' deux points tres voisins : Ics normales 
en CCS points so coupenl on 1. 

Comme 

il vient 

vdtssr dk, 

L’ equation ~ — g cost pourx*a done s’^crire 

— =-^COST, 

/ V 
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re qui est V equation intrinseqiie sur la normaie. On remarquera que 
rettc equation est independante de la resistance de Fair. 

En projetant sur Taxe des on obtient une equation qui est iadepeor- 
dante de la secon<le force, la gravite; c’est Tequation 


d{v COS'D 


= — cos-:. 


La seconde Equation differentielle ( 133) 


d(v sin'c') 
dt 


=r — cF( r J sin-r 


pent s'ecrire 


d(vs\nz-\~ gt) . 

— — 2 — = — cF( a) sinT. 


On a done, en introduisant les \iles&es u et 


du 

dt 


= — cF(v) COS':, 


d(w-^gt) 

dt 


= — c F ( u ) sin -r, 


equations Ires symetriques, qui donnent, dans le vide : 

tt = Moi WzsWQ-^gt, 

Acceleration tolale, — Sur la figure on a ropr^sente en MF, 
diagonale du parallelogrammc cunstruil sur la gravile g et Vaccele- 
ration 5=cF(r), la resullaiitr dc cos deux accelerations. G'esiracce- 
leration totale que Ton desigueru parfois par la lettre I. 

On a, en designant par 0 Tangle de I avee la verlicale, les formules 

12= c*F 2 4- ^^*+*i><^cF sinr, 

* r Fees': pcos*: 

tangO = —L 

-4- cr iH-pfeiii': 


II. - fiQUATIONS DirFfiRENTIEUES EN COORDONNfiES OBLIQUES. 

10 L Axes et coordonu^es. — Pour retud<j de certaincs questions de 
Jialislique, il est utiie de rapportcr le lnou^ ement du projectile a deux axes 
obliques qui sont: i® la tangente Oz a Torigine dela trajectoire; la coor- 
donnec correspond ante acvaVeloignement au temj^s du projectile 
suivant cette ligne; 2 ® la verlicale Oy passant parPorigine; les y sont 
romptrs positivt^nient dans le sens ou agii la pesantrur ; ils rcpresenteronl 
<lonc Vabaissement du projectile au temps au-dessous de la ligne de 
projection Oz. 


P. CHAaBONNiKK. TOMB I. 


23 
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CHAP. I. — EQUATIONS DIFFERE^T1ELLES DU MOUVEWENT. 

On nomme pai’fois les axes O 2 et Or, qui viennent d'etre definis, axes 
hjlistiques de la trajectoire. 

Dans loules les questions ou figurent Vabaissement v et Veloi- 
gnement z, ces deux lettres soul ecrites en romaine* La lettre;)', italique^ 
d.'‘signe toujours Vordonnee. De meme, dans les axes obliques, s’inlro- 

fliiira la lettre romaine p avec la definition p = 

Dans les axes rectangulaires ordinaircs, la lettn* ilalique p est definie 

162. fitablissement des equations. — Soit M la position du projectile 
ail temps t. 

MT etant la taiigente a la trajectoire en M, Facceleration de la resis- 
lance de Fair cF agit en sens inverse de la vitesse t>, dirigee suivantMT ; 
Facceleration g de la gravite agit dans le sens dcs y positifs. 

Un petit arc de la trajectoire est designe par ds‘^ sa projection oblique 
sur Oz est dz et sa projection oblique sur Oy est dy (triangle MAB). 


Fig. i<>y. 




Les composantes dc Facceleration cV{v) suivanl les axes balis- 
Ltques seront : 

Suivant Oz, 



et, comme (ls=zv dt^ on a 


cF 

/» dl* 



EQUATIONS DIFFERBNTIELLES EN COORDONNEES OBLIQUES. SSg 

Suivant Or, 

cF et, comme = i' on a — -*-• 
as V dt 

On a done, pour les equations differentielles du mou\ement : 

* Suivant Oz, 

___ cJF di ^ 

dt^'^ IT di* 

Suivant Oy, 

d^y ^ cF dy 
dt^ ~ V dt* 

2® Nous allons, comme il a ete fait precedemment, dans le cas des 
axes rectangulaires ( 156 ), rempiaccr ccs deux equations du second ordre 
par qualre equations du premier ordre. 

Eliminant d’abord - — ~ entre les equations, on a 


(0 


I^osons maintenant : 


d^y dz d^z d\ 
dt^ dt dt^ dt 


dt 

dt 


dz 

dt* 


r, cst la vilesse du projectile projetee siir suivant la verticale ; 

ds 

IT. = l’> 

p esl une quantllt* qul nicsui'<* I'angle de la trajecloire avec O2 au point M 5 
au point 0| la valeur de p csl zero. 

' ds dz 

Kcrivant ^ = P ^ diflerentiant, il viendra 

Idt^ Idl'd t"^^^ "dt* * 


En comblnant avec (i), on aura 


dvi r= — dz. 

d^z 


et, d'autre part, en combiiianl avec ^ il viendra 


, V? cF , 

dVyi ' ' ■' ■ dp. 

ft V 


Cette d(‘miere (‘quation no reuferme, cu^allle, que deux variables, 
car V pent .s’exprinier en lbn<’lioii de r, el de p comme il suit : 
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Dans le triangle AMB, on a 


Or 


= AB^ AM* — a AB , AM cos MAB. 


y\B = ds, kB = d\, AM = rfz, MAB = -^ 


On a done 


ds = dy + dz — 2 dy dz sin a 


ou, en divisant par dz : 




Mais ^ : 
az 


On a done 


V = i>z(i -f- p® — up siny)-^ , 


V est ainsi fonction de v\ eL de p. 

3*^ On pourra, par suite, adopter, pour la solution du probleme balls- 
tiqiie, les qiiatre equations du premier oi'dre qui suivent : 


i’ ~ F* y ^ 

dv^ = - iL ii du, d’L = du, 

dt = — </p, 


ds = — p d[). 
S I 1 


Ces equations correspondent, une a une, aux equations du n“ 157 ( I), 
dans le cas des axes reclangulaires, el il est Ires faede de passer des pr<‘- 
micres aux secondes, cn falsanl sJna=:() el p = laugT, la vitesse 
devenant la vltesse liorizontale u. On a d^iilleiirs 


p SI not;— cos a tang'i 


sin(y. — > 
COST 


La premiere equation = ^ — c/p n’est fonction quo de d(Miv 

variables el son integration permettrait dc ramener h* probleme auv 
quadratures. Cest Fanalogue de Yhodographe (158 ). 

4® L’equation (i) qui nc renfenne pas la resistance de Fair pent s<‘ 
transformer comme il suit : 



EQUATIONS DIFFEUENTIELLES EX COORDOXXEES OBLIQUES. 


iz^ ® \d/.) 


C’est I’analogie de re(jualion s=r — g casT cn coordonnees rectan- 
gulaires, et qu’on obtieut en projetant le mouvement sur la normale. 

163. Applications. — i" Cas du vide. — Faisant c = o, la premiere 
Equation du n“ 3 donne v,= const. = Vj. 

Les equations du mouvement, rapporlees aux axes obliques de Torigine 

seront done : 

' 

wz=V», z = .^p, 

A ces relations, il faut joindre Texpression de p en fonction de v : 

X 

V = Vo(i -f- p- — :3ip sina)^. 

L’oqiialion de la trajcctoire est y= elle ost ind^pendante de 
Tangle de projection. 

3 " Cas d^une resistance lindaire. Si Ton fait cF = Z/, t?, il viendra 


d'oii Ton deduit 


f I bx 


Les equations du mouvement seront alors : 


I ^ 

a. Vo “ ff P’ 


e ' 


'Hi , / . *iVo \ 

- = log(.+ _pj, 


,= il [ 10 .^ 4 . E I, 

4! '”•1'+ *■ j s .+ ^p 


En climinant p entre les formules qui donnent z et y, on en deduit 
Tequiilion de la trajecloirc sous la foi'me 


V - _ h£\ 

y-^*(%Vo-6,z Vo/' 


Elle est iiidepcndante de Tangle do projection a. 
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161. Theortoe sur les vitesses. — Entre la vitessc langenlielle v et 
ses projections Vj. el Vj sur ICvS axes des z et des t, on a la relation 


V _ 

cosa ~ co'j'w sin(a — z) 
DifFerentiant par rapport a on aura 


On a 


dvt dv^ . . T7/ V / V 

-37 :7-sina =— ^sinsr — cF(ij) cos(5r-- t). 

at at 


fcosa sin(a — t)'] 

V -h = Vz 1 

Lcost cost J 

Quand z se rapproche de a, on sail qu’a la limite, on aura 


Vz = V 


Cette relation est rigoureuse pour a=^* 
Les deux equations deviennent alors 


di\ 

’ITT 

Tu 


g — ^cF{vu 
— ff — cFiv). 


La seconde est Tequalion ordinaire du mouvemenl vertical, 
filiminant cF (r) entre les deux, on obtient 


dvs 

'Hi 



8^ 


C’est une equation diffcrentielle lin^aire du premier ordre (ju’il est 
facile d’integrer. 

. On trouve 


t»j = ti 



Telle est la formule cherchce; die est due au luuitenanl LittI(^wood qui 
Ta utilisee pour le calcul des Irajectoires. 

Remplacons dt par sa valeur el represimtons uno fonction balistique, 
dependant de v et de t par la notation 


/ - 


t,. -[ff-f-cKd-;]’ 


on aura 


vj = »(!{:, —i). 
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Dans le cas d'une resistance lineaire, on verra que Texprcssion oi- 
dessus donne 


V. = 


t)0— ” 


Dans le vi'rfe, Vj = Vp — v. 

On calculera la valeur de (y) par la formule 



t 

Vj di. 


Ainsi, dans le cas d’une resistance lineaire, on a 


(>) = 


I 






CHAPITRE n. 

Etude de l’hodographe. 


I. - generation de L’HODOGRAPHE. 

165. DAflnitiou de I’hodograph.e. — En MAcanique, on appelle, cn 
gSnAral, hodographe ou courbe que dicrit la vitesse, une courbe 
engendr^e comme il suit ; par un point fixe O, on mene, A chaque 
instant, un vecteur OH parallele A la tan^enle A la trajecloire, c’est-A- 
dire faisant un angle t avec une droite horizontalc 0^. On prend, sur le 


Fig. 170. 



vccteur, une longueur OH egulc (a une ccrtainc ecliellc*) a la \ilcsse v 
du point materiel sur la trajcctoirc. Le point 11 dccril ainsl uno courbe P(^) 
qui est Fhodographc. 

On demontre de la maniere suivantc que, dans Ic cas dn problrme 
balislique, I’liodograplic qui vioni d’etre defiiii, adniel bien pour equa- 
tion difligrentiello ( 158 ) 

rf/l’CO«T) c , 

— = 

a" ff 

Soicnt deux radons \ccleHrs OH ct OK infinimciil voisius, d<‘ 
longueur v et (u-f-rfr), faisanl a\c*c Fare Ox dcs angle*, t el (z — dr). 
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Le segment HK de rhodogiaphe represente done, en grandeur ct eii 
direction, I'accroissemeut de la vitesse du projectile pendant le temps r/X. 
Si 1 est I'accel^ration totale du mobile an temps t, on a. par definition, 
1 = ^, et, par suite, JlK = dv = ldt {fig’’ 171)* 

Mais, on sait que I'acceleration totale I qui agit sur le projectile est la 
resultante : i® de lagravite g quiagil suivant la verticale; a® de I’accde- 
ration de la resistance de I’air cF(»') qui agit suivant la direction de la 
tungente, en sens inverse de la vitesse. 

Or, le segment AK intercepte sur la verticale par I’angle d-za la direc- 
tion de la gravdte; le segment AH a la direction inverse de celle de la 
resistance de I’air. Comme HK est leur resultante, en grandeur et en 
direction, on aura 

XK = ffdt ct AH=-cF(i')*. 

Si KB est perpendiculaire sur OH, on a KB = AK cost el, comme 
KB = V dx, il viendra 

(i) i' dx = — ffcosz dt. 


Pig i 7 «- 



Soil Ih bi projeclion du segment HK sur Oat; on a, d’unc 
part, / 7 t = — dl^v cost), et, d’autre part, /Jt = AH cost. 

On aura dou^ 

(a) rf( 11 cost) = rF(ii) cost d<. 


En eliminanl dt entre Ics ctiualions (i) cl on obtient ]>icn Tequa- 
tion difrerenlicllc, dito de riiodograplie du probb'me balisti<iuc, c’esl- 
A-<lire 


d{i> cost) 
tlx 
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166. Oas particnliers de rhodographe. — i® Vide. — Llwdographe 
est itne verticale, — En eflet, si c = o, Tequalion de Thodographe 
donue 

J(i» COS':) = o, d’oii v cost = const. 

Fig. i7'». 



C’est la propriete connue de la Constance de la vitessc liorizonlale duns 
Ic vide. 

L’hodographeestlaverlicale HH'H^ silueeaune distance 011'= Vo cos a 
dc rorigine. 

2® Mouvevient REGTJLKi'NE. — Uliodogrciphe cst uTic dvoUc passant 
par Vorigine. — Car si ^ = o, on doit avoir 

d'Z = 0, (I’oii T = const. = a. 

L’hodographe est le vectenr d^inclinaison a passant par Porigine. 

On aura aussi, n^cessalrement, quand t = ±: cas auqucl Ic 

num^rateur d{ v cost) est idenliquement nul ; c’est le cas du mouvemenl 
vertical. 

3 ® RiSsistance linIviui:. — Lhodographe est une ligne droite. — 


Fig. 173. 



Soil n uii point de Thodographe. Pour obtenir la langenle en H, on a 
vu ( 163 ) qiPil fallait prendre IIS. = eVdt el AK = g dt. 



C]£nERATION DE L’HODOGRAPnE. 
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Dans le cas acUicI, on a F(i’) = B|i', cB( = 6|. On ^crira 
done HA =biV dt. 

Soil L le point oula tangenle HK rencontre la verticale du point O. 
On aura 


AK“AIl~6,rf«’ 



Le point L est done un point fixe, et, par suite, Thodograplie est la 
droite HL elle-meme. 


167. Thtor^mes du coloneLHenry. — Nous avons niontr6 (lo8> 
comment Tintegrallon de Fhodographe permet de ramener immedia- 
tement a des quadratures la solution complete du }>robleme balistique. 
Si Ton a, en efFet, v = les equations du mouvement prennent la 

forme 

Voici unc inlerprfitation geomC’triquc dc ces equations. 

Fig. 174. 




Soil tract* Thodographe II dans le plan iOy. Les trois Equations 
diliiSreniielles du mouvement sont(157, 1) : 

dl= dx=s^ ay = tangTtfx. 

g cost g g ^ 

I® Soientles deux points mm' infiniment voisins sur Thodograplie. 
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CHAP. II. 


£tudb db l’bodograpbe. 


L’aire elemcntalrc Omni' es>t £galc ^ dz. Done gdx est le double de 
cette aire ilementaire. 

2 ** Soil Os une normalc au plan <le I’hodographe; cn chaquu 
point m de cette courbe, menons une droite mM parall^le u Os et (igalc 
langT. Comme dy = dx tang-r, on aura 

gdy aire 0 mnt'. 

Si Ton m^ne alors MA parallde & 0 m, cette droite aura pour Equations 
^ =s tang's et S = X tangx. 


EUe engendre done le paraboloide ^ et I’on pent dire : 

Le produit gdy est le double du volume ilementaire compris dans 
le cylindre droit qui a pour base Vhodographe, entre cet hodographe 

et le paraholoXde ^ 

3® Projetons cn Ajo et A'/?', sur le plan sOy, Ics deux generatrices 
consecutives AM ot A'M' du paraboloide. Comme kp = y et 


A A' s as tangx s 


I’aire kklpp' sera 


'f dX,ssV COST 


COS*X COfcX 


Done gdt est la projection^ sur le plan IJOy de I'aire paraboloi- 
dale qui liniite le volume ilimentaire prieddemment dejini. 

£n passant aux Equations finics, on aura Ics trois tli6or£mus suivants : 

1 ® L'aire balayde par le rayon vecleur de V hodograplw entre 
deux positions quelconques de ce rayon est igale d. ^ gx. 

2 ® cylindre droit qui a pour base l'aire balayie et est limiti 
d'un cdtd par cette aire et de Vautre par le paraboloide 

a un volume igal d i gy {ce volume doit dtre compii posilioenient 

pour des valeurs de “r positives, ndgativenient pour des raleurs de x 
nigatives). 

3“ La fraction de parabolotde qui liniite In volume prdeedent se 
projette sur le plan des ^y suivanl une aire traprzoi'dnfe iga/r d gt. 


168. BalistiqnegTapliiq.ue. A. Construction du capitaine Madsen. 
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GENER\T 10 X DE L HODOGILIPHE. 

Soil 1 hodographe AA| dont le pole eht enO. Pour oJjtenir mener 
PP verticale a la distance 00'= i de rorif*iiic. On a 0'N=tang':. 

Fjg. 175. 



l\reu<‘r NB = 0A'= v cos-r, ct conslruire point pur point lu ccnirbe BB| 
Irunslormce de AA*. L'aire iNBB,]N| represente cur on a 


Fig, 176, 



2 ” Pour obUnilr j", on prond, sur la \crlicale do. O, le poinl uxtile Q 
(ju^)u joint a uii point A (juelconque de riiodograpbe. Par le poinl Rlol 
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que OR = y'tangT, on ni^ne une paralldle & QA qui rencontre le rayon 
\ectear OA en un point 1. 

Ge point decrit une courbe 01 dont I’aire OAl repr6s>ente ^ 

En eifet, on a dy = tang^^te. Or, dx esl proportionnel a I'aire 6l6men- 
laire d^crite par le vecteur OA (167, i®) ; done pour avoir dy, il suftil 
de multiplier' le vecteur par ^/tang-c et d’cAaluer I'aire ainsidefinie : e'est 
ce que la construction grapliique r4alise (aire ombree de la figure )• 

B. Construction du commandant 11. Parodi. — II estais^devarier 


Fig. 177. 



<ies metliodcs graphiques pour (ionstruire, point par point, les elements 
/, X, y d’une trajectoire quand Thodograpbe est connu. 


Fig. 178. 



Ainsi, pour calculer le tumps, mener MA vertical <5t M m purpcndicu- 
liiire au rayon ^ecleu^. On a 


M.V =—=:j^d/. 

(?05T 
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Pour rordonnee, prenons OG = i, joi^noiis GA (jui coupe OM cnB. 
Ell joignant M', projection de M sur la verticale, a B, la droUe M B 
r<*ncontre eii Q la xerlicaleMH. llest facile de \oir qu’ona 
On a aussi QE = g cljc. 


Calciil de V amplitude bt admissible pour chaque element de P in- 
tegration graphiqire H. Parodi). — On etablir faclleincnt, bur la 
figure 178, la formule 


MQ = tangT 


tangPT 

I -h tangT tangD'T 


Pour un angle dt ajoule a t au lieu de le retranclier, on aurait # 


MQ'=: tangT 


tangDT 

I — tangt tan gDT 


La dillcrcnce entre MQ ot MQ' cst siiperieure a Tcrreur commise. 
Prenons, commc valeur probable, la moyeiine entre MQ et M( V el cal- 
culons les difterences entre celte valeur probable et les deux \aleurs 
extremeb calculees. On a 


MQ — MQ's= tango's 
MQ -f- MQ'ss: 2 a* tang's 


tang-*DT 


I — tang®T tangin': ’ 
tangDT 


1 — tango's tang'^P's 


L’erreur maximum commibc cst, en pour 100 : 


MQ — MQ' 
MQ -H MQ' 


tang': tan gin, 


<*t c’esl cetto quaiilile qiil doit cLre plus pclilc qu'uno valeur donuee v), 
par excmple “• 

^ * lOO 

Par des caleuls analogues, on arrucra, pour «; el a la m^*me 
ndation : langT tangnT^ tj, pour d^finir ramplitiide <lc la variation dt 
jiormcLtant d’olilcnir line [irecision donuee a\l’a\aucc. 

Lc Tableau sm\aiitestctal)li pouno =nr- : 


T,.... ro** 5>o* 3 o® 4 o*^ Co“ 70^ 80® 

in,.. 3 " 12' i‘' 3 o' o® 4 o' o® 24 ' o®i8' o^ra' o'*6' 


169 . Sur la discussion de I’hodograplie. -- On p(ml, cn considerant 
souiemcnl les ^*quations diffcrentielies du mouvement, sans les inlegrer 
(cc qui d’ailleurs esl gcneralenicnt impossible) at en les disculunl dir<‘c- 
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lement, domonlrer un certain nombre de proprietes quiappartiennent a 
toute Lrajectoire, quelle que soil la resistance de Fair. 

Quelques-uncs de ces proprietes furenl reconnues par les premiers 
balisticiens, dans le cas special d’une resistance qnadratique. Cest le 
colonel de Saint-Robert qui les a, le premier, presentees sous forme de 
doctrine gen^rale. Les balisticiens modernes ontbeaucoup etendu ce cha- 
pitre fondamental de la Balislique. 

Parmi les theoremes qui sont particulierenient propres a faire saisirla 
nature du mouvement du projectile sur la trajectoire, se classent ceux 
qui outpour objet la discussion generale dc Thodographe ^ c’esl le premier 
probleme qui nous occiipera. 

II ne sera fait d’autre hjpoth^se sur la fonction F(i') que de la consi- 
(lerer comme une fonction continue, qui crolt avec t\ On a done, par 
liypothese, 

Pour ?' = o, on pourra avoir c F(o') , ou cF(oX ^ , ou enfin cF ( o) = o. 

De m^me, nous ne supposons pas necessairement F(oo) = oo. 

On verra, dans le cours de la discussion, que, pour lelude de noni- 
breuses proprietes de la trajectoire, on est nalurellemeni amene a 
prendre comme reference de la fonction arbilraire F^?') une fonction 
monome 

On rappelle (17) que Texposant n, defini eii uu point quelconquc par 

la relation n = j ' » est dit le deg rede la resistance en an point r. 

Le degi'c n est toujours ^o, par hypotliese. Ou designe par /Zo le degre 
correspondant a = o, et par n^ le degre correspondant a u = oo . 

T1 ai'rivera souveiit que des theoremes seront elaJdis dans le casd’niu^ 
resistance monome, puis generalises ensiiite pour le cas d'une resistance 
([Lielconque. D’autres fois, au contraire, lo cas d’une resist aucc monome 
sera donne comme application (fun iheoreme general. 


II. - LES DEIX £XTR£MIT£S DE L’HODOGRAPHE. 


*170. Tlieor6me I. --LHiiclinaison^a pour liniite infih^ieure 
Dans Tequalion differentielle de rhodograplie 



du s= 


cuF(u) 




nous prendrons t comme variable indepondanle, qiu* nous fcroiis 
(Tabord varier en donnant a d'z des valeurs negatives (l<»])uis I’origlnc a, 
angle de projection. 
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Dcmontrons tout d'abord cju(‘ Ic [irojectilo ne pent jamais b arrOler, 
c'esl-u-dire qiic sa \ itesbC ne pout devenir iiiiHe, si I’on n’a [las 7 = — - • 

Ell eileL, les deux forces qui agisseiit surle projectile sontla gravile^». 
qiii tend a le faire descendrc verticalement, el la resistance cF(cj donl 
la direction est opposee a cello de la vitesse r. 

Au niomenl de Tarret, on doit avoir cF(o) = et ces deux force> 
doivent etre opposecs. Mais, un instant avant Turret, pour une vitesse* 
aussi petite qiic Ton voudra, Tacceleration cF( ?'), qui etait tres voisine 
de cb\o)^ etait dirigee e«. sens inverse de r. II faut done qiTa la limite, 
la direction dc r devienne justenient verticale, e’est-a-dire celle do g, 
[)our que Tequilibre soit possible. 

Ainsi. on doit faire varier Tinclinaison 7 depuis a jusqu'a ^ 
cl, dans cet inlervalle, Thodograplie ne passera jamais par Torigine: 
ce point, s*ii est alleint, ne pent T^tre que lorsque 7 = — ^ • 

171. Th^oreme 11. — La vitesse horizoniale u va consLamment en 
dicraissant Jusc/tCf) lavaleuvzdro, obtenuepour 7 = — 

Puisque ni r, ni F(r) ne peuvent devenir negalifs et que dz est nega- 
tif, dll sera negatif el n dccroiLra sans cesse. 

Pour cherclier la valour Ihiiite de w, ecrivons reqnaliou difrerenlielle 
de Thodograplie 


sous la forme idenlique 


aa = i^^d-. 


^ c F ( iM (h 

If S' COST 


On integrera par la forinule 




' c F( i> ) </" 


f' 

M(t .L 


La conslantc />• csl finie ou iniini^ mais jjnsitivCt piiisqii’elle remplaoe 
la variable posilive IulL‘j;rant tie a a oa aura 

logK — l()gK,= A j^Iog lang^^ -h - log tang f -ij -+- ^)J> 


1». niAUDONMUn. TOAIJJ I. 
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Poiu'T=: — le second membre tend vers zero, TexposanL k elanl 

pObitif. 11 on esl de moine de la \Uebse horizonlale w. Le llu'orome esi. 
done demontro, saiib cas d'exception : inome si lend vers Tinlini 

]M>ur ^ j le produit u = v cos-: lend vers zero. 


172. Theoremelll. — Pour une vitesse in/inie^ Vinclinaison ^prend 
uue raleur di (fV* rente de (^± • 

l-'equation dilFifirentielle de Phodographc s’ecrira, en develop- 
panl du = d( r cost), sous la forme ( leo7, 5^) : 




dz 

COST 


/r dr 
r 


Supposons que, Vo olanl une \ilesse ires grand<‘, nous j>arli<)ns du 
IKnnt (\'o, a) el que nous intdgrions jusqii’a un aulre point (i\ ou r 
esl encore ires grand, mais (ini. Nous aurons, d<uis Ions les cas : 





sim 


<k 

COST 




Mais, Ic rapporl^siuT ne de\ienl jamais infini dans les limilc^ de 
I’inlegralion; prenons done luic valeur conslanle k coiume valeiir 
nio><*nne du facleur + —siuT^. On aura 


(«) 


/ f r'E^ 

«ORT Cjy^ *•!< 


Nous allons maialeuanl fairc lemlir \ j \ors riiiliiii. I'o.sou.s |U(»r les 
ims grandos valfurs de o, (‘onimc au ii" i)3, 

F( V ) = t’"« f + H'tr( V ) I, 

F 

clam nil exposanl tel <jue — ail une valeur linle pour /' • x. La 
fonotion lend, par consequent, vers zero. 

On aura ainsi, a la liniile, 
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L<‘ sorond momlm* esl done une qiiDiilitc linie, si osl dilFerenl d« 
zero. 

Or, s! le sec(»nd membre de riiitegralc (i) esl (ini, il on sera de inrme 
(111 premier qiii. intc^re, donne 

A-logtang^ jH- — Xloglang^^ -+- “j. 

l/inclinnisun t ne pout done prendro ui la valeiir » ni la 

valour ^ qiii rondraient inlini le lerme log lang ^■7 4 -")' 

IJt)ni“. pour o = 5c, I'iuclinaison t a une limite, t/ue nous desi- 
gnerons par W, et qui esl diff^rente de • 


Cas d' e,rception. — On voit iinniodiatuinonl quo si dans I’inl*'*- 
on a «^ = o, cV‘SL-u-dire K( im = (ioiisl., jioiir r = x) 

- «6 I 

(la r.oiirlH' des F(r) admel alors'une asvmploln horizoulali* pour l<‘s 
}:randes saliuirs de r), ooUe iuUigrale, qiii dcNienl loj»r, esl inlinie. On 

adoin* H=:^, dans li^polliesc. 


173 . Tli 4 or 6 me IV. — Pour y la ntrssr r du projectile 

tend rers une Umite \ telle tpie 6 *F{\ ' i - - 

On (Vrira rinxlo^raplio 

itr (c¥ . ih 

ai I suit: I 

r \ A' / COST 


lyapres le llieorenni 111, la vih*sM‘ ne dcviiuiL pas, eii general, 
intniie dans le \oisinage de^--^^-()n puurra done, (‘nlr<? ot, ass<‘z 

voisiu do { el ^ j i remplueer ||~+.siuT^ par uii<‘ eons- 

laale //, valour inoyeuue. 

liiteuiMui alors retiuation on aura 

Mais, pour j =• — on a 

lang^*-h 
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Piiisque V nc «le\Ient pas. en general, InliiiL, au point (— il faul 

que // soil mil on positif, oar line ^aleur nogalive rendrait r inlini. 

Si/.' ctait positif, on aurait r = o. Le projectile s’arrolcrail dune, 
sollieite ct*pendant par une senlo force, la gra\ite, si la rosIsUmeise h'lu) 
cst nulle. Done r nc peuL (Hve nul que s’il e\isto, dans rexpressioii dola 
n-sislance, un terme do rrollcuienl, tel quo eFo \ <‘ah parli- 

culier. 

Done, cn general, /' nc sera ni nul ni infini. 

Oil cn concliil que // <loil tendre \ors zero. Done, ft laliniil<‘, on a 

cF 

h Sill": =5 o 

Gomine !)inT = — i. on voit que la vilcssc »' lend \er.s une liiuilo \\ 
lelle que cF^V'( = g. G’esl la vitesse terminate (l<\js!i cousider(5<* dans 
It* tir vertical (12) ). 

Cas d'exception. — S’ll cxisle, dans I'csprcssion dt* la rusiblaiicu, iiii 
terme consiani lei que — soil la vitesse terminal** chi nulle; ear. 
dans reqiialion dilFerentiolle 

dll 

*' 

on a 

^ cF(o) 

s' (? ’ 

puisque F(»») crotl par hrpothesc avee r. 

T>onc, la parenihSse est loujoiirs positive, et Ton a, a\ee /■' positil'. 

e tang*' = Votang*'^^ -i- • 

Lc second meiubre s'annule pourT— done 


[ o iM o ) . 1 (h 

hSIll': - — 

LA* J 


Jtemnrrjue. — Le cas do \ ' = oo osl oonqiuliblo av<‘ 
cFfsc) 

pour o =“ » . on a — ;; — =: eousi. 


- (|itand. 


lUstiri^:. ' - Soil, ropr('*seiU<5e, sur la ligiirc 171), la fonoiion 
en fonclion de o. 

Soil OEo le point correspondant a la vilesso zero; on a ’= 
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Soil Ic poinl correspondanl a la vilcsbC innnic; on a 

On a loujours a* piiisqiic. par Iivpolhrse, F (r ) croil a\ec r. 

Soil AJ le point qiii n^presentc runllc sur rochelle des — 


Fig. 179. 



On <listiuj»iic Irois cas : Ic ])oinl A1 «‘stcnlre o cU/,,, oiicnlrc6r« 
ou aii-dossus <l<* 

Premier ran. - vilessc lernunale esl niille; 

DeuxUnie cas. - • i 7^* la lorminalc os\ <liir<5n*nl(‘ (l<5 

/.oro rl do Tiniini; (Jk csL (|uc r K| \ * 

Troisieme rtts* - i , la niUjsso loriniimli* osL iu^ini(^ 


!7t. Th^or^me V. - 7/ ririste dewv especes de (ntjectoires^ les 
unes aver sommet, Im antres sans sommet, 

D’apirs l<'s. iliooivm<*s pnVodonLs, on voit <[ue, sur la irajecLoii'e, la 
vil<‘.sM‘ r variora, <run<» maniorc oonliime drpuis I'infini, pour unc oet^ 

laim* iurlinaison H, jusijuVi \ \ pourl’inrliuaison ^ II n’cstpas 

|>(»s.siUl(^ dan.s riulrr\iillo, (pin la ^il(»^s<w' puissc s'aunuler, l(is deiu 
forcoh qui a^ihscut mu* Io. proj<vlilr xiMlant jamais d(‘ sons oppose, sinon 
pour T= - D'aulre purl, le projerlik lu; pourra qiiillcr celU*. \<*rtl- 
cak line fois alteinte. \iusi done, PinelinaisouT sariaiil d'line manierc 
eontiuiie do H a > la \iU‘hSO r variera <Ie x a V\ 

I A* sonunel dc la Irajerloin? correspond a Tinclinaison t = o. Done, 
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si H <‘hl pobitif. il (jsLiblera imc valcur <le r aiinulaut t : la trajectoire 
aura un sommet. 

Si H osl nejiauf, la trajectoive n aura pas de sornmet. 

Klant les caraclcrisliques initialeb( \ a')du lir, rinU\t;ralI(»u 

dc rho(Io{^i‘aphe (loiiiie la ivlatioii \ nuuiirrc ^en<*- 

ralo, on aura dour oc . \ o*. 3t). 

Si jp( X , \ 0 * a) leh IrajectoirebOiiLuii soinmrt ; si , \ 
ellcb neii onl pas. l^mr tp = o, le soinmel cxible, mais r'osl 1(‘ point H 
liniitr de la irajacloire. Ritui cntcndn. si a o, il exisUu'a toiijonrs uii 


sommct, T \arianL de a a 



l^e prohlcma no se post* quo pour los 


aaj;lt‘s d(‘ projortion uej;alifs. 

On appelle. ^arfois, ks irajecloires bans somiucl, (rajectoires das 
bolides, parco qu’ulles correspondcnta cellos quo ces corjiusculos pcu\ ('ul 
dcorire on ahordanl , bous un angle, en general, nogalif eL a\ ec uno vilossr 
eiiorme, ralinosphrro lerrcbtrc danb laquelle ils b’allumcni. 


175. Application au cas d’une resistance monome. — kaisoiis rap[di- 
(‘alion des iheorcmes qiii \iemicnl d'etre deniontrcs au <‘as (rwne nSis- 
lanee mononic : c F ( r) = b,, r". 

(Excepl(»ns la cats limile dc n =0, qui doiL oLro Irailo ^peeialenuuil.) 
L'liodografilio s'ccril, dans le cas d'une rcsislaiu^^ 


d{ V CO*'-:) 
bfi 




Mulliplions les deux memkres par — L— • il viiuidra 
t I Cos'**"*': 

£. COST) _ d'z 

bn ~~ cos"'*’*-: 


Les variable'! sonl bcfiarces, <‘t l\m integrcra, d<' \ „ a r a{ de a a t, 
bous la forni<‘ 

A- , r d-. ^ A- , r d-. 

/tZ>„e"cos"c /i^„V{[cos«a 

Le second membrc est une quantile Hnie. Done 

liiii, iiKuiie pour e — x. L’angle linulc H esi dillereul ile \aleurqui 
rcmirail iufinie rialegrale. Il a poiirex|>rebbiou, on fbu<*iioii desoarai'le- 
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ristirjuos inUiulcs ( V,,, a). 



Jo C08«-^*- 


n hn \ {{ cob'' a 



d- . 

’ 'Z 


•>5y 


(”obl In roklLoii f) = «( x, \"o, a). 

Bieii cultiuilu, SL a Cbl posilif, ii exibliTd loujourb iiii somiiiot. Soil a' 
la \alciir absoluc do riudinaison uo^alivo iiuliah* a. 

I^a Irajcctoiro aura iiu bomniol bi 


> n cos" t! 




d-z 




Elle n'lUira pas dr sonini<*l si riiirgalitr esi ru sens inverse. Lr cas 
dVj^alile correspond a rhypolhrsr on W = o. 

Lr prcniico* moinhro do riurgalilc esl le rapport, doia^ravitoaiu r<^sis- 
lan<‘4‘ inilial4‘. Hue d<‘ ia fonelion do a (pii lij»‘iirr dans le secomi 

nu‘ml>ir jiourrail rliv dn^ssre ol prrmellrail d<‘rcsoudre iinmetlialcmeiil 
le prohlrmr dr rexisleuci* d’tiii somnu^l. 

till valtMir d<! la vLlesse Irnuiuule esl delinir par la ndalioii = 

i 

l).,ao\' 


Exempldn — Soil line reslsiaiua* liueairt^ /; = i . 
l/int(‘^rai<* d<‘vieiil lanj; H r;- -y-—-;; 


La lraj<‘eloir<* aura tin soiuni<*t si > sina', -uHlire si lapro- 

jrrliou <l<? rarrrlrrali^m iniliah* //i \ o ''Ui‘ la \rrliralr *‘sl plus prlile (pir 
la f»ravilr. 


ni. - VARIATIONS DE LA VITESSE. 


176 . ThtorAme I. Ln r it esse r Jit profeclilti pusse par an mini^ 
mum /'„! pour un uuple nepati/ entre et e,riste la trUt- 
(hit V K( * m) -t- o. 


l/dpialitui (liirenuiliidlr d<» riMalograplu* sNuTil, rii rllVl, 


fie 

ITx'" 


e /rF 
cos*: I 


»- sin 




rl 


/ 1 ^*F 

la Jrrivr,* s'unuuli* Uw th'uv valtiurs >' ss o ♦*! ~ + siuTsso, 

i" LVgalit*'* »■ — (> !»• j>*MU wilisfanic «(ih> «ljins il<‘ux cas. 
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En premier lieu, s'agil du tir xerllcal ascendanl, oii 
et oil la vitesse dcxienl iiulle au point culminant cle Fasccnsion. 

En second lieu, r pent s'aiinuler au point ^ l(u’s({ir<)u 
a cF(o'}> j^(173). 

Ce sonl la deux cas d’exception, qui represenlent cepeiidani des 
minima reels de la vitesse r. 

2 " Ces deux cas elimines, resle le point (r, t*),,, defini par la relation 

Mii= o. 

D'abord, si ce point exisie, la vitesse passe bien par un minimum el 
non par un maximum. 

En effel, la derix6e secondc est 


cl 


1 [r(F^vV') . -] dv f /rF . \ sin': "I 

— sin- — -f. i> 14- ( h sni-: ) ^ j 

M cos^L ^ j dr: [ \ IT / cos-*-:] 

(>, so red nil a 

(—) = 


» • C V 

cu qui, au poiiil ( r, t)„, ou — 2 _|_ sin-: 


Oni 


C'est ( cxeeple pour r„=:o) unc quantile posiiivi'. II s'a}>il ilom* l)i<*n 
d’lin minimum de la vitesse. Ce minimum est (raillours unique, (‘ar 

no pent changer de signe pour une \aleur annulaul ~ 

3® En roduisant les l<»rmes, ou mellra sous la lornu^ 

d^v V r ^ /cF\2/ vb"\ cV eF'\ , *| 

4“ La possibilite du I’esislcncu du poinl { r, t)„, d<' \itussc iniiiinutm 
('•lanl ainsi elablie, il s’agil dc dihcuter luainlcuaul la n-alilc! <l(* sun <‘\is- 

tencc. Eu diet, la relation + suit = o. (pii l«‘ drliiiil, csi rf-a- 

lemenl satisfait<‘ par — - — = i , au point do vitosse tcrminal<\ Eu (rauln^s 

icrmes, il } a lieu dc sc deniander si les deux points t*l (\ ', - 

sont toujuurs dislincts, ou, au conlraire, s'il y a des cas oii ces points sc 
confondenl. 

Le principc de la <liscussion qui va suivre el (jui pcrniet <lc resoudre 
compl6lemem oe proldenie a Cl6 indiquO par Ic colonel Siaeci. 
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177. Theortoe II. -- Dans nne trujectoire tn'ec sommeU si le 
degre n de la resislttnce est wpejnevv on egaf a V unite il 

existe toujoiivs un point de ntesse minimum^ di'itinct du 

point (\ \ —^y 

Kcrivons r<V|ua(i<»n <liffen*nlielle de riio<lo^raplie sons la tornie 

(l(v coH^ ) ^ r F(ii ) 'dz 
V- cos^z .A»i» cos^-r* 

el mlegrons, (l(‘|)uis le s<)mni(‘l ( V\, <>) jusqu'au j)oinl ( r, On aura 


I 

i’m (‘<>5 'will 


r,-i: 


•cF rh 


at cos-x 


= — A Langxm 


/ esi une valour inlermodiaire <‘nlrc <‘elles (|uc, <lans les limilcb do I’in- 

logiMlion, ))rou(J lo rapport 

Oil (‘n doduil 

rosxiij— A \ ^ ''laxm 


Posoub \ ~ lang'L, cv qni olanl posiiif ilolornnni* un angl<‘ aigu ; on 
aura 

<«in ’1^ 

^ "* ” A cos (‘L -4- Xni ) 

D'aul.ni part, <*l t,h, <|ui soul lies <*nlro (*u\ par roquatioiKu-dossus, 
(•“'(.sl.-j'i-dire par riuulograplu* iulogro, muU <4i plus, au point (I<* viLesso 
iniuiiuuin, lies par la ndalion (l<‘ ddlinilion du point ( o, : 

^ rFu’ini o. 

On a d<»n<‘, par I'oinhluaison d<‘s doii\ e<[ualions, 

r ^ uoj^ -sphinx 

/. cos( x,n) "* ’ 

Posons 

n _ } . 

^ A " * 

nous anrons 

i- sill xjii cost -1- SS5 o, 
o<‘ qni r<»viont, idenliquoiuonl, a 

( 'A'i I smf'AXm-4- 

Suppohous ([ii'on ait {i .j, i . On aura — i i, i . 
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Le prenuei* inembre d« roqualioii precedenti^ sera plus pelitque i, <‘l 
Tun pourra poser 

— ijsin*!/ = sins, 


cl ant nil angle aigu. 

l/oqualion — sinl 'V) = sin® cloiiiie 

0 rinx -H 9 ; d’oii Tn, = — 




Or © ct i sout deux tingles aigiis. Done sertf un angle aigu dif- 
ferent de • <’• <.>• 

Si |3 = I , on aura 

; eVou 'iiii == — ‘ 1 ^. 

r‘ N'oj'ons mahitcnanl la signHicalion de la oondilion ^ ^ i . Supposoas, 
ainsi qu'il a ele dil. qii(> — croisse avec r, ce qui aura lieu si le 
degre de Ja resistance csl > i . Comme la vitesse r diminue depuis \ ,, 
au sommot, jusqu'a an poihl on aura 


cF(l«ni) . c F ( \ J 


I 11 / 3 * cFia,n) 

et cmnni(‘ /r est une movenn<‘ enlr(‘ ccs deux valeins, p ~ t 

• A Vin 

sera compris cnlre i f‘l une <pianlile ^i. On pourra doai* poser, par 
siiiu^, [3 S 1 . 


Le liieoremc csl done demonlre: il exisU*, lorsque /i^i, uu 
point (r, t),u de vil<‘ssc miniiiiiiin disiiiKd dii point \ • 

Dans Ic cas dc /? = i , on ti \uqu(irhodogra[>he clail une droilc(16<>, 

Ic {)oint (r, t\,i csl le pied de Ja pcrp<nidi(:ulair<* ahaissec de rorigiai* 
sur ecLIe drolle. 

On <loil remarquer quc]^cc tlicoreme ac (lit pas qn<‘, pour n i. il 


lie pourra pas exisler un |)oinl (r, distinct du point -- ^ j • 

La domonslralion csl fondee sur le fail quo l<s sinus <ruu angle aigu 
pout representcr le produil (a^ — i )sin»i, qui doii seuleinent fitri* i* 
La condition qui est sufllsanle, n’esl done pas necessaire el, aiiisi 
([lie nous le verrons, il exisicra des eas n < i, ofi, e(dl(i condition n’etani 
j)as ivalisee, la vitesse minimum evistc (*ependanl. Mals on loit <[ue la 
eondilion <rcxistorice dependra dc»!/, ('.Vsl-i-dire do A*\ 


I7<S. Au srjet de cette demontration. -- A\ant 1 etude coinpl<H<‘ du 
proldiuiu*, qui a el(3 faite par SiaiHii eu ipo*!, les Trailt^s de ittdisSiiijms 
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<le|)(iis Siual-llohorl cl incme Ic Tniilc dc Siurci dc i8()2, cnoiiraicnl <^1 
(IcniDiilralcnl iiii thcorcme general, qui |)n)iiNait Tcvi'blencc, dans hms 
l(‘s ras, qu<*l quo hoil lo degre /? de la rcsislaiicc, aussi lueu puiir l<^s 
lraj<'<i()ir(‘s sans sommel qiie pour los autres, d'un point ( r, do 

\il(\ss<‘ nuniimim, dislincl dii point 

11 imporle iri <r(‘\aminrr cello d(»monst ration, eu \ u<* <le hC rendre 
l oinplc d'nnr cause d(* fauv raisonnemeni dans Ic pnx'cdc general <[ui 

consist!* a n*in[)laeer, sous l<* 51^110^^. une <pianlite varialde par one 

couslanl<‘. (lellc (‘rillijiu* (*l le iheorcnie preccdciil soul diis au capilaine 
(lavalli (1901 ). 

( )n e(‘ril IMiodograplic 

cFOm rf- 


V cos*: 


COST 


(‘I, posanl A* egal a une val(*ur moycnn(‘, oaln*. la vil<*ss(* au soinmol \\v 
el e„,, du rapporl mlogrera sous la forme 


e„, COST,, 


in 


I ’ ni rosT|n . / *” . . 

loi»— L - — L z-z /, I - - =;XIoi»tana 

rosT 

On aura don<‘ 

\, 


a-?)' 


^ ..Jl- ::!!!), 

COST,„ ^ \4 X J 


ndalion qui <‘\isle av(‘<* reipialion di* vil<‘SH(* ininiimun 
(2 1 cF(r,n) - o. 

C<*s d<Mi\ eipiations, <lisail-ou, soni iueompatil>l<*s pour*:,,, =■- -• 

Kn olleUsi Ti'qualion (*>.) donu<* i. (lomm<‘ on 

cFiVv) 

a \ s » t ear e diiiiiuue a paiiir du sonimel'), on a — cK pat‘ 

. f . t I . <'F(V,sJ , cFi Ciji ) 

suile, /• > i, puisqtu* A’ <‘sl une \aleur mojeune milre — — <‘l — - — • 

•TT 

Mais, si A *1, le stToud inmnhre <le IVMpcaliou ( 1 ) pourT,,, - 

d(‘\i<*nl mil; on aura <loue r^-*=o, cp <pa esl iucoi»palil>l<^, <‘u general, 
r am ) 

a\!‘e — - • — , i , 


l)ou<‘ dillerera dc 


(■'] 


La \i<*e de <‘.eUfs deinousiraliou esl qu'on pent avoir A* = i, a la limile-, 
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el qae, pom' /»’= i, le llieoreme ii’est plus vral. On u a plus 1 iiicompa- 


lllnle o. 


Si, en cU'el, csl U'6s voisin fie ( — f) ) > on intcgrcra de A',, a ('’m — £ I 
el Ton aura bien Mais, si Ton complete rintegralion, dans la 

seconclc parlie. SS S J L ^ . sera, a un inrimmoiiL pcllt j)res, voisin de — - — 
rt k Iciidra vers Tunile, rendanl impossible la demonslralloncornTle. 

All conlrairc, dans Ic ibeoreme du n*' 177, la demonslralion a el<‘ <*or- 
recle, parce que Ic ihcorcme demonlre csl \rai pour ('I non, seiib'- 
nieiil, pour ^ > i. 

179. Th6or6me III. — ‘Vitesse minimum dans une trajectoire 
tn^ec sommet 0 > o. 

Nous conUnuerons rexposilion de la tbeoric du poinl dc viU'sse mini- 
mum en raisonnant d'abord sur le cas d'uiio resislanet* niononu^, (‘f 
en etudianl riiodographe inlegrc dans celle hypotli(\se. 

Prenons le cas d’une resisiance F(?') = a\(‘c 'Nous 

avons irouve (17S) I’inlegrale de rhodograi)h(^ 


cos*^'z cos" + 1 


' dx 
cos" 


La condition, qiii, pour cellc tonne de resislanec, <letiuii 1<‘ poiul d<* 
viiesse minimum (e, T)nj, esl 


o. 


Porlanl cellc valeur dans riiodograpln*, il viendra 

I r"” dx _ (h 

siaTmCOs"Tm QOs"’^*T ^ ^\K) ros" ^ * 

el cellc relalion determine rinclinaison 
Mais, on verific aisemenl, en diflerenlianl les deux nuunbn^s, rid<»iuile 
suivuiilc : 

d'z SUIT , dz 


r ^ 

n I — 

Jo 


d'Z SUIT 

COS""*"*T n)S"T 


rrt—ij C 

V 0 


cos" -* T 


Porlanl cellc valeur dans Feejuation qui dclcrmluc il viendra 


cos"-® Tin sinxm 


H- (tl — I ) 


COS«-> T 




dx 

CO&«^ * T ‘ 


C est 1 (equation qu'il convicnl do discul(‘r maintimanU 
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Diicnssion. — Nous bupposonb 0>o, puift.qiio la trajecloii'e a uii 
somiiK^t. Done* Jo bOcoiKl niembrc <lc reqiialion cbl positil*. L'augle t,„ 


<*sl iiogalif. 


I" // > I . — II extsle tonjours itn point tie vilesse minimum. 
Daiih Ic promior m(‘mbrr, lo nn^iuor lerni<* Obt pobilif 

\ (*ub"“"''Tm SinTm ^ 

cl varic, quaiid \ari(‘ do. o a ^ : 


do -4-30 a o. 
do : :e a — i, 
dc i- 3C l\ -4- -c, 


SI n < ’A ; 
si // = 4; 
SI a > > 




L<* .so<‘oiul lcnii(‘ < 1(1 niTinicr iiKMiibn* (//-- i) / — ^ \ - Cbl neaalif 

‘ cos"-‘t ^ 

o\ \ai*i<* (I<‘ <1 a ( - 3c ), pourT allaiil dc o a • 

Hoik*, si !<» pnjmior membre vam d(^ (^+30 ) a ( — x ). II 

c\isi<> aiusi mic \al<Hir dc Tm rendaiil Ic premier mcmbrecgal au second. 

Si n l(‘ [>rcini<»r nujinbiM*, pour S(‘ |)ri!henl(5 sous la 

(brm<* (X • X ). Mais, si I'on pose Tn*-- " “ +• lrou\e, 

faisaol <‘ost,„ ■ 0, siuT,,, 


cn 


I : 


I //O I I /I — I . 


CoiiiiiK* ti ’4, «»n ji ~ ■ j ; (l«»iu* la du pnunicr inui>ii>i'C t*sl 

<*1U‘(HT - 3C I, pour H - o. 

(It* pi’t'iuifi* mt'inlu't* \aritiul iiiiw do ( ^ x ) a ( -oo), il <‘s.islcra tuu* 
\a!t‘ur tit* t[iii salisfuil » rrtpiuliou thi jtoiul di! I'itessc minimum. 

* 4 " INuii*//. i. It* pttiiil tit* \ilt*sst* iniiuinmn us I tit mat* par Tuqtiuliun 


laiisTm 


litiigH, 


tpii pt*ul ittiijimrs t'lrt* sulisluiiu par nut* \alt*ur iiugallvt* clt* "a,. 

/I ;i. I,t*s <|t*uv lt*riut*s ilu prt*mlt*r mt*ml)rt* tit* rnjuulitm ( « ) 
stml pttsiuls; ils ni* tU!\it*unt*ul nl rtiti ui raulrt* inliiiib ntigatils 

pttui* •;„?-= li n't'si tlont* pas f><>i*luiii tpit* la rulalitm (i) jtuisM* iHrt* 
saltsfalli*. 

(’dit*rt*lit>».s <pit*llt* i*si la \alt*ur niiiiiiuiun tjiit* pi*»! pruutlrt* ri* pi*i*micr 
uit>ud>rt*; ulU* s't»l>lit*ntlra i*u t!j)ulaiil a /.t*rt» la tlei*i\i*« pur rap|)ttrt ii”. 



366 


CHAP. H. — l^rUDE DE l’hodographe. 


C<‘Uc (leriv<'*4‘ (‘hi cgulij a 

sin'-T cos*-'^*: -h (a — «) cos*""' H- -h i) cos^"""t = 


cos* 

sin-T 


Ell<‘ h'annule poiu* 'r = — sculcnienl. 

Vliihi done, le premier membre de r<}qiialion (i) dimimi<‘ lonjoura. Sa 
plus pelil<‘ \aleur sera celbi rpii eornspond a auquol cas eH(‘ 

sc red nil a 

It 

(/2 — 1) I — 

On aura done ainsi, en changeanl les signes, eomme <*ontUlion, la 
huivanle : 

7C 

ih 




ce (jui d(^lermino urn* cerlaine va](‘iir 0' dc TiiKdinaiKson linnl<‘ (-). Lc 
lIi('»oi*em<^ sV‘noncei\a ainsi : 

D<nis le c<(s de nC^is si CimlitKtison liniile 0, correspondent 
(t r = X, esl plus petite <jue le raleur 0' dejinie per Cri/uetion 




dx 


cos" *T 


il n ejL'iste pas dr pobit de ritesse minimum* 

Si 0 > 0', il f*riste un point de ritesse minimum* 

4“ Celle r(dalion de ooudilion, (pii reniermc I’aiigle a(i\iliair(* sr 
eomerlil ais<5meiit <*ii iin(* aiur<* fjinn<*r(*nformcra (jiu‘ li‘.s cara<‘t('‘risti(|U(‘s 
iniliales du lir (a, \\,). 

dr * 

Ucm|)l!i(;anl, cn dlol , J ~ ^g,4i ^ vulfuraTS). il\i(>n(lra, cDiiinif 


condition <rcxisl(in(:(’ d’lm luinimiiin dc vil<*s.sc : 

■* 


25 

/* i 


1 p c/t di 

In V g COS"a ^ ^ cos" ' 

On |H>ul au!>.si introduiro la I'ifesse fttt somniet \ , «*l, miiai'qdiuil 
£ 


<jnc ccrirc 
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180. Theoreme IV. — rilesse minimum duns une intjectnive sans 
sommcl (-) < u. 


L’c'quaJjon qul (lolcrniiiit? rincliiiaisoii Tui au point <l(Mites60 iniuiniuin 
csl loiijours la momo : 


(U 


I 

ros"- binT,,, 



dz 

cos"-*:: 



dz 


Mais w\ Tangle liiniu* f) (‘si iirgalif. 

r* // <; I- — II n^exisie pus de point dp ritesse minunum. Car l<.‘s 
deux l(*rni(‘s du |)r(*mi<‘r nuMiihre sont posilil's. Le s(‘c<)nd mcmhr(‘ (.‘sl 
negalif. 

'>;» // „_i. - Jl n'exista pus de point de vitesse minimum. Car 

re(|uatioii 


a .ses d<‘ux iiKnuhrcs d(‘ .siga(‘s opp<).s(‘s, 

y n *>,. IjU rilpsse minimum exisie ton jours. 

Kerivoiis Tetjualion ( i ) sous la fornu‘ 

dz I dz sinH 

-III Till ^ ^ coh'^-^T ' cos^h’ 


d'apirs ridiuilile indi([U<M‘ prceedemmeul (^170). 

Si Ton fail H, 1<‘ piVnuier meinhiv (»si posilif, laudi.s (|u<‘ l(t serond 
esi negalif. 

Faisons niainl<‘nanl ^,^=5 Nous a\oiis \u (jue l(‘ pn‘ini<‘r nu‘inl>r(i 

a pour liini(<‘ ( — x M 170 i. 

Done, pour*:,,, s.irianl d(‘ H a (*" ” j* pn‘mier nuunbre |)ass(t cruii(‘ 

valeiir posili\<‘ a inn* saleur egal<* a ( y: ). II e\iste aitibi uin^ \al(*ur t„i 
lelle «ju<* 1(* pr(*mi<»r imunhre pr<*inl uin* \al(‘ur in'‘gali\<*, egal<* a tadli* du 
seeond. 

i<in - . •>-. C'(‘sl 1<* eas qtii n‘si<* a (‘xaiuinur, 

L(*h deux h*rnn‘s du second nicinbre soul d(‘ sigin's (‘oiu rain's, liai- 
sounant eouuin* au tbeoreun* 111 ( 170, .*{“), <‘ii faisanl l(*s inemes <‘al<‘uls, 
<»n voitipjc la saleur maxiuiuni <{u<t p(MU j)n*ndir b* stu'ond nn*inbre(‘or- 
respond a | el la (‘(unliliou <r<‘\i.sl(*n(*e s'exprinn* exacnuneni par 

la meme (‘(pialion. 
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Lorsqiion n i</i.<2, si I'inclinaison limite 6 corresponda/U 
ii I' =:xi est plus grande (en raleur absoUe) que la raleur corres- 
pondant it I'^quation 

d-. . d-i 
cos"-*-*': “ ' Vfl cos"-'-:’ 

il n exists pas de point de ritesse minimum. 

Si 9 ■< 9’, il exists un point de nitesse minimum. 

Onexpi'imera, comme prt‘c6dcmmeat, roquiiliou dc coadtlion cii iulri)- 
duisaat les carafiU'rihtiques iailiales, V, el a, mais non. la vitesso qui 
n’evistc plus. 

181. Th.4ordmeV. — Pour tine loi g^ndrale de rdsistunce, si le 
degride la risislunce est il exists toiijours un point de ritesse 
minimum, quel que soil Vangle asympiotique 9, posilif ou nigalif. 

Nous aliens malulenanl clierckci' a nous atlVaucliir dus i'<‘sl riel Ions 
dues t ce que le.s ilieor^mes 111 et IV onl die clablis dans lo ru.s d'uiu* 
i-dsistance mononic. Ici, comme II a dtd fail pour le llicordmc 11, nous 
prenons une loi de rdsi.stancc dc I'alr qiiclconque, cP(i')) Impielle lo 
degi-d n varie arhilwirciuent, mais ne descend pas au-d<‘s.sous dc •<, 
au moins entre cerlaiues limites, c’ost-a-dire quuud r orotl de V' a V«. 

Lemmb. — Si le projectile, est tiri d une vile.sse Vo^ V', la irajee- 
loire renferme tonjours un point de. vilesse minimum, (lar si le jioinl 
initial est un de ceux oCl la silcssc decroil, celLe ddcrols.suuce a imo limite. 


Fig. iSn. 



pnisqu’U faut ({uc la vitesse remontc d V'. Si, an cuutrairir, le. point 
initial est de ceux ou la vitosse est croissanto, il suflira de (‘onsiddrer les 
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viiessos on ainonl de Vq, parmi lesquelles on Irouvpra nnc vitcsse mini- 
mum, puisque la limile clc v esl inliiiio. 

En d'nuLres termes, si Phodo^raplie, qui vicnt dorinflnl, penelre.dans 
le corcle do rayon V', il existo un point dc cel liodographe qui est a uno 
distance minimum de Torigine. 

Si Ic projcctih' cst lire avec \o>N\ mais s'il passe par un point 
^dillonml d<‘ — ou la vitesse est V', il yaiira un minimum dc Nilessc. 

Done, cliercher Ics conditions pour qu'il cxislc un minimum de \ itesse, 
nivieiiL a chorchcr l<is conditions pour que Ic projet^lile passe par unc 

vitesse cgal<‘ a avanl d'alteindre le point • 

IJfhnonslntfion clu iheorinnt*. — Ecrivons Tliodographc 

COS'S ^ _ e. F(u) d'z 

CO T cos«*^T 


Soil (^\', x') 1<‘ point, dillerenl de 
enlr«‘ u, «t x'. INous aurons (175) 

r dx 

/{V'eos':')" ^ cos"’*': 



> <u'i la viUisse esl V'. Inlegrons 


A’( Vo coba )" 


/ cos 


Dans (x»lte ndaliou, k esl uno valour mo^>(mm^ comprisi^ enlrc les 

, .1 ... , eF(v) ' ^ . r 1 cK(Vo) 

valours inaKinuim el duuiiiunn de c esl-a-din? eulre — 

et * Mais comme, [)ar didhiiliou, ^ — ~“i, la llmite minimum 

A*" ^ A 

(Us/.' sei*a^» ('I Ton aura 


O’ci pos^s monlrons (ju'iuiR valeur t* difftirenle de pent aatis- 

faire & IV-qualicm (i). 

I" Si, ft on subsUtue a, le premier raembre (1) de (i) ej.t plus gprand 
qu(( le second, puisque, par hypothftse, \"< Vo- 
a“ Subsiituons raaintenanl ^ ~ j ft v. 

^ ftlant un nombre eonipris eulre o et i cl ftlnnl mis j)oui'j^» 
on aura, pour pmmicr raembro (!) de (i), I'^quation 


1^. iuiAmtfHwfrfints i* 




± 
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ce (jui, d'apres Tidentite etahlie au 179, se Iransformc <*u 


/I . / N p-hsin: 


On ecrlra 


(i; = 


cos"-^*: 






COS' 


t 


. 1 

P -H SUIT I 

COS*X I 


La premiere Iraelion de la parenlhe.se qui, pour t= - - se presenlo 

sous la forme - a pour vraie \alenr A — — au )>oinl ( — -)> <dl<^ 
CO ^ n — '> * \ u/ 

devient ^ — ^"3^) * 

La fraclion ’ a, au point ^ , pour vuleur (- “ x ) pour ^ = o 

el ^ pour ^ = I . Comme on petil verilier qiie sa derivee ne peul s’aunuhu’ 

pour fi 1 , la valein maximum esl i- 

Done laparenlhescaura ime \alcur([ui, au plu.s, sera ^ 4 - i j , 

c’esl-i-dire ( \ . 

V ^ ^(n — 2j/ 

Par suite, si rt > le premier meml>re (I ) Uuul \ers ( - x* ) e.l s<u'a 
[)lus petit que le second, 

A.insi, enlre a et ^ , existe une valeur (W, t diiltuMUxle do ^ 

qui satisfail a Tequation (i) el a laquellc^ (‘orrespond im point ou la 
vitesse est V'. 

Le thcor^nie esl done demontre. Le point de vitesse miuiinuin (e, 
existe, dans ce cas, au.ssi bien pour leslrajoctoirc.savec.sominel que pour 
les lrajcctoin!s sans somineU 

182, Tbeor^me g^eneral VI. — *^7, e/U/*e ei V, rtfpport 
croit wee la condition suffisanU* pour r/u'il (wsle unr ritrssr 
minimum ou point (v, ■z)„ dijfivent de est 


/•“ dx 

Jf I {-. 

.A cosw-^^lx 




c F{ Vo) cos" a 

a rtunt V angle de projection et \ o la ritesse initials. 
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lNous supposons, bien eiiteiidu, // < 2, puisque, clans le cas de 11^2^ 
le point d(‘ \itoss(‘ uunimum (*xislc loujours d'apivs le . tlieoreme 
precedent, 

Kaisonuons (‘omnie preecdenmienl oL elierehous si Tequalion (i) 




/c(\' coaz'y* 


nf 

‘•'o 


dr: 


cos"’*"*': 


I 

\ o cos a;" 



^ ih 

COS'i-i'lz 


[)eul etre hatislaiu* i)Oui* oompris eiilre a et ^ • 

fin suhstiUiiinL a a t', ie j)reini<n‘ membn‘ (I) de esi plus }»rand 
(pie le s<»eon(l, pnis(jii<* V'<;;\ 

2 *’ En siibsLituaul a la (*onditiou, poui* Tt^xisleiKiC iruiie 

raeiuo, <\si <[u<i (I ) soil plus pi^iiL qiie Ja jdiis peLiu* des Naiciirscpie piMit 
[>e<nidre 1 (‘ .s<‘(M>iid menibre. 


(lonime on a > on eerira done, j)our la couditiou, 


(U 


-• ' /' 
* 0 


dx 




eob"^*': e K( Vn ) C().s'*a 


Ibnnplaeanl (^ 1 ) par sa Naleur <‘aleul(‘<^ an luimero piveedinil, il 
vieiulra 


{ // 



' ,. Jj . + f ^ 

COS" I cos"':' J ^ cos"***: elMVo)cos"a 


Mais, pour p - o, la IVactiou cpiand t — — -i d<‘vieal c{?ale 

A ( 00 ;; pour {i .■■■. i, si \faic Nulnir «st (jui e!.t 

ntillt*, {xmr « < a. 

Done, le miuimum de (I) auni lieu j>our rhypolhosc ^ -= i , el Ton aura 

K 


f * tk . /'•* rft ft 

'v« «««""* T cos'‘+^ T e K( V* J c«i*a * 


G’e.st la condition pusi'xt tltuis IVaoncc. > 

On voil aisAniPtil <ju<* celte condition renfenne le Ui^ordme V; car, 
-2 

«i /I > a, riiUd{>rale J’ (-* » ) ct riu^galiU' estsuiis- 

faite. 

Elle renfe^ic aussi le th 4 orSm« H ; car si n 2 1 , I’iniAgrale pr^c 6 (lenLp 
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esi utigalivc, el sl0>o (trajectoire avec somniel), ic second mcnihre 

est posLtif* 

Remarque, — La condiiion Lrouv^e est sujfisante^ mais non nrces- 
saire^ puisque, partout, pour la dfimonslration, on a remplacc Ics 
variables par Icurs valeurs iimites. 


183. Th^orftme VII. — Variations de la vilesse veriicala. 

Les variations div de la vilesse verlicalo (i»= v sinir scronl regldes par 
la fonclion 


dw , dv V / cF . \ 

= sinT-T- -+• V cost = ( n smt J. 

d-z dz cost \ gr / 

Cetlc fonclion s’annule en un point (ujt)! tcl qu’on ait 


cF(v») . 

— ^sintj4-is=< 


Formons la d^rivee seconde. On a 


d^iv 

dz^ 




ce qui, ipotir 


. C F ( Pi ) 


S' 


sin*;! 


■> (ioim«‘ 



(»-i) 


V 

binti 


Au point (v, s'il existe dislincl tiu 'point ^V, - » la vilessi* 

verticalc passe par un minhnum ou un maximum. Commo sinT, (t.st 
n^gatif, pn aura un mfaimum, si n > i , el un maximum, si n i . 

On peat rcmnrquer, en outre, qu’au point'dc vilesse iiiiiiimitm 
on a 

/rf»\ . /d*tv\ 


Cherchons, par ie mdme proc6d<3 que pour la vilesse minimum (7ST)gi 
el d’abord pour une resistance monome, les conditions (rexistenco du 
point (v,t)|. ( 

jSn ce point| f hodographe s’ecrit * 


• Vj“ COBS'! 


. r ■* 

v« oow^ 


dt 




' I 


y j<^ignant r^qfuatioijL de d^finitton du point (vyx)i d<? minimum, 



YVRIATI0N8 DS LA VITESSE. 


qui esi 


=-sinT„ 


n f — n 


MaLs, (Vapres la relation cLablie au n® 179, le premier membre n'est 


autre {[iw {n — i) / 
I’equation 


et Ton aura, pour defmir le point 


f n — I ) f — = n r 


' d-z 


I^REMiEtt CAS. — L<i ivajectoire a un sommet 0> «>. 

Le .second membre esl positif. 

r* Si /2 I, le premier ^membre, nri (4anL negalif, est toujours noga- 
lif. L’lnegallle ne peul jamais (Hre satisfaite; il n'existe jamais de 
point de vitesse rerticale minimttm, 

a** Si i, recpintion doune zero dans le premier membre, (|ui u<5 
pent 6gal<‘r le second. 

Pas d<^ point oCi iv passe par un minimum. 
iV* Si n< I, le premier membre esl positif. 11 part de o pour 
(lomme la derhec (n • * i) cos* est loujours positive, ce premier 
lerme croil loujours. La plus gran<lcjvaleur qu'il ])uis.se prendre corres- 
[lond done a - j** 

Done, dans le eas de /^ < i , il y aura un point de vitesse vcrlicale 
maximum si Ton a 


^ r * dx ^ 

»->.( ^,>"1 


dx 

cos«**"* t * 


En eoniparani lous ccs r^sultats avec Ics conclusions du n** 179i 0^ 
reconnait aist'mem que : Quel que soit n, quand existe, (Ujt), 

.u’existe pas, ei inversement ; Its points de vitesse minimum et de 
vitesse vertical maseimuni s'excluent Hciproqmmentdcms me tm- 
jectoire avec sommet. * 

Dsa^nkME CAS. — La trajectoire n’fi pas de sommet 6 •< o. 

' 0^ , ' 

secoDK^membri dt* i’6quation esi migatif. 

I* l« pwmiep membre esl positif; il ne peul exister de 

point de vitesse vMitic^e minimum. 
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a” Si 71 = 1 , pas de point de (t* minimum. 
t .‘?® Si /Is 2 ^ la vitesse verticale minimum eaisle lonjours; car, poor 

n'la, rintegrale J' * — Narie depuis <>, pour t,= o, a (- -oc), pour 

T, = — Pour une certaine valour c,, Ttigalil^ dos deux membres so 
r^alisera done. 

4® I < 71 < 2 . — Dans ce cas, la limite de rintfigralc n'esl plus I'in- 
fini. Pour qu’il oxiste un [loint (r,?\ de vitesse verticale minimum il 
faut quo 

Th 

r * d’' ‘ r ih 

C’esl la mdme condition que pour la vitesse minimum el Ton duon<!oni 
1(‘ thSorSme suhani : 

Que/ que suit n, dans une trajectoire sans sommet, les denj- 
points de vitesse minimum et (i', 1)1 de vitesse verticale mini- 

mum sont toujours assoei^s, I'existence de I’un entralnant celle de 
Vautre^ et incersement. 


ISl. Tlidoreme VUI. — Le point de vitesse verticale minimum 
est situe avant U point de vitesse minimudi 

Rapproefaant les deux Equations qui doliuisseui (v,>)m (170) oi 
(180) et qui out mi^nie .second memlirc, on aura 


, . r'' dv , . /•■“ <k 

<"-U 


co»«-Axin sin Till 


Done, puisque esti ne^alifi rintegnile 


(n 



dz 

-*T 


I 

COS^-STih Sin Till 


sera positive et, par suite, comme n>i, dans le cas (I'existence rfes 
deux minima, on aura (en valeiir absolue). 

• <:. Q, p. n. 


nr. - FORHE OfiNfiRALE 9E L’RODOGRAPEL 

185. tiSquation de la taaigente A PRodographe. - * rXho(logra{>he est 
une courbe exprimfie, cn coordonn^es polaii*es par r^quai’on 



diflorenUelb* 
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rf(i;cosT) cvV(v) 


3:5 


quo nous preudrons aussi sous la forme developpee 

do V /rF . \ 

az COS'S \ ^ J 

i^tanl donnee une courbe en coordonn^cs polaires (u,*:), la langenle 
<‘n un point IT esi delernilnee par la vaLuir de Tangle qui osl lelle que 

, 0 dz 

Ouu donr, duas Ic oiis de rh<Kl(>|>ra|>he, 

. g C08-S 

tangt— 7-rS : — 


Pijf. i8i- 



On Siitl. ( 1H5) (|ue Ton conslrutl gtiom^lriqueiuenl la Uugenle k I'Ihh 
dographe au point H, cn preuani HAsr:cF(w)el AK = ^, et en joi- 
gnani HK. 

Dans ie triangle AHK, a 

^ sinK . 

AK ** sinH' 

OP Tangle IC csi Tangle t. Tangle en K esi egal ft ?— t— . 

Done 
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on 'retro uve ainsi la formule 


langt s 


ffCOSZ 

oF + ^sini* 


186. Diacassioxi. — Examiuons ce que donne I’^quation ci-dcsbus 
pour la langente aux dilT^rents points de I’hodographe. 


i" Point d IHnfini v = x. — Si /i_, degriS de la rtfsislance au point 
t> = », pst plus grand que z6ro, cF(u) tend vers I’iniini. Done Tangle i 
lend vers z^ro. L'hodographe a pour direction limite, d Tinlini, une 
droite faisant aver. I’horizontale Tangle d d6fini par le ih^oruine 
du n® 172. 

Si = <), nous savons que ® On a ^galement % = o. 

Dans Ic oas de > o, il s'agil de savoir s’U exisle ou non unc asjmp- 
lote de direction 6. A cet effet, il sufQt d’^tudier la liniitc do la Inn- 
, gueur PH pour v = x. 

Fig. iSa. 



qiii se pr^sente sous la forme (n x oo ). 
On 6crira 



donl la vraie valeur esl 


PH = 


— co8(6 — z ) cos(6 — ■:) a cost 




sin 6 cV 


•+■ frin? 


ce qui, pour t ='6, devient 


PH = S2!|_ 
Sind o 


cosd 


JL 


S . V 


Si «« > I, limite l*H s= o; le rayon vcctedr 6 esi unc asymptote. 
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Si/?^ = i, limitc PH==:^c<>l©; Fasymptole esl imc parallele an 
rayon vecleur 0. 

Si / 2 ^ < I, liniite PH = cc ; il exisle simplemcnt vine direction para- 
holique 0, 

‘4^ So?nmet. — Si la irajecloire a uii sommel, (': = 0 , 1 ; =V.f), on a 

^ F(V') 

r ^ J Vs) ¥(77/ 

puisqiic 6*F ( V') = I 


3“ Theortime, - - La tangenlc au point (V), siluc en amont'du poinl 
<le vitosse mininuim, oii la vitosso esl cgale a la vitesso lerminale V', va 
[)asser par le poinl d(‘ riiodographe ; oar, si - T - ^ - Y j =; i ^ 

on a 


tanp;i = 


cosc 

I -j- sin*:’ 


(rou 




•>, 


Thioreme jfeniral. - Le iheorcme precMcnl esl iiii cas pariicu- 
Uer <le <;(‘liu-ci : En deux points de I'liodographe oft les vitesses sont 
les m(h)ies, les tungenies se eoupent sut' la rerlicale de Vorigine. 


Fig. m. 



Gila ressori de la coiislruction g^^om^irlque dc la tangente k I’hodo- 
gruphe. On a, en cffci, • ' ' 


OP OM 

T'-oF’ 


d'oii 


;OP « 


cP(<0’ 


Doiut 01* esl constant, si v esl constant, quol que soitT. 

An point («,<:)„ de vilesse minimum, le d^nominateur s’annule : 
tang i dcvient inllni et, par sidle, Ic rayon vcctour esl normal k I’hodo- 
graphe. > 

6* Au point («,■;), de vitesse verlicale minimum, on a 
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Done 


tangi =— tang-:,. 


La tangeule obl horizontale. 

7“ Point de vitesse terminale ^V', — — En cc point, langi .se 

presenle sous la forme puisque cost= o, sint = - 1 et r F( \ ') =. «•. 
Coniine on a langi = ^ ^ 

rfi. ^ 

cherclier la limite dc » pour c = o. 

On a 

I dv _ cF ffiinz 
%' dz~ gens- 


el, au point on a 




-4- /?COS-! 




Cette equation ne peut tHre satisfaite que par Tuiw* on raulro dos 
hypotheses suivanlcs ; 




'"“Ct) 

I er 

- V == — • 

Dans 

ce dernier cus, comme au 

point TV', — on a aiissi 

> ^ / 

eF(V 0 = 

= on en d^duil K = 

= V'F', ce 

qui monire que le degrd n' de 


la resistance est igal e i , dans le voisinage du point V’. On .sail quo, 
dans ce cas, I’hodographe est une droite, inclinee sur la verlioalo, doat 
la direction depend dcs conditions initiales du moiivemenl. 

Ce cas parliculier (rt'= i) elant excepte, quelle est, do o, ou do oe, la 

valeur limite de Pour Ic voir, il e.st necessaire do [irocedcr commo il 
suit : 

Au voisiuage du* point ^V', — posons 


« 

•>. 
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I/cqiialion <lu Thodopraphe developpec 


fhi . c ,, 

cost-t t;sin‘:=s — vF 

clz sr 


poiirra ^'(‘rnro alors, cii rcniplarauL co&t par 6 el sin'r par (-- i) ■ 

Do\el<)ppanl K par la formiilc do Taylor el reniarqiianl quo 

■ V • 

t‘K(^'') <‘t (j[U(‘ -pr = «', il vienditi 

a (>taul lino uoiibUinlo cl^pcndaul dcs coudilions initialob du tii*. 
f)oii<', la lauj^cnlo au polnl (v', — aura pour expression 

Par suilo, /i' aiilour du poiiil lo dej^^rd de la rdsibtance. t)ii 
ouDnccra lets ooiiolusions suivanlos : 

\n point : 

;i'> I, la taiigciitc horisontn/e, y =o, 


Si «'=i, 


Si . I, 


. f* , at' 

incluiee^ —=!—«, 


verticafe, ^ sss so. 

w'5 


Pour n — o, la ddmoubtraiion procedente n’est plus valable* 
Krrivons Vhodofi;rapho dans ccttc^hypothiSse : 


rfr . 

OOSZ -y— r ilDT as — t?, 


il viondra, pour la langonlc, IVxpmsion ^avcc^ssa^ ; 


\ a *f-* sin t 


Si a b, on a Iin»(iungi)=BO, jiMiwr t = - U laogente esi dtme 
\ortica!c. 
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Sia=i, rexpression se pr 6 seiUc sou.s la forme ^>’e( Ton trouve 
lim (tang i) = lim » c’est-&-dirc 00 . Daiis ce cus, la Ian genic 

au point ^ esL horizontale. 


187. "R^ijovL de courbure et points d’inflesion de 1 ’h.odograpb.e. — 
Dans une courbe en coordonn^es polaires le rayon dc courbure R 
cst donne par requalion 



En portant dans cette cqaalion la valeur de ^ et celle de ? cal- 


culee au n’^ 176, on trouve 




COS^t • 


(f 


e COS'S /cF 




a. Les points dHnJlexion correspondent aux valours qiii ri'iidcul II 
inflni. 

i* R sera inlini pour « = oo ; car, au numiiraleur, on aura ('='"«+' ci, 
au d^nominateur, 

3 * R sera Inflni, sic = o(cas du vide), ou o (numvemcnl rccli- 
ligne);car, g esl k la puissance ( — “*) au numerateur t't*( - i) au deno- 
minateur. 

3“ R sera infini, si uF' -F = (), c’esl-a-dirc chaque Cois qim le 
degre ft de la resistance passera par la valour i . 

4® R sera inflni, si^^sinv = o, c’esl-ft-dire au point de.vilcssti 
minimum (l•',T)n. 

5” Au point ^V', — ^ j , R se pr^sente sous la forme 2. 

' La fraction donl il faut cherclier la limite est 


j^COS*t 4- 


i. 

cost ^ 

'b„vn . \ 





Comme au n® 178, 7 ®, faisons tst: — 2-4-5; d’oOi 

% 

^ i 

costae et 






rempluconb ~ + par sa \aleur — — el — K) par — I'l F; 


CHAP. n. — 6 t1I0E de t^hohogbaphe, 
cos*: 


on obtiendra la formule 
K== 


tang I 


n — 1 sin t cost cos( - -h ' ; 


La traduction grapliique dc ceite formule sera la consLinuition suIn ante : 

prendre sur le rayon veclcur OM, la longueur MA = -- ^ 7 1 1 7 ' 

Mener AB verticalement jusqu'a sa rencontre B avec la langeule cn M ; 
mener BC porpendiculaire a MB, puis CQ pcrpendiculaire a OM. l-.<! 
point de rencontre Q de cette droitcavec la normaleMQ al’liodograplK* 
donne, cii'Q, le centre de^courbure chercliee. 

188 . Formes de ritodograplie* Trajectoires avec sommet B o. — 
Mous sommes niaintenant en mesurc de doniier le trace general de I’ho- 
dographe, en nous appuyant sur les iheoremcs qui out ete deinoiilres. 

Premier cas^ n > 1 : 

Itayon vecteur 0 , asymptote; 

Fig. i85. 



Point de vitessc minimum; 

Inflexion en ce point; 

Tangente horhontale uu point • 

CaslimLie, /t = oo (vide); Thodograplie est une verticale 


2 




Tji S5 0| 


V': 


Deuxiime cas., « = i : I’hodographe esl une droile obiique ( 160 , 3 “}'. 
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Troisihne cas^ /i < i : 

Rayon vecteiir direction asymptotique ; 
Tangente verticale an point 

Fig. i8G. 





y a iuilexioii cu co poiul ; 

h. Si h ■ (i\ il asiblc ita poinl do xitcBse verticnlc maximum 
ii n’^ a pas d'infl«xi<m; 

r. Mats, dans i’lijrimtlK'sc Hmitc qui surl do transition oux 

[irdci^dontob, qiicile est la forme do I’hodograplie? 

Pour la ddtermlnor, il faul {)arlirdcrint6gralederhodograplie(179) : 

A' nf^^' r*'* eh 

qui s'^uriru 

g Sx hin-5 , . /** „ 

^.a^cos^t ri)8«‘*-‘T *Vii *"*"*'' 
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L’hypothese acluelle 0 = 0' (tonne la relation ( 17i>) 


"i 


dz 


dz 


Ax 




dz 


cos"" 


Pos'ons alors, au voisinage du poini j 




On aura 




Fig, iS*;. 




U’oii, en rcmarquant que i , il vient 


e 


• T 



an 




Done 
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ce qui, pnur 6 = t>, moaLre qne la Umgente a rhodographe esl horizon- 
lale. 

On poiivaiL prevoir cc i*esullal en remarquant qu’a la limite les deux 
poiuls eL sc r^unissenl au poinl V' el quo les deux lan- 

gcut<‘h on CCS points onl pour llmitc uiio horizonlalc. 

Quatriema cas^ w = o : 

Direction parabolit/ae^ ® ^ * 

Si a>i, on a cl un poinl (r, •:)^ do vitessc verlicalo mini- 

mum ; 

Si a = I, on a une laiigonU^ horizouUlc au poinl V'; 

Si a \ I, on a ao el uii point dc vitesse miniiiuim. 

Remarque. — Lo d<‘gr<S /r variant sur r^tendue de la loide resistance, 
el (pour r = ao) pom ani dire diflercnl do n'(pour r=:V')y les 
foriuos do riiodographe a sos deux cxlrcmites sont ind6pondantes cl Ton 
poul UN oir ionics h‘s oombinaisons do ces formes. 


Fig. i8«. 



L’exempio suivant luontro iin cas ou, cu V', on a i el oCi, pour 
r =ssoG, on a *} ^ poinl d’infloxiou au passage de la function 

F (o) par /I s=s I . 

Problime. — Comparer av«M; la forme vtTUable do I’liodographe 

F. On.\RS<»NNIgRf tO\IM t, 
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cclle <|ui repond a ref|uation 


-=(^-)[-(t)T- 


8 


que le colonel A.. Mala propose pour iqualion finie de Vhodographe. 

189. Trajectoires sans sommet. — Premier cas, n >i: 

Fig. 189. 



Rayon vecieur 8, asymptote; lan};entc en \" liorlzoululc. . 

St n s 2 , 11 exUle uu point de vites.se minimum ( t )„, <‘t im fxiint d(‘ 
vitessc verticale minimum (ist)]. 

Si «< a, cos deux points cxlstcnl, lor.sqne ft'. II disparaisscut 
lorsqac ft V ft'. Si ft = ft', il sont reuni.s an poini ^V', - ^ . 

Deuxiime cos, n — i : Une,droite incHnde pa.ssant uu point V'. Pus 
He point (v, 1 ) 0 . 

TroisUthe ras, n <, i : Ni point ni point (e,T)i : 

Tangentc en V' verticale. lyircction asymploUqnc ft. 





FOSMB G^iaXLB BE L'HODOOR4PIiE. 387 

Quatrihme cas^ n = u : Ce cas ue )>eut pas exislcr, car loutes les ira- 
jectoj'rcs possibks admellent iin sommcl; on a toujour^ 0 = +-^* 



(Ida t‘<‘sull(>, on parliouliorT dc Toquatiou <le condilion ulablic au 
u" ITiJ (|ui, pour n = <», W! rdluil a a o, co qui esl lonjuurs 

Rkh^rqdfs. — i" Sur le traei eontimi de V hodographe. — Soit 
un liodo^nipho coimspoiuiant ii ft Vo; nctus I'liNons Umii6 U la 
\aleur 


Ki^. 191 . 



Maist auulytiqucmout, on pent cousidcrer I'cqAulIon tlKfcii'eulidlc 
— pour dcs valours .siijn^ricurrsdcT; pusous done VIS:— 

On aura 


cost n cot ~ ■* ■+• t'^ 8= — tint'. 
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CHIP. II. 


I^TUDB OB L’lIODOeSAPIlE. 


Mais, si (}» est Tangle compleinentaire de lei que A = ^ *1“''*'' 

008 -: = — costj/. 

D’aulre parL, di — — rfn' := rfij*. 

Done, Tequation diffiSrentielle ~ (‘a posanl 

^=s— -c, sera la infime equation que ^ =£^1^'; mais ellc repre- 
sente alors Tliodographe qui adinet un angle asymploTiquc B m*galil, 
<lans ic prolongement de Tangle asymptotique 6 positif. 

Les figures des n®' 188 el 189 peuvenl done ^ire juslaposdes, [xuir 
<ionncr ce qu'on peul appeler Tliodographe compleL du projcclili? 
( fig. ipi^. Le cas represent^ cori'espond & n 
a® Disculer ThodograpUc dans le cas oil Ton sai>poscra n o. 
Prendre comme exemple, «= — i. 

190. Ensemble des bodographes d’un prq}ectile. — Euiul llxee, iiiie 
foispour loules, la foncllon F ((') dela resistance de Tair, comiuunr a 
tous les projectiles, un projectile particulier sera coniplfilemout delei'- 
mind au point de vue balistiquc : i® par la connaissanen ih' la vilos.sr 
icrnunalcV', telle que cela revicni it donner son cocfli- 

cicnl balisliqlie c; a® pai* Tangle liniile 6 correspundaul :\ la viU‘ss(> 
r = 00 , ct qui est d^lermiiiablc 8 Taidc des trois caraclrri.sliques inilialcs 
du lir {«, r, V,). 

Tons les liodogiaphes d'un projectile seront dour dttl<‘rmiues jiar la 
seulc varialion de Tangle B, qui variera dc ^ a)* 

hodographes aboutisscnl an mdme point V\ pour cl onl 

mdme tangenlc cn ce point. 

I® Le lieu des points d’infleiiun et de vitc.sse minimum d(‘ tons (m‘s 
hodographes est la courbe cF(»’) -}-g’sinT= o (^1). 

Celle courbe, qu’on prut nieltre, pour la discussion, sous la rormi' 

=aO, 

a p(mr inclinaison, sur le rayon vectenr en an point, Taiiglr i trl qur 
lung i s= n tang c. 

Le cas de a = o 6tanl ^cartc, la courbe part de I’origiuc tatigon- 
(iellenicni ii'l’horizontale, admet une langente verttcale pour tang*? =s 1 
(‘I I icni linir au point V' avec une langente horizontale. 
q® Tjt lieu des points (t',T), dc vilesse veriicalc maximum rsl la rourlx* 
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<• F^<’ ) siiiT + = o (11), qu'on uietU'a sous la forme 

6/,i'*8i'nt4-5 =0. 

£llc a pour iaclinaisou sur le rajon vecteur en un point 
‘ tangis: — ntang-;. 

Pour Trs «), on a n = X el i = o; 
l*our T = — - , on a r = V' et i = 

.1" S’il y a des points d’inilexion dus & la condition n = i (187, 3“), 
ils sonl sur une circonfdrence de centre O, puisqu’ils correspondent ii 
line mdme vitesse d'apr&s la courbe des F(i'). 

Si. Pun trace la circonf^rence de centre 0 el de rajon \ ', Ics tan- 
g<‘nlcs tt ions Ics hodographos an point de rencontre vonl [>asscr par le 

point — (186,4*). 

Fig. 192. 



5* O’ailleurs, ceite propri£l4 est vraie pour une circonf6reace quel- 
conque de centre 0. Les langentes aux divers hodographes an point 
de rencontre avec la circouf6ronce convergent (190) 4*) en un point P 
dela verticale tel que 

cF(v) 


OP 


*90 (!1UP. II. — ^TDDE »E l’HODOCIIAPHE. 

La figure ci-dcssus correspond au eu.s d<t& liodograplics d’nn pro 
jectile, dans I’hypolh^se n = a. 


191. Tri^eotoire orthogonale des hodographes. — TH^.oakMp; no 
COLONEL Lvcob. — ■ On pent obtenir par quadrature I'^quation des 
trajectoires orthogonales des kodographes d'un projectile^ quelle 
que soil la/onction F(!’) de la resistance. 

Au point de I’liodographe, la langcnlc a la courho a pour 

expression 

/fees': 

tangles — ; : — . 

F -4- ^ Mn T 

La trajcctoire orthogonale au point (r,T) a unc tangciila telle quo 
Done. 


tajigi tan^i = — I. 


tang 


cF 


^ cos r; 


Mais, on a toujours, dans une eourbe polair<‘ { r,^), 

V dx 


fang i 




Par suite, dans (o cas actael, pour Ja trajc(Uolro iirlhogonalo <lo Tlio- 
(iographe, on aura 

dx __ c F 4- tiin x • 

dv ^ JeosT 

On en dediill 

' — av -H sill': -h v cosxdz -s o 

oil encore 

eF 

— dv — d(v sin-:) ss o, 

Cette equation s’integrera sons la forme . 

ti sin-s -h — J ' F rfn 4- K = <), 

([ui ddfinit une infiniiti de courbes, suivanl la [valeur douui^c it lurbi- 
traire K. 

Appelons \ la valeiir de la constante pour t = — ” • On aura 


e sinr -j- V -i- 


S'Jv 


dv ■ 
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rU eii faisant cF = 6/2 r'', 

I 2J«+1 Yn-*-i 

vsin-wH — 1 -V=! o. 

/I -4- I V 

Gate courbe, qiii coupe deja la \erticale a« po^ul^‘, la rencontre 
encore ao poini 

V/i+l 

* 

La trajecloire orlhogonalc, qui passe par Toriglne, a pour equation' 

Elle coupe I'axe vcrlical au point »’ = V'(^« + 1 )", 



Cello qui passe par le point V a pour Equation 

^ ;m(v’7 «+! ' 


+ _ »o. 


Elle coupe k verticalc au point tel que 

(u) w[u»— -(a-HOV'"] » — wV'"'*. 


Or, cette rektion ne ddfinit tpic k point V', car la f«*nction 
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ti[a?w — (/^ -f- 1 ) \ j qui s'aiinulc pour v ~ o alleint sa valour maxiimnu 
pour r = V', puisque sa derivee [(n + i)r" — (// + nV'"| b'annule 
pour r = W Done, en aucun autre poini, la relation ( t ) n<‘ sanrail c^tro 
veriliee. 

Le point V' conslitue done le soul point aiiqiicl sc roduit la courbcs 
dans ce cas. On pent le demontrer diroclemont : 

La relation (i ) qui s’ccril 


V' 

sin t = 

V n - 


[-(^n 


ne peul, on effei, eli'e salisfailc. Le second mombre a j)Our [)lus petite 
\aleiir Tunil^, cc qii’on v6rifie en prenant la d 6 riv( 5 e dc co moiubrc. 

. . TC 

Done il ne pent 6tre egal a im sinus, sinon pour t = — - • 


Remarque. — Dans Ic cas de = i, requatioii <le la Irajorloire 
orthogonale s'ecrira 

* . ^1*1' 

V Sim: -i K = o. 


En coordonnees redangulaires, ir = rsinT, on v<»it 

qiic oelte courbe esl la circonference 


^2 ^ 


4- -f — ■= o, 
hi hi 


dont Ic centre cst an point V'. Ce rcsultat csl I)i<*n conformc a la 
demonstration g6om6trique aisee qidon peal en donucr, puis<[uc tons 
les hodographes sont, dans oc cas, des droiles pivolaul aulour du 
point 

2^ Dans le cas de n — o, on a unc ellipse dont r^^cpialion cst 


(!)*(** 


19 !^. Trac6 grapMque de I’liodograpke. — 1° Lc (toininuudaul i’urodi 
lililise, pour conslniire jiar points Vhodoffmphe, la propi*icl6 <l« la 

tangenle en un point de couper la verlicale au point ;rp7;r; 
dessons de I’origine. 

Tracer des circonferences de centre 0 et de rayons itxt, aoo, doo, . . . , 
700, Graduer la verticale au-dessous d« 0 suivanl les vaU'urs «lu 

rapport avec les valeurs.de n correspondantos comme cotes; 

rettc cchellc est marqude [jl. . 
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On joiiulra rorij»ine qui esl sur la cii'confercnce au 

])oinl p. 700 * CiiUc clroile coupe la circonference siiivante Vooti par exemple, 
en Ma- On joiiidra Moj^coo? qui donncralc polnl elc. 



h 

Si, par eha(|ue point a, on nieiic la lanj^enlc u la cir<*onlV‘renco de 
infime cole, le poinl de Uiugoue<‘ tcl (jue N^, u|)parUeui in la coiirbe des 
inllexions (c’<‘sl-4-dire de Aitesse mimniurn), dans le rcseau dcs hodo- 
graphes du proje('lile. 

2*' f-e eonnnandanl l^irodi considire dgalement la transformation 
cu dc riiodographe, dout r^cjualion diff6reulielle csl 


i»* dx 


•xc 


t)*C08T 


c 


F(wH- 


On graduc la verti<*al<> (tij<-de8!ious d« I’originc par nne ^chelle v idle 
quo 


Ov,. 






On con$td^r(t une sferie de nirconfi^ronccs ayani leurs centre& sur la vei>- 
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3 3 

ticalc cu dos jtoiiitb tuls qut* 00, = 7 0vi, OOa = ^Ovi, ul possuut 

4 4 

par les pointb vj.va, c'est-ft-tUm quo c(‘s circoiif6i*enc<!s onl ’pour 

rayons rcbpeclifs ^ ~ , .... 

I 4 

Fig. 195. 



Ilesl trds aisd do \oir quo si I’onaLalsse v,M', pcrpoudiculairo siir 1(« 
rayon vectoiir OMi, droile <[ui ^oiipe la fIrconfdrcnft(( on ).i, la lauj»«ul« 
cn M| ilia (ransformt^e en ?'* est la droit<‘ Mj).,. 

La tigiire donno immddialcmcnt OM, = o» A -j: o*taiigT. Klhs 
donne done les olfimenls m'*cessaires pour calculer pur arcs Vahseisse 

nr = — j i)T, el I'ordonn^e ny = — — laiig-r i>t. 

0 f 


19^. Les hodegraphes dee trois Titesses (r, «, «•). — (loiniu<> on I’a 
fait pour la vilesse totale w, on pent dludier les coiirlies (//.t) el (n’,T) 
des vitesscs liorizonlalc u et verticale «», en foncliou do t. 

Elle sont ddfiuies par les Equations difTdrentielles 


fL' 

dx 


ir /’ rft 


F(iO 


CObT 

d%v 
ak 


V 

oosx 


cF(^) 


sinx-i-i 


]• 
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Lcurs tangenles en nn point sonl donnees par leb formules 


^COS'Z 

cF H-,.V 


tangi«« 


langt,^ 


COST sin- 
cF sinT-f-/? 


COST 
cFi t’V 


lAi fi}>nrc ci-dossous donno lo Iract* des irois liodographcs pour 0>o 
et n > I. 

Lob trois (*()url)cs onL memo rayon veclcur asymptote ft. 


F^t^ U)(\, 



l/liodograplie {(/) esl tangent a Thodographc (o) au sojnamct V„ pnV- 
sentc uiic tHn}>eiU«! luirixontalc uu pninlddinni pur la rclaliou 

■>, sill'; as p — /p*-(- 4| 

0(1 p . ~ el vienl liiiir u Torigino O, lungeiiticllcincat h la vertioalc. 

f/hodographe (»v) «sl tangent, i Toriginc, i I’horizonlale, pv(5- 
scntr une Uingentt* vcrticale au point ddfini par la m^me relaiioipi 
asinir^ p — ci-dessiis, el vienl finir au point ( — V') avcc 
une langente horizontale. 

Lu trajecloirc orlhogonalr d((s hodogrupht'!, («) est 
»mx -t- — I - (TO 4- K =s (,. 

irj a 
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19i. £tude de la coTirbe (r, tr). — Au lieu d’6Uidior I'hodographe, 
c’est-a-dire la courbe ), on peuL consid6rer des ecjualions ('‘quiva- 
lenles, par cxeniple la courbe <les \iiesse^ v(*rUcalos u’ <‘n fonc- 

tlon de la vitesse totale ou celle (a,*') dcs \iiesses horizonlale ot 
rotale. Nous donnerons d’abord une discussion sommaire dc la |)romicrc 
(n, iv), qui, sous une aiilre fonne, rappcllera des propricles connucs do 
riiodographe. 

En divisanl niembre a membre les deux equations 6criicb plus 
haul (193) : 

dv „ u /cF , \ dw if fcF . , \ 

d'Z COST \ ' ' 

il V lent 


<^o qui peut s'ecrire 


COST \ 

dw ^ cF sin- + 
dv cF -i-^sinT* 

d(v ^ civ F 
dif 


i" Dans Lous Ics cas, la courbe (v, (v) esl comprise cnln^ les bissec- 
irices des axes de coordonn^es, puisque (v = r siiiT c. 

Le point v = (r =V', lel que cF( V') = icnnine la courbe, (jl, en 

• dv(f f 

cc point, on a*^ = i. L 
bissectrice du second quadrant. 0 ctanl I’angle asjmjnoliqui* coiTospon- 


a courbe se lerinine langcnliollcmcul i\ la 


danl i\ ^) = so , le rapport — a pour limilc sin0. D’aulrft |)arl, la (lUTc- 


reiice ^ a pour valeur 


(.■■•-I 



qui, pour «'= rsin©, devienl 


bn 


Si cetle quantiui lend vers z6ro pour »’ = », ba droile 

iv == V tangQ d’inclinaison 9 telle que tangO = sinO estuuc usjrmptolc <1« 
la courbe (m, <k>). 

Si «.<!, il n’y a pas d'asymptote, mais seulemcnl unc diiwiion 
asympiotique 0. 

3" Conslruisons, dans le plan (u, w), les deux etturbes 


(1) C«> F(t») S5S 0 


(III C«P(l')4"^'«’«BaC». 


Ct 
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La courbe (Ij est Ic lieu dcs points ou iv est minimum; la courbe (11) 
Ic lieu des points ou v est minimum. 

La courbe (T) qui, pour une resistance monome, est 

tv 4-/^ = 0 , 

part de ( — x ), pour c = o, si/i«>i, passe au point terminal V'ot 
ad met, pour tangenl(^ la direction 



die liiiil asvmploliqu<mi(*nl aTaxe des r. 

Si 72 0 *^' die part Jc roriginc, avec une langenle verlicale, }>asse au 
point \’' ct a une forme parabolique. 

La courbe (11) afTccle la forme := o. 

Fig. X 07 . 



Elle part dt* rorigine, (jud <(U(‘ soil Ou a, pour rindiualsou dc la 
tangenle, 


<(iV , 


Elle esi langcmle 4 Taxe d«s r 4 Torlginf', passe au point V', (»4 sa 
tangento psl — ( /t + j ) el a une allure parabolique 4 axe vertical. 
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3® Ceci pose, on \a pouvoir disculer les differenLeb formes do la 
couvbc (w, <r) en falbant etat des thooremes dt*montres jirccedem- 
ment (§3). 

Premier cas : nV-'i. — Si tt>o (^irajeoloire avec bonmiel), la 
('ourbe qui pari de rasyniptotc 0 rencontre Taxc des e, puis la coiirlie (II) 
oii V passe par uii minimum. Elle finit ensuitc en V' rangentiellemenl a 
la bissectrice OV'. 

Si 0<o ^trajectoire sans sonimet), la ooiirbe (e, tv) nmconlre 
d'abord en P la courbe en ee point P, la vitesse verticale <v passe 

par nil minimum. Elle rencontre ensuile en M' la courbe (II) ; exisle 
en ce point une vllessc r minimum. 


Deuxiime cas : 
cas precedent. 


n < i>.. — iVJeme forme, si 0 > o, que dans le 
Fig. 198. 



Si 0 o, il y a deux cas a dislinguer buivanl la vak*ur r<dal!\e d<‘ 0 el 
de 0', ce dernier angle elanl dCdini j)ar la relation ( 180) 


" COS«-*'S c 


fh 


COS«-* * t 


Si 0 ^ 0', on a la m^me forme que dans I’eveinpb* precedent . 

Si 0 > 0', on a la forme CHdessus- 

Troisieme cas ; /i= i. — La courbe (1) deviant unc lionzonlale : 
5^ = 0 qui passa par le point La courbe (11) est la para- 
bola ; &| « (V = o. 

I.a courbe (r, <v) a une asymptote qui ne passe pas par rorigim*, mais 
|)ar le point 

— — 2— — =s — \ ' cos»e. 
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Quatrieme cas ; n<i, — Si 0<o (irajectoire sans somnicl), il 
n’exisLe de minimum ni pour la vitesse, ni pour la vitesse \erticale. 

Si 6>o (trajectoire avec sommel), ces deux mini s’excliienL ct 
run ou Tautrc existera sui\anl qu'on a 0 on 0'. 

Proble\ie. — Quel est le maximum de la difference (r — tv)? 

On a 

d( V — (P ) ^ dw ^ 

"dv * d\^ ’ . 


d’oii, d’apres la valcur de 


dw 
dv ^ 


1 


ctvF _ c F — pr 
cv¥ giv "" et’ F -h giv 


(a— (p), 


ce qui s’annule pour cF(?') et, par suite, aii point (\’'), dlUcrcm 
<lc , ou la vitesse passe par une vilcsse ej^ale a la vilcsse Ler- 

minale. 

Le minimum dc ( r — iv) csl reprdscnte sur la tigurc par la lipic AB. 


19o. fitude de la courbe {u^ r). — Eludions, (mtiii, la eourhe dcs 
vilesses Ixorizontales u on fonction dos sitesses r. Oes deux quantiles 
sonL liecs par r^qualion difF6rcnlielI<‘ 


du 

dv 


cF COST 


cF 

h sinx 

U 


da 


On a loujoiirs r ^ u- Pour r = ao, on a Ilin Ljj cos0. droil< 


ddfinit Pasymptole ou la dircclion asjmplolique d<‘ la <*(»urhe, oar ou a 



V sin 0 cos H 


cF 

ir 


-+• sinH 


Celle quanUle, pour n=x, esl nulle .si « p- 1, linie .si « = j, inli»i<* 
si n < I . 

[iU courbc esl laafieuU! I'l la bissectricc des axes au soinincl («., ,), 

Elle adniel une (angeulr verlicale au point (o, t)„ <I«!, vilc-ssu minimum 
c F 

tel que — -t- sinT = (» el die' vicnt llnir au point ( «> -- V w o) sur 
I’aie des r. 

Ell cc point, Tcxpression de la tangenlo ^ so pw^sente sous la 
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dz 


ass O 


^Vn'>\ 


et 


— 

dP. 


55 : X 


si /i'< I. 


Done bi n i, la lan}>eiile de la courbe au point V' est verLicalei; 
si w'==- ij elle Cbi inclinee; si n i^ elle esL horizontale, 

Quaiid W varie ^^lir da nidmc projectile sous diirereiils angles), lt‘ lieu 

eF 

<les points de vilesse rainlinuni esl ddlini par la relation — + sin ? = o 
oil, <ivee les variables u el 





(courbe I). 


La courbe presente des points d'inflexion obLeiius en ^cri\aut = o. 
On trouve aisement la ivlalion 


OIL 



D’apr^s cela el en se reportaul au ii" 188, pour les iliJIerenls <*as (|ui 
peuvent se presenter, on aura les formes dc lu (ignr<‘ uu ({lu repre- 
seiitcnl rjillure de la fonclion (a, e ). 

Considco'ons le cas de /i = r . On a 


ou 


du ___ bx li 

dv ““ HPH T" 

^ — ■+• sin 


/biv . \ hx 

( ^ h-siii*:) 5SS 

\ A'' / A** 


dx'^ 

dll 


Diflerenliaiil par rapporl a on aura 

(h dz bx dx> h\ 

~ -y— COST =s — -j-* — tt ’ y ■■■ • 

g du dll g dif g rfw* 


Mats 


£[t 

du 


JL. 

biV* 


• Ou anra d«iu<‘ 




5 tt* 


el l’<m v«*rifie qite cetta Equation e.sl saiisfailc puf lu roiation 
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ou 




formules oii ( ) c.sl mie cont>laiile e^ale a tan^©. 
La coiirbc [n, r) cst ainsi une hyperbole. 


ItH). Hodographe des resistances. — On a (juelqucfois inlcrel ?i cou- 
siderer la <‘011 rbe polaire obtemie eii porlant sar le rayon vectcur 
d'iucruiuisoii T, une lon«»neui’ ^ = c F(^’) proporlionnelb* a la resistance 
dcTair^T). / 

Ou a 


d^ 


=scF 


,do 

Tz^ 


L'augle ift d(t la langenle a la coui'be cst donne j)ar la formule 




.dz 

sa a -7- 

dr) 


K //-: ^ I ndz 
F' dv “■ n do 


1 

“ tangt^. 


Fi". '>02, 



Dans colte notation, cst la Umgcnte a la oourbe el to la ungente 
i Thodo graphs ordinaire des vi losses {r,T). 

On a encore 


^cos^ 


4 p 4 CHAP. II. — l^TUDE DE LHODOGRAPHB. 

Pour construire la tangcnte, au point N de riiodograplio dcs resis- 
tances, abaissanl G^S perpendiculairc sur le rayon vecLcur ON, on 

prendra OG' = l» , On a 
^ G'S^^cosx. 

Fig. ao3. 



Prendre alors SV= ^ G'S == ^ ^cost, et joindre .VN ; on a, pi\ effcl, 

SON = 3 sfoT; done t«t«SNV. 

La courbe admet unc a,sympto^ inclinfie de Tangle 6(p sss oo ) : 
fille abouiit au point G' sur Taxe* ypriical tel que OG^=s=,^* On a, on 
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cF(V^^ / — \ 

clTel, — i = I ttu i>oiut ( — . Elle poss^de, en ce poiat, uae tan- 

geute parallde i celle de I’hodographe ordinaire, c’est-a-dire horison- 
tale^ si n > I , inclinee si n = i , %'erticate si n <_ i . 


D’ailleurs^ ne s'annule que pour o; done le point de resistance 


dv 


minimum correspond au memo angle que dans I'hudographe des 
vitesscs. 

Mais la courbe ( 3 , 7 ) ne presente pas d’inflexion cn oe point. 
Emplojrant, cn eflet, la formula du n* 187, oii ronremplacerauparfl, 
on \oit que le point d’inflexion correspond. it 


3*-l-a 



.d^ft 


= 0 , 


cc qui conduit & I’equation 

. (n + i)sin*7H — 8in7 — l=so, 

qui deU'rminu lo point d'inilexion. 


Ddmonslration du lieutenant-colonel Fillonx. — Soient M, Mi 
deux points \oisiiis de riiodograplu! d(‘s vitessus correspondant ii x 
el ( 7 — (h). 

Soicnl, sur Ics raemes rayons vecteiirs, N, IN, d<sux points dc I’hodo- 
graphe des resistances. 1.H droito MM, esl la langcnU; au premier, la 
druitc NN, au second hodographe.] 

l^arN, menons NR parallele it MM,; cettu droite coupe la verticale 
d« 0 au point U' tel que OG'i=^. 

En eirct, 

06' OM w t) 

Mais on sail que OGs:|^< Done OG'ss^. Le point G' eat ^nefixe. 
Soient MP cl NQ perpcndieulaires sur le rtiyon veoteur. 0& a 
’ Mtl’esiA}, MPesixaPe, N|Q aoc P'(t>) rfb, NQ as c P(t;) rft, 
KQsn(M|P)0^BS ^rfo. 

Par G', soil TG'U parallele el G'S perpendiculaire au rayon vecieur; 
bjpremiere droite (iOU{)e NN, en T ct NQ ,en U. Par suite de I’dgalit^ 
del longueurs SN et G'U et do la similitnde des triangles NN(,R et 
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NTG', NRQ et NGU. TG'V ci SNV, on a 

G'V N,R _ i>F'~ b' _ «-i 
G'S^NiQ i-F' n 

Or, puisque G' est fixe, S docrit une cir(!onf4reuc(! dc diamoiro OG' 
et de centre C. Pour unc resistance Ic [)t)inl \ dccril (ionc une 
circonference de centre C'l ( VC| ^tant paraileie a SG). 



CHAPITRE III. 

KTDUB G^NI&RALE DE LA ('.OORBE BAUSTIQUE. 


I. — FORHE OE LA TRAJECTOIRE. 

U)7. 'HiAorAme I. — La trajecloire est tine courhe plane. — En 
clTel, le plan veriicai meni A un instant quelconque du tnuu\emenl par 
la tangonte A la irajeoioiir couticni tons Ics AlAinents du muuvenient, 
cVsl^-dire la \il(‘!«se, la ri'sistanco de I’air supposce tangRnticUe at la 
pRsanteur. La projectile no pcul done sortir de ce plan. 

Comme, dos dciis forcot qui agi.ssent sur le projectile, rune, la rAsis- 
lance de fair, nu puul avoir d'aulre efiet quo de le retarder suivanl la 
(angente, el I’anlw, la grnvile, qu<“ de I’abaisscr suivanl nnc verlicale, 
la irajecloire loiiriu'ru sa concavile \<!rs le bas, oVsl-twlin? versles^* 
nAgal ifh. 

11)8. ThAorAme II. — L'inclinaison de la tangente ra toujours en 
dimimmnt t/uand Vahscisse croft. - En elfct, on a ( 1K7) dx = -•)" 

ce qui inoulrci (jue dx c( dx soul toujours d<‘ signes uonlruircs. 

Supposons qu’A I'ltriginc du inouvemeni,. x ait une valeut' positive a, 
qui est Tangle de projeelion. Dau.s le sen.s dcs x croissants, t diininue 
ju8([u'A la valeur J!Aj*o. , 

An point Tss u, correspond le sonimet S de la irajecloire atmosphA- 
rique qui, daius ThypelhAse do « positif, comprend aitisi une branclic 
asoendantc el une brunche desceudanle. 

A partir du soinmet, x xibange de signe, devieni, par cou.s(^ucut, 
nAgatif el augmente on valeur absuluo. Mais cct angle ne peul jamais 

dApassor la valeur car, pour-rs lo vilesso serail dirigee 

suivanl la verlicale el lous les AlAmenis du ntouvemenl, viiesse, rAsis- 
tanco et gravitA, seraient en ligne droite, de sorle que le projectile ayanl 
alteint cotte verlicale ne pourra plus la quitter. ^ 
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D’ailleurs, ainsi cju’il a ete demontre, le projectile ne s aiT(5tera jamais 
avant d’avoir atleint la limite t ^ ( 170). 

Si Tangle de projection a n’est pas positif, tantdt la trajectoire aura 
un sommet en amonl de a, tantot elle n’en aura pas. La demonstration 
de cette propriete a 6te donnee plus haul (17i). 

199. III. 

quand Vabscisse crott 

Si dx est positif, le second membre cst negatif; done du est n6gatif 
et u decroil jusqu’ula valeur zero qu’il atteintpour t = — - (171). 

200. Th6or6me IV. — Dans une trajectoire avec sommet, Irs trois 

mtesses u,, <v, correspondant d. I'ordonnde y de labranrhe ascon- 

dante sont plus grandes qm les vitesses Hj, r*, u’j correspondant A 
la mdme ordonnde y de la branche descendante. 

I® Vitesses horizontales : lu > t/j. . — Celle iii('‘galile reswile du 
th^or^me HI, puisque u va constamment en d^croissanl. 


Fig, jo',. 



2“ Vitesses totales : ;> t>a. — Cette propri^t6 rdsulle de rnpptica- 

tion du ihdortme des forces vives : dlant donnas deux points sitii^s k la 
mi'me hauteur au-des$us du sol, le travail de la pesanleur, pour aller dc 
Tun k I’aatrc, est nul et le travail de la resistance de I'air eat niigatif. 
Ainsi on Scrira 

(ij wj) r cF(v)ds, 


— La vitesse horizontals u diminue toujonrs 

— En effet, on a I’equation (157) 

j.. ' 
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ds elanl Felement de Fare s de trajectoire. Le second membre etanl 
negalif, on aura 

On arrive k la m^me in6gaI5te entre r, et rj cn partant de Fequa- 
lion (1S7) 

dv . . 

^ =-^-sinT — cF(i;), 


qu’on ecrira 
<Fou 


\idv = — — c F(a)ua^/, 


gdy’^-c F(a) ds. 


L’inlcgration donne, depuis s = y=o\ r = V© jusqu’4 (^, y, 
formule 

cT F(t;)rf^ i(VJ — V*). 

«/o ^ 

SI -Fon multiplie les deux m^mbres de requation par la masse m du 
projectile, le premier membre est la somme du travail de la resistance et 
<Iu travail de la pesanteur; le second membre repr6scnte la force vive 
dt'‘pensee. 

3*^ Vitesse verticale : iVi ' ^ <^ 2 . — On a ( 156) 

dw =3 — gdt-^cF iit. 

Mulliplions par (r = n sinx; eomme iv dt = dy^ il viendra 
iv dw 3= — g dy — co F sin®x dt. 

Integrant dey ky^ dc Fuuic k Fautre branche, on aura 

I r* 

— c»>f ) rs — c / ,aF8in*T^^. 

^ ^ '0 

0 

i 

fiC second membre est une quantity negative; done 

‘ c.g-F. a: 

I 

201. Th4ovftm.e V. -- Soit Lrajcctoire av«c sornmel;, tl’orig^nc 0 el 
(le soinmet S. ConsiddroQS deux points A| el Ag situ4s sur une mdme 
horizoutole (nidndios^). 

Hoieni : i** inclinaisons des tangentes on A<, Tg en Ag; 

Les abstisies Xx, de A| ft S, Xi, de S 4 Ag ; 

3* I^s (tres de tr<yecu>ire Si, de A, 4 S, Sj, de S 4 Aj ; 

4? t>es tempt tt, 4e A* 4.S, ta, de S & Ag. 
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On a les thi^orenies suivants : i" .'>•* •)* 

t-i. 

Fig: 2or». 



I® On a 'Ci<’r.i. 

L’^quation diffcrentielle qui donnc dy ( 137 ) |»eiil 

g dy d-. 

-s — !— = 3 — tangi — 
uicos*x cos*t 


InlugronA, sur la hranclie a&ccndanle, depuis (t, _)-)jus(nrau soininct, 
(Hi ^ ^ „ on a 

r q =a i tang-i-Ti. 

, ' 0* eos*t 2 o * J 


• y 


inlcgront*, sur la brauclie desocndanle, dc|Hiis (o, \ ,) juscpi'aii poiul 
d’ordonnije 7'. On aura 

'• f'-f% 

i)»cos*'r a " 
ou encore, en r.lian^eaut les signes, 


/ 


gdy t 


V* cos*-: a 


-tang*!:*. 


IVIais, d’apriis Ic tlu^or^ine IV, dans cetle secondo intigralu, la vilesse 
liorizontale ti cost esi toujours plus petite que la m^me function uu dt'^no- 
minateur dc la premitiite int^grale. La seconde int^graie est done plus 
grande que la premidre, car leal's limlles sout les ludntes, Doik;, 
on a Tj > T| . c. y. v. .o. 

•*." On a Xf > .r^. 


FORUB DB LA TRAJlSCTOiAE. 

Commc on a dx = — on ficrira, pour la brauche ascendanlr, 

J, lang^ 

cl, pour la hranchc desccudanle. 

r'* «?» 

I ! . 

,/ tang'T 


Hi 


Maib, pour Ic m^me j', on a lonjourb la seconde inl^gralo 

sura, di^iuenl pur ^l^ment, plus petite que la premiere, et, les litnilcs 
(^lanl Ics nu'mes, on aura Xi > afj. o. q. r. n. 

.■)“ On a S|>-Sa* 

On part dc l’6quatiou ds — ct le raisunncmenl csl absolument le 

‘ * SUIT , 

iniSinc quo pr6c(idemmcn(. 

On a /, < /». 

On pari de j d'oii 



Cl 



//r 

■ I # 

cr 


Mais, «rapr('h le llidori'me IV, on a «'* > u’a on deux poiuis <le indme 
ordonnee. Doni!, la seoondc integrale esl plus grande qne la prcinidre el 
Ic llieoreiue U < esl <l(:inonlr<>. 


^)!2. Origiiie et point de chute. — Les llieordines prdcddenls appti- 
<{ues I'prigine el an poinf de chute s'enonderonl ainsi qu'il suil : 

i" Leu irois vilesses restanies { \ m, Um, »’«,) sont plus peiites que les 
trois vitessos initiales ( Vo, «o» «'o)* 

■i" L’ angle de chute w esl plus grand que V angle de projection x. 
.‘i" Vabscisse \, du sommel S de la trajecloire est plus grande que 
tn moitid de laportie \. ' * 

4" JJarc qui ra de Vorigine du sommet esl plus grand que la 
moitU dc I' arc total, de Vorigine au point de chute, , 
a* Le temps trUs par le projectile pour alter au sommet est 
plus petit que la moitii de la durie du trajet T. 

!^}3. Thdortaie VI. — Le temph mis par le projoclile poui< parcourir 
la branche ascendante ^e la trajectoire atraosphdrique esl plus petit que 
le leiltps udeessaire pour '{tarcourir lu hranche analogue dans k' vide, k 
dgalitd de eondilions initiales. 
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On a, cn eifet, 


dans le vide : 

ct 


Urn 4tant une moyenne entre Uo et comme la vitchsc horlBontalc 
(ilmmnc toujours sur la trajectoire atmosph^rique, le th^or^me ost. 
df'montr^. 

11 s’applique non. seulement an sommet t = o, mals t\ toul arc d’iligale 
amplitude de a & t, sur les deux trajectoires. 


. u dt 

g-cos*-:’ 

*iTMiei= ^ (langa— tangt) 
o 

tiiir) ( tanga — tangT ; ; 

O 


II. — LES POINTS REIUlRQUABLES. DE Lk COUBBE BAUSTIQVE. 

201. Le point Q. — L’origine (x, Vo) de la trajectoire, d^^linic par la 
boiichc du canon, n’est qu’un point quelconque, una1yii({iioineni 
parlant, et sans propri^t^s spdciales, de la cunrbe baliatnpKt. On pout 
done, en donnant k x des valeurs nc^gatives, sujvrt! !(> proj<>('lilo on 
amont de I’origine et chercher les proprii^t^s dc la trajectoire (Ians (scjttc 
nigion, analytiquement d^finie par la mdme dquatlon. 

Udquation dx — ~^d-t montre que, si dx ost n<'*galif, d-t .sora 
toujours posilif; I’inclinaison augmenle done en amont de I’oi'i^Ino. 
D’autre part, I’dquation de I'hodographc ~ = montre (|uc du 

est positif en mdme temps que d-z. 

1^ vitesse horizontale « = v cost croit done. 11 a 6t6 d»'montp«^ (172) 

qu’avanl d’arriver & la limite tss 2, la vitesse w devenait inlinie. Le 

point Q de la trajectoire qui correspond k une vitesse infinic est Tcxlril- 
mite de la courbe balislique et la veritable origine dp la trajectoire. (le 
sont les propii^tds de la courbe en ce point 0 que nous nous proposons 
d’^tudier maintenant. 

203. Tangents au point O. — Nous avons d^temind ( 172) la limite 0 
de I’inclinaison x sur I’liodograpbe. Get angle « est autsi rinclinaison 
limite de la tangente k la trajectoire du point Q. 

Nous avons vu que la demonstration filaitbasde sur l’by|Kab#8equ'une 
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certaine int6g^alc,y* prise enlre uae limile finie el I’intini, 

ne de\cnail jamais infinie; d'ailleurs cettc hypotb^se est r^alisi^e 
lorsque, pour les trt>s grandes vitesses, le degr^ n. de la resistance ost 
])lus grand qne zero. 


On designe par J(?’) I’inlegrale — J O'ji V est un<! vilesse 

auxiliaire quelconque. 

On a done 






V F(e > 


Nous supposons J(qo ) fini. Dans ces conditions, on 6noncerale thdu- 
rume suivant : L<t tangenlte extrime de la trajectoire au point Q, o(t 
/’o/t a w = 00 , est oblique; elle fait avec V liorisontnle un angle 6 < ^ • 

Comme cas d'exOeption, on a 0 = ^ si le degr6 n. de la resistance, 
pour r = 00 , esl tel que /i.= o. 


^)6. Elements de la ^trajectoire au point Q. — L’bodograplic eiaut 
dcrit 


£ ^ rft / 
c ii F “ cost \ 


;$sint), 


on voit que, dans Ic voisiuag<‘ du point Q, c'est-e-dir<‘ |)onr les valeurs 
trds grandes de v, 1«! facteur^sint devienl irds petit el, par suite, 
negliguable devani Tuniie. Cette proposition ne sera cependani pas 
exacie si Ic degri'; n. esl egal & zdro. 

Cc cas except^, I'liodographe tendra done it se r^duire k la forme 
simple , * 

ff ^ dt 
e vF cost 


Si Ton porlc ceite expression dans les Equations diffirentidles du 
mouvemen^^f}7) : ■ , 


dts 

s 

il viendra 


V dx t ti** - . V* , 

— -«^t, dy— -taagtefc,. 


dv • 


d»i 


GF{i>) ' cTJT) 


dv. 


d’aprds rd^uation 5 
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({uaud r lend \ers rmfini, les variations de Tangle t sonl (*xu‘em«inenl 
faibles relaiivement a cellos dc la vitesse. On pourra done poser, dans les 
trois equations ci-dessus, t — 0 — s, Tangle s 6tant iin iniinimenl pelil 
d’un ordre qui depend dii degTe «« dela r**sistance; s tend \<‘is zero 
pour /'= X. 

i" Temps. — Entre les points a) et (»’, t), oO e esl d^'ja ns.sez 
grand pour que lUio^ograplie sirnplifi6 puisse s’appliquer, on aura 

On a doja i'encontr6 (QS) la nit'ino Ibncliun integralo qui a et6 desi- 
gnde par le symbole 

S(r>=— 

Oonc, pour V„ = oo, on aura 

• cT«=S(«)-S(Vo). 


X i’' < **')* 


THJtoREME. — Sttivant que la Jonction sera jinie ou tnjinie 
pour V = OO, le temps mis par le projeciiU' pour aller du poi/U Q t) 
un point quelconque de la trajectoire sera fini on in/ini. 

u" Abscisse. — On a cost = cos 0-1-$ sin 0, ei, en neeonservunt que 
le terme principal, il viendi'a 


d’ou, en integrant. 


rfr cose 


== - 


cosO 


r'‘’‘ vdv 
J eF(r) 


11 s’introduit ici la fonction 

Done 


, T" 


ex = fD(x) — D( V,,)] rose. 

TniORkME. - - Svivant que la fonction Ji{v)s€ra finie ou in/inie 
pour w = 00 , Vabscisse du point 0 sera Jinie ou infinie. 

3“ Ordonnie. — On ficrira de m^me 

ey « [D(«) — D{V«)jsiu«. 

Th^oreme. -- L' ordonnie est finie ou infinie dans lei mimes eon^ 
ditions que I’abscisse. 
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i'* Asymptote, — Lorsque le point fi t*st rejelc u Tinlini dans la 
direction 0, la question se pose de saxoir si la irajectoire admet line 
asymptote ou si elle lend seulement a prendre la direction 0 ala nianiere 
d'liiie parabole qui, a I’iniini, devient parallele a son axe. 

Au voisinage dii point Q, Thodographe pent s'ecrire 

V COS': ?> ¥ ’ 


Inl(;‘gntnl d<* a a i el «l(j ^'o a r, on aura 
tung*; — - tanga = 

oil cncor<‘ 


a cosB 


1 / etani la consiante 


dy 


tangt sss y 

® ^ ccQse 

J(V«) 


^ = tanga -+• 


r cosB 


IMais 


(]lomine ^ = tangT, ou aura, eii integrant une douxieme fois. 


d.r s= — rog B. 
ch 


Pig. *u(L 



Posons, comme d^inition d’niie nouvelle fonction baliatiquc, 
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On aura 

y = ^:r-i[A(u)-A(Va)l. 

X la limite, pour ?’• = oo, la conslante q n'est autre que langH. 

Le terme (a? tang0 — y) represente la distance verticale PQ eiilre la 
trajectoire et la droite inclinec de ©, passant par roriginc. 

Si PQ est fini pour v = 00 , la courbe adniel unc asymptote; sinon la 
direction 0 est parabolique. 

Th^oreme. — Suivant que la fonction A(r), est fint oninfinie 
pour i) = oo, r asymptote an point 11 sera it distance /inie {branche 
hypej'bolique) ou & distance infinie (^tranche parabolique). 

0 “ Resume. — Ainsi, Ics proprietes de la trajectoins au point 11, 
extremite amont de la courbe balistique, dependent dcs valours liiiicsou 
infinies de certaines integrates, dites fonctions halistiques de Siae<u\ 
prises entre une vitesse finie et une vitesse infinie. 

Leur definition est la sulvante (V est unc vitesse arbilraire) : ^ 



Par hypothese, J(oo ) est fini, puisque le degKi ni de lu nVsirttanee, 
pour V = 00 , est cn g6xi6ral suppose > o. 

La tangente au point 11 est toujours oblique (cas de -- o OKC(q>t«^) 
inclinee d^un angle 0. 

Pour les aulrcs elements, on aura les conclusions suivantes : 

D(3o) fini : Point 12 i distance finie; 

D(x) s= oe^: Point 12 rejetd k I'infini; 

S(9c) fill! ; Le temps mis pour venlr de Q est fini; 

S(oc) = 00 ; Lc temps mis pour venir de 12 est infittt; 

A(oo) fini : Branche hypcrboliquc; 

A(qo) = 00 : Branche parabolique. 

On a d(5j{\ renconlr6 les ftmctions D(»') et S(t>), dohtles valeurh, 
pour V = 00 , r^glaient Torigine du mouvcmcjnt rectilignc (95). 

Ces mfimes fonctions r^gissent ^galement la forme de lu courbe Imlifc* 
tique pour les trajcctoires sans sommei, < o. 

207. Cas d’mte rdsiituaoe monoii^e. — Soil F(t>) =s , 

Les fonctions balistiques ‘de Siacci sent exprimables-par les lormiilee 
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suivantcs : 



Dans CCS formules, il faudra faire V = so, pour avoir les ^l^ments dn 
point Q. Onvoit d’abord que si on a J(oo) = 4’^“ 

cst une quantity finie. 

Pour les antres d^menls du point Q, on formei'a le Tableau suivant : 


/too. 

<1. =1. 

<2. 

= 2. 

>2. 

Le point 0 est a distance 

> . * 00 GO 

CO 

oo 

finie 

Le tennips est 

. . . OC 00 

flni 

fini 

fini 

L’asymptote est a distance .. . . 

. . « 00 X 

fmie 

finie 

finie 


On remarquera que, dans le cas dc n„> 2 , il nc s’agit plus d’unc 
vi'ntablc asymptote, mais seulement dc la laugente au point 0, point qui 
est alors it dislancc linic. 


Cm gdnMtl. — On g<5n6ralise rapplicaliou du Tableau prdeedent au 
cas d’une resistance dc forme quelcon<{ue en posanl 
F(v) as 


comme n» est le degre de la resistance, pour v = oo, la fonclion 
tmdra vers zero. 

Fig, 307, 



La forme de la trajectoire au point 0 est done ,1’iine des trdis ci- 
dessus. 


ST 


p. aRAaninniiu wuE t. 




4l8 CUAP. HI. — GBNiRALB BE U CODSBE B.VUSTIQ1IE. 

Si n, = 0 , aaquel cas 0 = -> on ala forme paraboliquc de i , mais 

la direction asymplotique est verticalc. 

Pour les trajectoires sans sommet, les formes sont les suivanles : 


Fig. 2 o8, 



208. Sur I’asymptote du point Q. — Pour disculer I’cxislcncc do 
Tasymptote du point 0, le colonel de Sainl-Robcrl n’introduil pa.s la 
notion de I’int^grale A(i’) que nous avons consid6r6e. 

Fig. 209. 



Void son raisonnement. Soit L = OP I’ordonn^e comprise enirc 
I’origine et le point de rencontre d’une tangente quelconque ii la ira- 
jectoire. 

Qna - 

— a? tangT. 

D’aprfes les Equations .diff6rentielles (157) 

cfy s;— L tangxrfc ct cfess— 

i g ' 




Le produil (tangT — lang0) v est iini & rorigine et dans loute 
due dc I’iut^gratlon jusqu’tli la liniile supSrienre, oii il prend la forme 
ind<!lormm<le 0 X “w. Pour on avoir la vraie valeur, h celte liniite, il 
sufiit fie meltre sous la forme ^ et de diff^rentier Ic nam6- 

I 



ratenr cl lo dunominateur par rapport a la m(>inu variable t. On obtienl 
uinsi 

_ v* . ^ _ 1 

cos*x rfu “ /cF I sintX 

cosv ( — - -i- — ) 

V V J 

Si I on fail r=-«, et t = on voil, puisque — > 

<{ue cetle fraction est infinie, si n. < i ; finic, si n« — i , cl nuUe, 
si n, > I . 

Soil A* unc vul$!ur mojenne cntre les di0i6rentes valeurs que prend, 
entre les limites dc Pinl^gration, le produil cosT(tangT — tang9)v; 
d’aprds co ([ui precede, k sera fini ou infiniment grand, si n« < i ; fini, 
si n = I ; iini ou iuiinimenl petit, si i . 

Gela posfS, donnant ft I’inl^grale la forme 

VO 

ct sachant (207) que si on a T, = oo, cl que si n»> i, T» est 

Iini, on en condut que est infini, si i fet, qu’au contraire, cc n’est 
pas une quantity inBnimettt grande, si n.> i . 
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Ce sonL les monies conclusions que celles ^nonc^es g^n^raleinenl au 
nnmSro pr^c^dent, en consid^rant I’int^grale A(v)* 

Remarque. — « Le principe sur lequel est fond(6e la discussion 
pr^cSdente relativement & I’angle, au temps, k I’arc et k la tangenu^ 
qui correspondent k une vitesse infinie, depend de la manidru 
d’^tablir le degr6 d’une fonclion. Or il existe, ainsi que je I’ai d^ju 
indiqu^ en ^tudiant le mouvement recliligne (107) des fonctions dontlc 
degr6 ne saurait dtre d^termin^ paries regies ordinaires. Par exemple, le.s 
fonctions a;* logir, ic*logloga?, fl;“(logflf)?, af“(logaf)P(loglogaf)P, etc.; 
xf‘e^, etc., ainsi que ceUes qu’on obtiendrait par lenrs 

combinaisons, ne sont point du degrd n, parce que, quelle que soil la 

valeur de n, on aura toujours pour limite de la fraction quand x 

converge vers rindni, une quantity nuUe ou infinie et jamais unc quan- 
tity jSnie, comme cela doit arriver, pour que f(^x) puisse se dire du 
degry n, 

» Pour la discussion de ces cas particuliers, on suivra une mythodc 
analogue k celle que nous avons ddjii employee ; c’est-4-dire qu’on tftchcra 
de ddcomposer la quantity mise sous I’intygrale en deux facteurs, donl 
I’un soit constamment fini dans Wlimites de I’intygration, ci que, pur 
suite, on pourra mettre de cdty. Alors le rdsultat, pour ce qui conccrnc 
la seule question de savoir s’il est ftni ou infini, sera donnd par I’intr- 
grale de I’autre facteur » (de Saint-Robert). . 

209. Point Q'. — L’autre extrymild de la courbo balistique, dile 
point Q', correspond toujours & une valeur ^ de I’inclinaison v. 

Dans I’ytude de I’bodographe, on a vu (173) que la vitesse termi- 
nale V', dont la valeur est, en gyndral, donnye par la formule cF (V') = g, 
pouvait cependant, dans certains cas particuliers, prendre les valours 
zyro ou infini. On a 

. V'=o, 

et I’on a 

V'-=0(», 

Lea' deux ^yorymes suivants prycisent les propriytys du point O'. 

210. Ibyoxtaiie 1 . Le temps rticessair^e au projectile pour 
atteindre la vitesse terminale V' est^ eit gin4ri(ljf infinir 


.«F,. 


91 


si'- 



On a dt : 
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= — ^ int^grons, il viendra 


4ai 


fftas— I V 

Ja COST 


RemplaQons v par sa valeur minltnum V, qui pouri'a 6tre suivant le 
cas, soit la vitesse minimum tJ„, si elle esiste, soil lavitesse terminaleV', 

dans le cas contraire, el prenons pour limites t = — -et « = — a. 
Comme ici — / == / , il viendra 

‘'—a •'tt 

(Jtant la vitesse minimum d^finie ci-dessus. Mais 


/ + 1)' 


qui, pour ^evicnl infini. 

Done t devient infini pour t = — 


c* Q» ])• 


Cos d' exception. — i® Si V' pent tendre vers z6ro, la demonstration 
csi en defaut. Dans ce cas, on a d’abord = o, puis cF(o) > g. 

De la formule 


on lire 


dt 


=s — (cF-t-^siat), 


t 



» dv 
oF+’^smr* 


Dani^ le voisinage du point vers zdro, sinv vert ( — i). 

Lo temps t a done pour expression limite^ i partir de vitesse trds 
voisine de zero : 


t 




he projectile s'errAtera done et restera immobile an bout d’un temps 

0ttit , 

a* Si V'.tettd vw Piifini, e'est-ft-dire si I’on a n,s= o et 

O 
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la formula du temps se redoit, dans la region des grandes vitesscs, a 

dv 


r dv 


c’estr^-dire kt= ~ — s4—^> ce qui devient infini pour w = oo, 

Le temps est done infini. 

3" Soit, maintenant, le cas limite cFq= g. On a 

f ({') tendant vers zero avec v. La formula du temps sera 

__ 9(d) sin-; 




dv 


et, & la limite, pour sin? = — i , on a 


, r du 

^ A ?(«) 


Soit f (u)=sAu'”. L’int6grale est une fonction analogue a la fonc- 
tion S(v), de sorte que Ic probldme est lu mOme que celui de I’arrdt du 
projectile dans le mouvement rectiltgne (92). 

Si m •< 1 , le temps est fini ; 

Si m^i, le temps esi infini. 

211. Thtordme II. — La trajectoire atlinet, en gdTu?r(xly une 
asymptote verlicale d distance Jinie^ 

De I’^quation '' 

dx s=— — d-i, 

on 4i(§duit 


gx 


=t— J' 


Du point (—a), origine, au point ^ soit V la valcur maximum 

de la vitesae; on a 


gx< 




Or, 1 int(3grale cdt finie,'si v ne peut.devenir infini. Done I’abscisse x 
est finie. ' 
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L’ordonu(Se y est donnee par la formule 
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tangi di. 


Elle est infiaie (si V' n’esl pas nul) puisque J' laiigTfl!T = — log cost 
csl infini pour t = — ^ • 

L’abscisse ulaul finie et Tordonade lafinie, le th^orSme d'existence 
d'une asymptote verticale est detuontre. 

Lorsqu’il existc un point («, de vitesse minimum, on aura, en rem- 
plaQant dans l’6qualion dc I’abscisse la vitesse v tour i. tour par t<„ el \ ', 
ct d<3signanl par X' la distance de I’asjmptote au point (v, x),, la double 
inSgalil^ 


He 

s- 


Cos d' exception. — 11s se produironi dansle cas de no = o. 
i“ Si Ton a cF(o) >^, on a V'= o (173). 

L’arc s, qui est (l<Jflni par la relation ds = v dt, d’oCl 

. r** vdv 

* ~ Jy^ e F(i>) -h ffsiax* 

devicndra, au voisiuag*} du point ^ > 

Vf 




a oP{o) — ff 

Ainsi qu'on I’a dit (210, i**) le projectile s’arrdtc an bout d’un parcours 
liui ; il y a uu point d’arrdt k langenle verticale. 
a* Si cF(oo la vitesse V\tend vers I’infini. L’abscisse, toujours 

dunn6c par la formule gx — — / rft, peut devenir infinie. 

courbe alTectcra alors uno allure pbraboliquc. Ge cas particulier 
sera discul6 lors de I’^tudc d’une resistance constantc. 

30 Si ^ le mdme raisonnement que pour le temps monirc 
que,'en posant =: t4-y(r), I’arc est rdgld par une fonctioa ara- 

* s 

logue & D(u) pour v = 0. 

Posant f (v) a An'*', I’arc sek fini si nx '> a et inftni si ro> a. 
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212. Thdoreme HI. — La trajectoire est une courbe finie dans les 
deux sens, si la resistance est de la forme 



On a vu, en effel, que le point Q en amont est si une distance finie, 
si » > 2 , et, le point Q' en aval ^V', — ^ j est k distance finie, si 6# > g. 


213. Th6or6me IV. — Le rayon de courbure de la trajectoire 
passe par un minimum pour une valeur negative de V inclinaison. 

Le rayon de courbure r, en un point (u, t) d’une trajectoire, est 
donnS (160) par la formule 

r 

^COST 


Ce rayon de courbure est infini aussi bien pour » = oo (point 0) 
qu’au point ^ ^ (point O'). 

II passe done, entre les deux, par un minimum j^eiceptfi, peuirfilre, 
dans le cas od V' = o au point ^ » car r ne devient pas fore^ment 
infini en ce point j . 

Pour determiner le point oil se produit le minimum, dilTerenlions 


I’equation 


«* 


^■cost 


par rapport e t. On aura 


dr ^ f %v dv , sinx dt\ v . m/ n 

■ 3 - =— >- ( - 3 - ^ -jT ) =s — ^ — [3j’8inx + acF(v)J. 

dt g \cost dt cos*x dt ) ^ cost‘s * ' 

Cette equation determine un point (v, %), oti le rayon de courbure 
est minimum et pour lequel on a 

ac F(«r) 3 Siut,. asi 0. 
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On voit tout d’abord que I’inclinaison t, est toujours negative : sur la 
branche ascendante d’une trajectoire avec sommet, il ne pent j avoir de 
point de courbure minimum. 

Thdorime. — S’il existe, sur la trajectoire, un point de vitesse mini- 
mum (u, T)a„ le point (v, t),. esl silu6 en amont du point (w, 'r)a,. Cw, 
aprSs ce dernier point, w augmente el cost diminue. On le voit 6ga- 
lement en remarquanl qu’au point v„ on a 

dv I 

3^ =--«,tangv, 

et que le deuxidme me.mbre est positif. 

Cos particulier, — D’ailleurs le point (i*, t), existe toujours, sauf 
pourtant dans I’bjpotb^se n =o d’une resistance constantecF(t>) = & 0 ) 
si I’on avait auquel cas aucun sinus ne satisfait k I’dqualion 

de condition. 

(Je cas particulier sera discute lors de I'eiude d’une resistance cons- 
lautc (Livre V, Cbap. IV, § 1). 

Thdorime. — Si Ton compare Ics points oii Ics rayons de courbure 
sont les memes, sur la branche ascendante (indice i) cl sur la branche 
descendante (indice a), on a r,, 

Diveloppde de'‘la trajectoire. — C'esl uiic courbe presenlant un 
point de rebroussement M.correspondant au point (n, t),.. Elle se com- 


Kg. aiii 



|>ose de deux branches; la branche M (I) conrespondani aux points de la 
(nyectoire d^vds le point Q jusqn’au point M'(o, v),.. Mle a pour 
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sksymptote (si »«>• a), une perpendiculaire ft la direction 0 ; si 
c’est one simple direction asymptotiqae. 

L’autre branche M(II) correspond aux points de M' ft Q de la irajoo- 
toire ; elle admet une direction asymplotique horizontale. 


214. Extvftmitft de la branche descendante. — TMor^nie du com- 
mandant Hugon. — La trajectoire se confond, ft la limite, avec son 
asymptote verticale. Les coefficients difiTftrentiels ^ et seront infinis. 

Soil X = a la distance horizontale de cetle asymptote aa sommel dc la 
trajectoire; les denx fonctions de ar, ^ 6 lant infinics pour cellc 

valeur, c’est que, dans leur expression, entre un terme qui a — 7 ^ pour 


fiicteur. 

L’expression — = — du rayon de courbure prenanl alors tmc 

valftur ~ finie el bien dftterminfte, il faul que I'exposanl de " 

dans soit double de I’exposant de ce facteur dans z', ce qui ue pent 
se faire que si cet exposant est <3gal ft i . Done, dans y entre un icrmc dc 
k forme f (:») log(« ~ a? ). 

Nous pouvons adopter pour cette expression k’forme 


y -fip) + ®(a?) logC* — »), 

m 

/(a?), ^(a?) fttant des fonctions qui conservent, ainsi que leurs dtlrivftcs 
f', f*, des valeurs finies tant que x n’esi pas V a. 

Pour a? = a, on aura ' . . > 



f'(a)Jog(a — a>) 


y(q) _ <p’(a)(a — a?)log(a — a:) — y(a) 
a — Of a — Of 


Op, (rt — x)log{a — ar) = o, quanda; = a. 
On peut done ftcrire ■ 


De mdme 
revient ft 


-- ?(«) - 


■ if 


\da;*Jc I 


(«—»)* 


?(«) 
(« .«•;* 


Substituent dans I’cxpression de 


V'l 




il viendra 
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G^cst unc premiere condition a laquelle devra satisfaire la fonr- 
lion 

* . IJS 

L’expressiou — = if(x), qui n’est rigoureusement exacte qu’i cello 
litnile, donne une valeur approchee de t' tant que x difTdre peu de a. 

Cette valeur, pendant assez longtemps, devra diffi^rer trfis peu de 
nouvclle condition laquelle on satisfera en exprimant qu'un certain 
nombre de d^riviSes de o(a?) sont nuUes pour x — a 

9'(«)=»o. w'(a) = o, 

* 

Ainsi on pourrait prendre, par exemple, 

C’ebt ainsi que, dans le cas d'une r^istance lin6aire, oA I’on sail 
oblcuir I’^quation dnic de la irajectoire (Livre V, Chap. IV, §2), on a 

Q (itanl unc conslaulc. 


213. Ordre de contact de la trajectoire au point Q. - ~ Quand 72 > n, 
on salt (207) qu(‘ Ic point Q ust u unc distance finic et que la tangenlt* 
f 2 Ut un 2 inglc 0 avee rborizontale. 

L’6quuliun de la trajocloirc est, duns Ic volsinage du point Q (206, 

jr s) jutange — ^ [A{t') — A(Vo)l. 

Pour line riSsisUince munome, on a donnd (207) I'cxpression de la 
fonclion A( 2 »). On dcrira, en faisant Vj=s oo (cas de ;* > a), 


A(«) ~A(Vo)=. — : — V* 

' ' ' ' nBJ in — a 

D'antre part, dans la mdmcliypoibiise, I’dquation 

c.rB:|l>(v)-I)(V,)] cos6 

I 


1— 


dcvieui 


ca*i 


-v*-» oosO. 


On a done, en posant^a — cB^, pour T^quation de la irajectoire, 


171—1 
Jl— 1 


. w»,e - ' ' 
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L’ordre de contact p est done, pour diverses valours entlcres den 


3 


P 


4 



6 

5 

2 


!216* Autres points remarciuables de la trajeotoire. — Quand on calculo 
line trajectoire par arcs successifs, en adoptant, comme divisions, des 
amplitudes 6gales et tr^s dt, on remarque que les valeurs des abscisses 
correspondantes bj?, des temps nf et des ordonn6cs ny, peuveut pre- 
senter des minima ou des maxima. 

Pour verifier ces propri6t6s, on 6tudie les d^riv6es par rapport ^ t de : 

da? V* ^ V ^=;— — tanffT 

ST “ eh‘^ gcosz^ ck i ^ * 


Minimum — Le minimum a lieu au point (r, de vUesse 

minimum. 

2 ® Maximum rfe — On a 

drz 



I COS^T 

g V 




Oa a done on maximum au point 

cF(v) + a^sin'c = o 

qui est satisfait pour une valeur negative Zt de t, aussi bicn pour unc 
trajectoire avec sommet, que pour une trajectoire sans sommet. 

Au point (v; T)r de rayon de courbure minimum, la d6riv6e ^ 

prendra la valeur — ^ ^ cos* ~ positive. 

Done, le point (u, v)t est situ6 en amont du point (i>, ■t)r> 

Le point (v, z)t est le point de vitesse angulaire maximum. 

Cos d' exception. — Lorsque n = o, si Ton a 6o ]> 2 *^ 

3® Minimum rfe ^ • Le probltoe est ici plus complexe. On a, en 
elFet, 






/ 

COS*T 


cP . > 

a sin*^ 2 — sinx 4- 1 
g ) 


et. les minima de ^ correspondent auix deux raoines de Vequation 


, siB*T‘4- psiB's-h - 


en posant p 
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n faut : I® que ces racines soient r6elles; a® qu’elles soienlplus petites 
que l’unit6. 

On voit d’abord que ces racinos doivent filre negatives, ancune valour 
positive du sinus ne pouvant annuler le premier membre de I’^quation. 
Elies sent, d’ailleurs, de m£me signe toales les deux. 

En r6solvant I’lJquation, on trouve 


, sin-c'=_i(p + ^pi_a), 

8mV'=-i(p-/^nr5). 

^ -i 

La condition de rcalU6 des racines est que p > y/a. 

Si I’on cherche la condition d’ existence du sinus, on trouve que 

n'cxistera que si p ■< |> et que r" n’exisiera que si p 
D’ailleurs, si Uanglc asymptotique 6 est positif, il exislera z^ro ou 
deux minima: en eflTet, on vtSrifie aiscmcnl quo ^ (^)» « 

n(3galif pour u = oc , est aussi » n^galif, jiour x = — Cette q'uantitt' 
s’annule done un nombre pair dc fois. Si 0 est nfigalif, au contraire, 1* 
nu^me raisouucment inontre qu’il existe une seule valour a'nnulant ^ ’ 


Fig. a 13 * 



On peut se rendre compte de ces propridtds en construisant la 
courbe p s=: — - ® forme de la figure (courbe ABMjMj ). 

Suit one resistance monoine : on aura, pour equation dc la courbe. 



1+ a sin* 
a sinv 
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Elle part du point A, tel que OA = , presentc un point d’iu- 

JL 

flexion au point B, tei que OB = V'j*"et, pour t = ~ elle finil 
asjmplotiquement k I’horizonlale. 

Si Ton consid^rc la serie des hodographcs d’un moiue projectile 
(m6me V'), 0 variant, on voit qii’ils se divisent cn trois groupes : 

Soil, en effet, Thodographe tangent h. la courhe qui vient d’etre 
tracee, et soil 0" son angle asymplotique. On dira : si 0 > 0"', il n’y a pas 
d’lntersection entre I’hedographe et la courbe A.B; si 0<|0'', il exislc 
deux points d’intersection Ma et M| ; si 0 < o, il existe un seul point 
d’intersection Mj. 


Remarque. — On n^a utilise, dans la discussion des proprict6s g6no- 
rales des trajectoires, qu’un certain nombre des combinaisons possibles 
des Equations differenlielles du mouvement. On peut combiner, cn cllet, 
entre elles toutes les deriv6es telles que dXy du^ dt^ dt^ ds^ dv^ ... el 
former encore les d6riv6es secondes. 

Si Ton s’en tient aux d6rivees des deux premiers ordres, les propo- 
sitions suivantes i'6sultcnt de la consideration immediate des (Equations 


diflterentielles. 

Dans toutes les d6riv6es premieres et secondes des trois loltr(‘s 
s)^ les unes par rapport aux autres, la resistance cFn’cnlrc pas. 
On a, par exemple, 


d^y 


H! 


cos®-; 


2 ® S’il entre, en plus de (a:, s), les lettres I el le raj)port — 

s’introduit dans les d6riv6es secondes. 

Ainsi : 




dt^ 


=: — CF COST, 


3® Quand on introduit unc vilesse (u, w, o»), la resistance cF s’intro- 
duit dans la d^riv^e premiere et la d^riv^e cF' dans la dcrivec seconde. 
Ainsi : 


du 

d*z 


caF 


et 


d^u 


I i(wF'. 


■ F) 


dx 


\ 

4* On peut 6tudier, au moyen des Equations, differcntielles connuos, 
I’allure de foactious composdes telles que 


ut, 


ft A 


y ^ — arutngT 
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ou encore des fonctions telles que 


cF(v)sinT ou cFfujcost, 

composantes de la r^sisUnce de Pair, ou racceleration totale 1 (160). 
Ainsi, soil la fonclion ^ = — x qui, dans le vide, est nulle. 

On sail que x varie de 0 a x'y valeur coiTespondant k I’asjmptote ver- 
ticale. Quant ^ ut, il varie de z6ro k one valeur qui, pour <= », « = o, 
se pr6senlc sous unc forme ind^termin6e. On a 


Mais 

On a done 

Done 

Formons 


Wm ut =:lim 
/= 00 


(i) (- 


JL * 

tt® dt J 


du 

dt 


c¥(v) COS':. 


lim ut = — = — n ~ /w/ T Z ! 

/sO Cl‘(D)COST oF(V) 

lim?= — a?' pour ^ = x. 
_=-<_=oJF(u)cosx. 


Cette dernicre s’annulo pour ^ = o. 

Pour ^ = 00 , on a a (‘licrcher lulimiLe dc 


Mais 

On a done 


t COST =5 




(cost 


)ST/ 


I 


, dz 
^ -sinT-^ 
co&®T dt 


dz ^ 

dt V 


lim(^ cost) 


V COST 
^^sinT ^ 


ce qui donne z6ro pour t = — 

La courbe dc la fonclion ^ a done la forme de la figure 21 3. 

IjC point d' inflexion qui correspond k ^ = o e|t donnd par la for- 
niiile 

^ = c (f cost + f F'^ cist - if sin t g) , 


OU, en remplagant ^ el ~ par leurs valeurs. 


5Z* 


/ F.-wP' \ 

BB P cost / 1 — /cF' fft — — sin t j , 
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ce qui doane, au point d’inflexion, 

«F 

* “ cuF'F — ^(F — i>F) sinx’ 

ou, pour une r6si$tance n**““, 

V 

Fig. 2)3. 



Ainsi, poor n = i , on a 


< = 


I 



5® Autre exemple . Quelle est la valeur du rapport ^ quand on tir(* 
presque verticalement et que la vitesse v tend vers z<3ro. 

On a 


Done 


fdse\ 

• ^ \37/ g V 

^ M “ /rf»N ~ cvF(v) cF(w) 

\Tt} g 


Iim - s= 0, 

si n < I ; 

u 


lim — T— 9 

si 71 =5 I 

u 6# 


X 

lim — =5—00, 

u ’ 

si ii>i 


I 

6a ti"-** 


* 

SuT la branche asjmptotique verticale, oilt u ss o, parce quo v ss — 
et u = V', on a 



T. 

g' 


217. Aneiennes noiatioiui balistiques. — On poutrait faire d’aulres 
combinaisons poor les d4riv4es secondesj en les prenant par rapport u 
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deux variables diffifrentes, comme 
trouve ais^ment ainsi qu’il suit : 
On a 


dxdt 


par example, dont la valeur se 


d’odi 


dx 


=s langT, 


d*y _ d tangT _ i dv _ g 
dx dt~~ dt *“ cos*^ dt a* 


Les anciens ballsticiens employaicnt beaucoup 'ces sortes de combi- 
naisoilis. 

Comme cxcmple, nous donnerons la manidre dont Ic g6n4ral Didion 
4tablit Ics Equations difT^rentielles du mouvement. 

« La pesanteur agissant dans le plan vertical des coordonn^es qui 
passe par la ligne de projection, la resistance de Pair agissant tangentiel- 
lement k la trajectoire, et aucune autre force que cette resistance n’ajant 
d’action sur le projectile, celui-ci ne sortira pas de ce plan vertical ; 
on aura done pour les deux equations du mouvement, conformement 
aux principes de la mecanique : savoir, suivant I’axe des abscisses, 

et, suivant I’axe des ordonnees, 


W 


it) 


■ cF(v)~dt'^ ^dt s= 0. 
as 


» EiFecluant la difVerentiation en regardant dm comme constant, on 
tire de I’equation (or) 

(c) ^_cF(«) 5 j = o. 


» Observant que dy—pdxBt que, par suite, d^y s= dp dx, la diffe- 
rentiation de I’equation (b) donnera 

» Ajoutant membre & membre k cette equation la precedente mul- 
tipliee par dy, on aura 

(l^ e 8 O OU dp dx dfl ^ 0 . 

y> Cette equeiion, comme on le voit, est independante decF(v) ct 
subsiete qu<dle (jite $eit la relation de la resistance de Pair k la vitesse- 

p. 0IM]l3M>MlltMU ««is ^ M 
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» DiifiScenUant cctte Equation, puis liranl la valour do <, divisant 
celle-ci par la valour di* tir^e do I'^quation (i) elle-nidmc, on aura 

_ d^p 
di^ ~ •idpdt 


» Soustrayant cette Equation 4 1’^qualion (c) on aura 


(rf; 


cP(v)*=: 


d^p 

7.dpdt 


» Si Ton fait cF(^') = ce qui est le cas de la vitesse proportion- 
nelle an carr^ de la vitesse, Pdqtiatioxi pr6c4dente devient siinplemenl 


(‘i) ih^yji^p^dpdm^d^p. 

» Cest sur le systcme des deux Equations (i) et ( 2 ) qu'onl cti fonddcs 
jusqu'ici les recherches entreprises pour la solution du probleme balis- 
tique... » (g^n^ral Didion), 

A\ec les notations actuelles l’6quation (i) 


<[ui s^dcril 
avec 


dp dx^^ g dt^^ 0, 

dp dr ^ 
dt d* 


dp ss^tang*c = 


dr 

CO&*T 


el 


dx 

dt 




est la suivante ( 157, II) : 

dt — “J^L. 

ff COS*T 


Quanl 4 r^quation (a), partons de I’^quation pr4c4donte qui, on mul- 
liptaani par u les deux membres, s’Scrit 

dxss——dp. 

On a done 

dx tA 

ct, par suite, 

^.gdu 
dx dp u* dp 

» 

Tj’dquation (a) devient done 



Mais 
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Z< = t>COST, 

COB'S * COST'S 

On a ainsl 

s — V* dt. 

8 

C’est I'uquation dilTereutielle de Thodograpiie : 

cu Y(v , 

du = i— d-: 

g 

dans rhypolhcsc d'uue resistance quadratique 

cF(w)= ijw*. 

in. — QUELQnES PR0 PRI£t£8 DES TRAJECTOIRES ATMOSPHERIQUES. 

218. TheorAue I. — En un point (»*, t) d’une trajectoire atmo- 
spliirique le rayon de courbure ne depend pas de la resistance de 
I'air, 

EncfTet, nous avuns \u (160), en lormanl les equations inlrinseques 
d(* la irajucloirc, quo le ra^'ou dc coui’burc r cat donnC* par I’equa- 

lion r — — — « Cel to relation ne renfermc pas la resistance c F (r) . 

C’esl la traduction analytiquu dc I’lijpolliosc d'unc resistance -langen- 
tielle. 

Corollaire /. — Si I’on oonsidei'e unc serie dc projectiles ayant des 
coefficients bulistiqucs difl'drenls, niais lances du meme point (Vo, a), 
sous Ic ineinc angle do projection a et avec la meme iniliale V«, toutes 
les trajecloires de ces projectiles admeltent le mdme rayon de cour- 
bure r r= - m point ( V,, a). 

Corollaire //. — Parmi ces Irajectoires, se trouve celle du vide cor^ 
respondent it I’liypot^ese c =; o. Cette irajeptoire est celle qu’un projec- 
tile quelconque parcourrait si, au point (v, t), la resistance de I’air etait 
tout & coiipsupprimec. On appclle cette trajectoire du vide au point (t), t) 

parabola de la oitesse eu ce point. 

\ 

Corollaire 111. - - La figure ci-apri^s montre comment, cn un point 
quelconque, Torigine (Vs, a)parcxemple, sont disposes la courbe^a/ts- 
tique (I), la paraboU de la vitessr (II), le cercle osculaiewr (HI). 

Le rayon du cercle osculateur R I’orig^ne est 7‘# s= - 
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Son Equation sera done 

**-(-/* -4- (y — d^tanga) = o. 

n coupe I’horizoutale au poiui Q tel que 


OQ ss tanga 


OP 


g ^ cos»a 
Fig»ai4. * 



I 

est coup4e par le cercle osculateur an point N dont les coordomu^cs 
sont 

* =B a OP, ^ as a OP langs. 

i^rivons I’^quaiion de la trajectoire au Toisinage da point ,0, sous la 
forme de la sdrie Mao-Lauriti : 
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Ona(lS7, IV) 



^ - taner ^ L_ ± - 

dx ” ® ~ C08*T dx ~ 

dx^ "" dx "" 

jtff eF(v) 

M» V 

Done 




■ 2cF(V,)_£_. 1 

.3 Yl cosoc ^ j* 



Appelons j'a I’ordonn^e correspoadani au m^me x de la parabola da 
vide ya = af langa — • 

On a * 


yx—y- 


2 c F(V«) 

3 • VJ 


sa 

-+*• • • • 

cosot 


Done {y\ — y") change de signe avec x. Par suite, la trajectoire atmo- 
sph^rique qui, cn aval da point 0, est au-dessous de la parabole de la 
vilesse, est, au contraire, au-dessus en amont de I’origine (lignes poin- 
till^cs de la figure 21 4 )- . 

La figure suivante, cmpruntec I’Aide-MSmoire de I’Artillerie, montre, 
dans un cas particulicr, la trajectoire almosphSrique compar6e & celle du 
vide. 


Trajectoire dans le vide^ sous I' angle de 25® d la vitesse de 4o6“. 

Trajectoire dans I’ air du canon de 1 55 sous les nUmes conditions 

initiates. • 

Fig. 3 i5. 



Trsjectofre dant 1« vide. 

Trajectoire du canon de i55 dana Fair. 

Ciourbeaymilriqve de la premiere branchede la irajeetoire dans Pair. 


219. Thiovtaie II. — Vne parabole d axe vertical ne peut couper 
la trajectoire atmosphdrigue en plus de trois points rie,U /'‘nlnnol 
OUero). 

I Soient, en eCfet, 


y =*/(«) 
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r^quation de latrajectoire ct 

^a7i-+- ca?J 


r^quation de la parabole a axe vertical. 

Si les deux courbes out m points r6els communs, F^quation — y\ = o 
sera salisfalte pour m valeurs r6elles de x. Or, on sail, d*apr6s Ic 
th^oreme de Rolle, que si une equation admet m racines reelles, enlrc 
deux de ces racines existe au mo Ins une racine de la d6riv6e. 

Done Fequation ^ = o admet au moina (m — i) racines, (‘t 

F^quation = o admet au nioins {m — a ) racines. 

Or, comme dans la parabole k axe vertical, on a = const. , on aura 


Mais, on a 
d'ou 


d*y _ 
dx^ 


const. 


dx 


= tangT, 


d^y _ I di 
dx^ "" cos*x dx^ 


Mais, dans la trajecloire atmosph^rique, on a ^ ~ • 

On a done 

d^y _ i 
dx ^ (vcost)** 


U^quation qui admet {m — 2 ) racines est done 


{V cost)* 


:s= const. 


Fig. 216, 



Or, dn sait que la vitesse horizontale v cost cst unc quantity njui 
d^crott constamment de Finfini a z 6 to. II ne pent done j avpir qu’unc 
seule valeur de v cost qui satisfasse i eette Equation, 
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Done, la valeur maximum de (m — 2) est i et, par suite, m est auplus 
egal k 3 . 

Coj'ollaires. — 1® Si une parabolc a axe vertical est tangente en un 
point a la trajccloire atmosph^rique, elle ne peut la eouper qu^en un 
seul autre point. 

2® La parabole de la vitesse, qui a dej^ trois points communs avec la 
irajectoire atmosphdrique, ne peut eouper la trajectoire en im aatre 
point. 

3” La trajectoire atmospherique (I) est comprise entre deux parabolas 
a axe vertical (II) et (III) construites sur la portec et tangentes respec- 
livement ill I’origine et au point de chute de cette trajectoire {fig. 216). 


220 . Formules et constructions diverses de Balistique approximative. 
— Cette derni^re proprifite a 6t6 souvent utilisSe paries balisticiens pour 
obtenir une equation approchee de la trajectoire, quand on connait sim- 
plement X, a et o), par les Tables de tir. 

JFormule donnant la Jleche. — Les deux paraboles dii vide ayani 
pour porl6e X et pour angle de projection a et co donnent des lUches : 

Y,=s i X tangat, Y^=: — ix tangw* 

Done, on aura, approximativemenl, dans Fair : 

Y 

Y,b= ~(ianga — tangw) 

<> 

ou 

Yjrs tangar langw. 

4 


2*^ Determiner F^quation do la trajectoire, en supposant qu’eile est du 
troisiSmc degr6 et connaissant X, a et o). 

On part de 

y^x tangot — 

ce qiii donne d^abord ^ 


puis 


tanga) « tanga-— ( 2 aX 4* X*). 


Ces deux Equations ditcrmlncnt a et 6 et Fon a 

ytstx tanga — ^(2 tanga^ — tangw) — ^^(tangte — tanga). 
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3® Determiner I’equation de la trajectoire, suppos^e du qualrl6mc 
degre, connaissant X, Vo, a et u, avec un contact du second ordre i 
I’origine. 

De 

^ = a: langa - (H- aa? + dx*), 

qui satisfait §i la condition de contact ii I’origine, on deduit, en posanl 

M = sinaa j, _ Vg sinaa tang to __ 

ffK ’ £'X tang* 

les formules 

3M-N . N—aM 

« = — 6 = -^. 

4® Determiner I’equation de la trajectoire, sachant quc c’esl une para- 
bole & axe oblique tangonte a I’origine el au point de chute it la trajectoire 
vraie. 


Fig. a 17. 



L’4quation de la parabole sera raise sous la forme 
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On a ainsi trois Equations pour obtenir les inconnues m et n. On 
peut d^montrer que la constante a = tang?»\ ou W esl Tangle de Taxe 
des X avcc le diamStre conjugu6 MN de la corde OB. 

On a d’ailleurs 


tang^ a= 


— a aino) sinoe 
Sin ((u -H 


La Q&che cst donn^e par la formule 


Y, 


X sintn sing 
2 sin (a — 


el Tabscisse du point cuIminanL par la formule 


X X sin(g 

a 4 8in(a — «)) 


(dans CCS formules, (o est n£gatif). 

Cette representation de la trajectoire est due aft commandant Chapel. 

5® Voici d’autres forinules du m^me genre, exnpruntees au capitaine 
Alston Hamilton. 

Les expressions suivantes, cxactes dans le \ide, peuvent 6tre aussi 
iiiiles en pratique, pour les faibles vitesses iniliales et les projectiles 
lourds ; 

1 y,s?: iX(langa— tangw), 

VqVcoT* cos* cos w = X*, 

^ ^ tang w 

X "" tanga-^tangci)’ 

= — I^unga — laagwj. 


On en d^duit, quand ou connatt (Vq, a, T, X), les determinations 
a[q)rozimative8 suivantes de (ts, Vn), Y^, X«) 


(■») 


( 3 ) 


tangH s* tang a — 

V X« 1 

*** T* coswcosa’ 

V ' _ — X tangM 

SES ' ■■ ■" • 

tanga— tanga> 


* De Id foruule qui donne y dans ie Tableau (i), Ic capitaine 
Ilamiltoft ddduit une expression poxtr la sone dangereuse % corresponr 
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dant 4 la hauteur ,ri du but dans la trajectoire de portee X. On a 

Z = X.— ar. 

On a alors, d’aprds I’^quation de la trajectoire, 

yiX*s= Z‘(X — Z)tanga — Z(X — Z)*tang«; 


ou, en posant i ■ 


tang a 


a, 


tango) 

yi Z , 

— ii — = ^ — (<n- 

X tango) X 




Une table des valeurs de- pent 6tre calcul^e avec, conime 

arguments, a et Inversement, cette table donnera ^ quand 

(a, 0 ), X, y ^ ) seront donnas. 

Souvent, le troisiSme terme sera n^gllgeable etle second petit; en y 

z 

remplajanl alors ^ par ^a valeur principale, on aura 


Z = — ^iCOtwH- 




6* Conique ayant quatre points communs aoec la trajectoire 
rielie et une tangente commune (C'H. Parodi). — A la trajectoire 


Fig. 2i8. 

* A 



r^elle on snbstitue ime coui^ 2 ^ant mbne origimCf m&xae angle der 
projection, m6me portiAe, rnttanjldche et neAtaewigh de-chaie, c’est* 
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ill- dire ajant quatre points communs avec la- trajectoire vraie et uoe tan- 
gente commune. 

La courbe de substitution la plus simple satisfaisant k ces conditions 
'estune conique; le problome g6om£trique quepose cette m^thode est 
la construction d’une conique d^finie par trois tangentes et les points 
de contapl de deux d’entre ellcs. 11 se r6sout par le th^or^me de Pascal. 

a. Le point de contact M de la tangente BC (langente au sommet de 
la trajectoire) avec la conique est 6videmment au milieu du segment BC, 
puisque le diam^tre conjugal de la directrice OX. s’obtient en joignant 
le point A, intersection des tangentes h la courbe en 0 et X, au milieu m 
dc la s6cante OX. 

b. Pour obtenir le point d’intersection de la conique avec une droiteOll 
quelconque, issue de 0, marquons I’intersection a de la droitc OH avec 
la droite fixe MX; tragons aA qui coupe OM en bi puis 6X, qui cou-- 
pera Oil au point cherch6 P. 

En d^plagant la droite OH autour de 0, on obliendra autant de points 
dc la courbe cherob^e qne Ton vondra. 

Le commandant H. Parodi indique encore, parmi d’aulres probl6mes 
du m£nie genre, la subslitulidn it la trajectoire d’une courbe constitute 
par deux cobiques, quand on connalt le ccrcle osculaieur r = 
i\ I’origine, el au point de ebute, el la position du sommet. 


^1. Tbtortme III. — Deux projectiles de coej/icients balistiques c 
et Cl sont lancis du m^nte point (Vo» a) a\'ec la m&me vitesse Vo et 
sous le mSme angle de projection a. S'* Ci > c, la trajectoire (ci) est 
constamment aurdessous de la trajectoire (c). 

La demonstration complete de ce ibtortme exige qu’on ,ait recours 
aux equations dilferentielles du mouvement en coordountes obliques 
etablies au n** 162. 

i« L’tquation difTerciilieUc, analogue k rbodograpbe, et qvi n’est 
fonction que do deux variables, est 


avec 






vea |»*-~apsiBa]^ et 


P = 


?• 

dt 


La variable est la vitesse du projectile projelte sur la tangente ini- 
tialc Wj sss 
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Int^grons r^quation diffferentieUe, depuis rorigine (p = o, v^—Yd) 
jusqu^i une valeur p. On aura 

j.j-s Vo — (fp, pour la trajecloire (c); 

Vi^=V(, — dp, pour la trajecloire ( Cl). 


Pig. ai9. 



Or, si Ci > c, on aura d’abord «!,■< puisque la perle do viios8(* clVff 

est proporlionnelle & c. 

Mais, pour une valeur commune de p, jamais ne pourra'd^passer r,. 
Gar, au moment de I’^galit^ vii= v„ on aurait eu 6galii4 de t'„ de p ei, 
par suite, de v, et I’on se trouverait dans des conditions identiques & 
celles du depart; r,, serait done, un instant aprtVs, plus petit quo t),; 
done V,, ne pent surpasser v,. 

2 ** Prenons un m^me 6loignement z sur la ligne de projection. On a 

‘-fj. 

Puisque, pour une valeur de p, on a toujours 

V i,[ traject. (ci )] < w* [traject. (c)], 

il faudra done, pour avoir le m£me dloignemenl z sur les deux trajeo- 
toires, qne le p, de la trajectoire (c,) soil plus grand que le p de la tra- 
jectoire (c). » 

3* L’abaissement y correspondant ii I’^loignemeni z est donnd par la 
formule 



445 
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D’apr^s la proposition pr(‘C<'idcnte, a 6galit^ dc z, on a 
pi[traject. (C|)] > p[traject. (c)]. 

Done, d’aprfis l’lnl4grale qui les exprime, rabaissement j,^[traject. (c, )] 

Fig. aao. 



esl plus grand que I’abaisscmcnl j[lrajccl. (c)], les deux y correspon- 
dant an nubne dloigncmcut z. 

Cola d^inontre la propriC*l«5 dnonciSe : La tr({jectoire (c() est toit- 
Jours au~dessous de la Irajectoire (c), si o, > c. 

Corollaires. — i* An point de mfime I'iloigncmoui z, la langente ft la 
irajectoire (Ci) est plus iuclinfte sur la tungente initialc que la tangente 
ft la trajectoire (c). Cela rusulte dc ce ({uc pt > p. 

a** Gomme on a arrszcosa, on peut substituer dans l*6nonc4 dcs 
thdor^mes pricftdenls Tabscissc x ft I’ftloigueraent z. 

Fig. 331 . 



3? On a <SS Puisque i»u< »’i 7 1« te*»P» par le projectil 
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pour alter de roi'iglne an point de m^mc abscisse est plus grand sur la 
trajectoire (c, } que sur la trajectoirc (c). 


Theorenies sur Ic sominet* — Au sommet de la trajectoire, on a 
p = tanga et Ton peut 6 noncer les theor^mes suivants : 

On a 

done Vi,<V*; 
done Xu<X«; ^ 
yijf<ys, done Yi^<Ys- de rdqualion 


lifK, ttt done 


s f u,</p. 

4/6 


Thdortaie rv. — Sapposons qu’on lire sous Tangle constant a 
ct soil M le but. On pourra atteindre ce but en tirant dcs projectile.'. 

Fig. aa2. 


M 


divers, de coefficients balistiques.crolsRnts c<, Cj, avec; d(‘s vitcsscs 
initiales V^, dgolement croissantes. 

Au cas c = 0 (coefficient balistique nul, tir dans le vide), coiTes* 
pondra ane vitesse jjnitiale Voo) qni sera la plus faible qu’on puissc 
employer pour atteindre M. 

, I" Supposons que le degrS de la resistance soil >3; alors le point 
ot V = 00 est & Stance finie. Done, si Ton tire du point 0 avec unc 
vitesse infinie, sous Tangle a, une trajectoire particulidre Cj passera par 
le poini-M. Pour' toutes les valeurs de c supirieures k ci^ les trajec- 
toires atant, d’aprds le tbdordme du n** 221 , an-^essous de a, passeroni 
au-dessous de M. 

Done, dans le cas de a ^ 3, toutes les trajectoires qui peuvent 
atteindre le point M oni leurs vitesses comprises entre Vo» eloo etleurs 
coefficients balistiques compris entre 0 el a. Elies soni renfermdes 
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Uans BiL fuseau 4troit eompris cntre les trajectoires liinites c = o 
etc = C|. 

a” Si le degr 6 de la resistance esl •< a, le point oe v = so est k dis- 
tance infinie. II existe, par suit^e, one vitessc limite V/oi correspondent d 
un coefficient balistique c/ qui donnera la demidre trajectoire passant- 
par le point M. 

Le fuseau comprenant toules les trajectoires aura done pour limites, 
d’une part (Vo#, c = o), et d’autre part (Vjo, ci). 

223. De I’ang-le de portde maximum. — « L’experience avail appris 
aux anciens artilleurs que Tangle de tir qui deuuc la porlde maximum 
4 ‘st inferieur d 4 ^“* Cc rdsullal autd longleraps admis comme uneloi 
gdudralc du mouvement des corps pcsanls dans les milieux resistants, 
quoique I’Analjse n’ail jamais rigoureusement justifid cettc conclusion. 
Rdcemmenl, on a constate que, pour certains projectiles, Tangle de 
portdc maximum dtait supdrieur d 4^'’> Gcllc anomalie, bien qu’elle 
puissc s’cxpliqucr par la rarefaction de plus en plus grande des couches 
d'air ti-aversdes par le projectile d mesure que Tangle de tir angmente, 
est de nature d jetcr des doutes sur Texactitvde de la la loi admise sans 
demonstration dans le cas d’un milieu bomogdne. Nous nous proposons 
ici d’examiner dans quelles limites cette lui pent dtre acceptdc » ( colonel 
Asticr, 1877 ). 

Nous ferons connaitre ici les deux thdordmes dus au colonel Astier, 
qui sont les seals connus sur ce probldmc, envisage dims le cas gdneral, 
tout au moins. 

« 

224. Premier thdordme du colonel Astier sur la somme — 

^Zemme. — A la portde maximum correspondent uu angle de projec- 
tion a ct uu angle de chute a) ; nous ddsignerons ]>ar to' la valeur absolue 
de Tangle de chute. 

L’angle de chute to' est toujours plus grand quo Tangle de projec- 
tion a; la somme (a-j- a') varie de o d «, quand Tangle de projection 
varic de o d II existe done un certain angle de projection y, tel que 

la-somme wit dgalc d ^ • 

La tangente d la trajectoire au point de chute eslalors perpcndiculaire 
d la tangente initiale. 

L’angle y est d’ailleurs plus petit que car on a toujours y-Hto > ay, 
elsiy-f-w — p *1 vieaty 
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!*> Prenons I'^qaation de la trajectoirerapport^eauxaxes obliques Oy 
et Oz de I’origine (162), et soil j=: /(z, a), cette Equation. 

On a 

dz dz 


0 


f 

Mais (162) on a 

dy _ __ 8in(« — x 

dz ~^~ COST 

On a done 

df 

= cosa(tanga — tangT 



Soient Z et ju les coordonn^es obliques du point de chute. 


fig. aa4< 



Si X est la portae horizontale, on a 


Y« = Xu»g4, 

avec 

df 

^ = cosa(ung« - laiigw) et . X taik^a «:/(Z; «). 

La portde mtiximum Xu s’obtieixdfa cu dilT^Sraititiant c<)tt6 daniiSro ; 

' j I ' 
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oqucition par rapport & a. On aura alnsi 

X dfdLdf df / X dS. , \ df 

tanga -t- ^ ^ -u _ = _ Z tangaj -H ^ . 

dK. 

En ^galant & z6ro, il viendra. pour la port<3e maximum : ' 

Xu /df\ 

= ZMtangaMcosaii{tangaii— tangw*) ■+■ f ^ j 


On aura, en rSduisant les termes : 


Xa(i-4-lang«\itang«i>w) = 


l*rcnons mainlenant la valcur absolue uy de I’angle dc rhulc. On 
(‘crira I’fiquation pr^c^denlc 

Xii(i — tangaatangcoa) = 

On doduit dc 1& : 

, wji s= ^ — aa, d’oii oh Y ; 

It. Si ft *M<Yj vcrui de la relation 

au+Y= “5 on aurait saiih cchi tangaa>> t, cl, par suite, 

tang sen tango*J,>i, 


cc qui rend rail le premier membre n^gatif; 

c. Si pour 1ft raison inverse, on a aM>'Y* Remarquons 

qne si aa< y> on a toujours aH< 

a** On pent ddmontrer g^omdfriquomcnl la proposition prdcddenle. 
Soil BOA Tangle do portde irnaximuiu. La portde est OA, et BA ost 
Tabkissement du po^i de chute. 

Augmentons Tangle de projection a d’utie petite quantity dK.-Pitisqu*il 
s’agit dela portOe maximum, la trajectoire(a+da) passera encore au 
pdint A. Prenons 0]&'=0B, ctsoil B'A' Tabaissement correspondant ; 
A A' sera le dernier OUment de la tmjectoire. 

Mais, a la limite, BB' est pcrpendiculaire & 06; done si B'A' = BA 
Tdidment AA' sera parallt^le k BB' et sera perpendiculaii*e a OB. 

■It'ahgtd Ai ' dilute seta .compl4mentetire de V angle de projection 
quj <Ku*a let Y’ ' 
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Suivant que B' A' sera plus grand ou plus petit que BA, Tangle A' AO 
sera plus petit ou plus grand que le compl6ment de BOA. Or, la diflc- 


Fig. liaS. 



rcncc B'A' — BA est la quautite 
])r6cedeniimeiit. 

Th^oreme. — Suii'ant que la resistance crolt proportion nellemenl 
ii la Vitesse, plus vite ou moins vite que la vitesse, V angle de portee 
maximum est dgal d y, plus grand ou plus petit que y. — En 
d’autres termcs, si, sur toute la irajcctoirc, n csl Ic dcgi’(5 de lu irsls- 
tance, on aura ; 

aji>Y> si n>i; 

«M=Y. » — i: 

«M<Y, si »<i. 

a. La resistance est pi'oportionnelle a la vitesse n - Si Ton 
acF(u) = 6,t3, la premiere 6’qualion du mouvcmcnl cu coordonnres 
obliques devient 

dvi = — 

Pnisque v, qui renfermait I’angle de projection a, disparatl cl qun 
^ ne contient pas cette constante, ni ccttc Equation diCTerenlicilo, 
ni les autres ne renfermeront a. II en sera <ic nu'me des limites dcs 
int^grales pour les valeurs initiales z = o, p = o, y = o, ( 0 ^) 0 = Vq. 

Ainsi, dans le cas d’une resistance proporlionnelle a la vitesse, la 
trajectoirc est inddpendante de I’angle de projeclion. 

On aura done, non pas y = /(*, a) pour equation de la irajectojre 
rapport^e aux axes obliques, mais y=/(z), D<>nc^ = o, aussi bicn 
au point de portae maximum qu’en un autre point quelconque. 

D’aprds le lemme, on aura, par suitfe, «HS=y. 


[tX = (^)m “ con.ld<:.r6e 
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h. La resistance cvoH plus cite qiie la vitesse ;i>i. — Soil 
(?i) z= lafonctioii cle v qiii figure dans rOquaiion dc I'liodographe; 
on suppose que c (p) croit avec p. 

On ecrira Thodograplie 

p* '' 

dvz = ~ ~cif[v)dp, 

avec (162) 

1 

p = apsina-Hi)-. 

Done 

r n 

f/pj = ^ CO [ e2(p2 — 2p sina 1)® J t/p. 

® « 

Soionl ci deux angles <1(; projeclion, aj> y.*. On aura 
(r^)i = \o— “ / <v:o^p, 

(p,)2= ^0— / P/O^p. 


V ronginc, I Pji)< = V^. Mais, pour unc m(ime valcur de el 

dc p, la valeur v diniinue quan<l a augmcnt<‘. 11 on sera de mdme, par 
liypothcse, dc o{ v). 

Done, pour uiu* meiiie \al<‘ur di* p, d’apres rinlegiMlc, sera 

plus grand que du molus aiissilut apres rorigine, Mais jamais {}\)2 
u<* pourra redevonir egal a <p„h? ear rf(tv. I2 derail encore sujxSrieur 
i\ d{t\)i ot lo mfime raisonnemenl ^(»rail valable. 

Done, si ao>ai, toiijours coIT(^s[)ondanL a ao sera plus grand 
quo eorrospondaut a ai, pour la infime valour de p. 

C()nsi<lerons'maintcnant, pour les deux trajecLoiros, lo mSine 6 loignc- 
montz; aiix angles de prqjeetion ct aa(a2>*a| ) eorrespondenl les 
valours j)^ et p2. 

On a 

('’*)? , *=7/* 

*/q ft * '0 


Puisque, u coalite <le p, ou a dcs ^‘cntratne 

l’ln(l''gallt<; dcs 'iniites pi et pa? <!l I on n «<*cessairemenl 

Pi<Pi* 

Mais les abaissemeMs y sout donnus par les furmulea 
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Par suite, le premier est plus grand que le second : > yo* 

Done, si /I > T, les abaissements correspondant a un mfime eloignc- 
ment z sur la ligne de projection diminuent quand a augtncnte. Puisque 

y =/(z, a), on a done ^ sur toute la trajectoire et, par siillo, on 

parliculier, au point de portae maximum. Done y* c. q. f. d. 

c. /2 < I, la m$me demonstration, appliquee au cas oH la fonc- 
lion o{v) diminue avec u, conduit a la conclusion aji< y. 

Exemples. — i® Supposons qu^on puisse mettre en coordonnec's 
rectangulaires la trajectoire sous la forme (trajectoire de Pilqn-Bressant) 

y = artanga- 

^ En coordonn^cs obliques, on aura 


Fornions 


‘2 VS 


z*(i-f- j8rV'’5Z COS5S}. 




da 


z* sin«. 


Ainsi, pour toule valeur positive de Tangle de projection a, on 
aura “ 7 ^ < 0 . 

da ^ , • 

Done Tangle de portae maximum csl toujours plus grand (jinr 
Tangle y auquel correspond, aiu point de chute, un angle de chute 6gal 

Ki-r)- 

2 ® Prenons la trajectoire sous la foimie suivanle ( trajectoire du genc^ral 
Dnch^nc^ : 


\ = 0? tanga — 


2 VJ COS* a 



Of 

cos a 


4-14 


a?* 

cos* a 



qui deviendra, en coordonn^es obliques, 


y = 



h-Hxz-+-I4z®4-.,.;. 


On a ^ = o, en tout point de la trajectoire^ 

Done oh aura aj^pry. Les tangentes a Toriginc et au point de chute? 
sont, dans ce cas, comme dans le cas de /i = i , perpendiculaires, pour 
j^angle do port6e maximum. 




Deuxi^me th^ordmei dn colonri Astier. — - Sun L’AKpnE 



QUEU)UB8 PBOPRIBT^S DBS TRAIBCTOIHES A rUOSPHERIQCBS* 4^3 

MAxmmr. — i“ Si Von considire Vequation y cos-a = 4(z cosa,a), 
jorme sons laquelle on peat dcrire la trajectoire en coordonndes 
obliques, on inoncera les tluioremes suivants relati/s A I'angle ol^ de 


portee maximum. 




On a : 

7: 

si 




si 


• 


si 

(S).>« 


En elFet, au point de chute, on a 

yussXtanga et Xaszcosa. 
' ( )n aura done, pour la portie : 

Xsinacosa s *)• 


Lti maAimum do X s’ohliendra en faisnnl '4^ = o. 

dSL 

On aura done 

Xc«sa«a=(g)^. 

Done, cosaa^ aura Ic mi^mc signe tjue suivani (luo oelle 

d^rivue sera niille,. positive on negative, Tangle de|>ortSe maximum sera 
egal & plus petit ou plus grand. 

Si la fonction ^ esi telle qu’olle ne s’aonule pas en changeani de signe 


cnlre *h Ic thfiordmc'pourra s’6noncer uinsi qu’il suit : 
On a: 


£ 

If 

s* 

si 




T 

*«> 4» 

si 

\ 

T 

-7> 

\ 

• 

SI 

d 

A 

^1 


A 


a" JSxempUs. — a. Ainsi, dans le premier ezemple cii6 pr^eiSdem- 
ment (trajectoire ,de Piton-Bressant), on pourra Retire 

' I t 

' ' 'y Qos*a (»* COS*«) [i -t- XVJ (z cos?)]. 
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Done = o, en loul point do la trajectoire : Tangle fie poi'tee 
maximum cst cgal u t- 

6. Dans le second exemple { trajectoire du general Duchene ), on 


ecrira 


\ cos^a = cos^a(i -f- Hi z), 


qui pent se mettre sous la forme 

.. ^ « > r IT < zcosa)1 

V cos*. = ^ (z.cos^a , + H, J 

Done 

sin a 


En tout point de la trajectoire, ^ est positif. Done, Tangle <1(‘ po!*le(* 

• 7 • 7C * 

maximum est plus pelil que -• 

*4 

c. Si Ton prend la trajectoire sous la forme 

y°^^‘^°g“- TVg 'c os»:c (i+ 
on la met sous la forme 


jcos*sr = j^(z*cos«ct)[i-+- A(zcosa)cosW7.] 


^ 

da 2V;? 


cosa)3j m sin a cos: 


Si m > o, Tangle de portee maximum > 

4 

Si m === o, Tangle de portae maximum = 

f\ 

Si m <; o, Tangle dc portae maximum < 

4 

3® Fonction ), l\)sons 


On aura 


a?=!7,cosa, ? = >oo^a, 1'=^. 

ax 


cosa’ ^ » dz cos* rfar cos*’ “ bi 

Par suite ^ I’todographc, qui donne r/v„ s’ficrii'a 



QUELQCES PROPRIETES DES TRUECTOIRES ATMOS PH l^RIQUES. 455 

et Ton aura aussi 

dP = dx ct = P dx, 

Ge sont exaclement, cnLre les variables ( X, ?, P, les mtoies equa- 
tions qu’au n.*' 6, ciitrc < z, y, f , r/), excepte que la fonclion 

9 [^ 2 ^ p® — ‘ip sina-H i)^] 
esl rcmplacee par la fonction 

M'*(a) = — L-o r i aP tanga 4-1)^ 1 • 

^ cos a ^ L \cosa ° J 

Eu se reporlant aux raisonnements precedents, on conclut que, pour 
line valcur donnee de los valeurs correspondantes de P el de 5 
augmenfcent ou diminuciU avec a, suivant que la fonclion T aiignientc 

oil diminuc avec a. Done, cliercher le signe de ^ de revienl 
a cherchcr le signe de ~ |)our a = ^ • 

Application au ras tVune resistance monome. — Soil 

cF( v) = bn i»". 

i^’ormons, dans cette hypothese, la fonclion 


u-/ ^ ' N eF(iO 

q (a) = co( r) 

^ ' cosa*^ ' vcobx 


On a 




COS a 


--aP tang«4-l 


coba \cos*« 

La deriv6e iwir rapport ii a est la suivantc : 


«— I 


dT _ 

*»«?"* 1 


dx 

cos* a 

lcos*a 


,Asin*a-4-7i- 


cosa 


LL+p.lLSifLf5V 

cos®«/ 


Si Ton Y fait a elle devient 
4 


^ mtm 0 

T 

«aB/ai„w»-‘[P*-h(P — J)*>* [(’^~ a) 
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Le signe de la d^riv^e depend done du signe du dernier factcur 




Si /i< a, cette expression est positive, quel que soil P. 

La fonction W augmentera avec «. Done, dans ce cas, 5 = y«f>s®» 
augmentera avec a, d’oii ce th 6 ordmc : 

Si n^a, Vangle de portde maximum est plus petit que 

Mais cette demonstration ne subsiste plus quand n est plus grand 
qiie a. 

La relation du second degre en P s’ecrivant ^P* — 
quantity est ndgative pour toutes les valcurs de P comprises entre Ics 
deux racines de I'equation P* — P -4- ^ = o. 

Or, comme p =co 8 a(tang 9 e — tangT), on voit que, cnlre I’origino et 
le point de ebute, P = pcosa varie dc zero it cos^a(tanga — tango)^, 
e'esb-a-dire k 7(1 — tangci)) pour « = 7 (avep tangci) negatif). 

Si n est trds grand, les deux racines cn question sonl irus voisinos dc 
zero et de Punite. 

« La derivee ^ sera done negathc pour la plus grande jtorlion dc 
I’arc de irajectoire considere, surtout si tangu est ir^s peu siipericnr e 
tanga (projectiles de trds faible coefilcient balistiquc). On conpoit ires 
bien que, dans ces conditions, la valeur de ^ an point du chute puisse 
diminuer quand a augmente. 11 en resullerait un angle dc portec maxi- 
mum superieur 4 45® » (colonel Asticr). 

Ce raisonnement demontre simplemenl qu’il n’est pas absurde de 
penser que, dans certains cas, on puisse avoir aK>- il nc prouve pas 
qu’en realite ce cas puisse se presenter; pour le voir, il faut dtudier des 
probl^mes particuliers. Nous donnerons ici I’analjse do colonql Astier 
pour les deux cas n s= ^ ct n == 5 . 


■ 5® Cos de n = 3. — L’^quation dilFdrcntielle de I’hodographc (3“), 
dans le cas d’une resistance monomc,' s’ecrit avec la fonction P : 


dVt 


n— I 


“•****“«*) ■* 


^cos« 

Cl, pour » = 3, elle s’integrera sous la forme 


ri+ 1 

('X4, 

P^tamgaV 


^cesa 3cos*a 

cose /J 
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et V abscissa donl Pequation differentielle est 

= ^ d?, 

/> 

sera donn^e par rinlegrale 



\ ^ P ^ P*tanga\T5 

g \cosa 3 cos^a cosa /J 



Pour avoir la valeur X dc j? au point de chute dans la trajectoire sous 
Tangle de 45®? dans cette expression, faire a = ~ et prendre 

4 

I’int^gral^ depuis P = o jusqu’i P= - (i — lang to). 

Si, quand a augmenle, Piut^grale qui doanc cellc valeur de x, prise 

entre o et - (i — tango)), diminue, comme la valeur q — / P dx^ prise 

<5ntre les niemes limites, reste la mSme, on pourra en fconclure que, pour 
line meme valeur de u?, 5 augmente avec a et que, par suite, Tangle de 
portee maximum est plus petit que 45®* La conclusion serait inverse 
^ (jLait positif. On a, pour la variation dc \, 


dX ^ a/)3Vg 

Jq 


I 


_/ ^ina 
i«n»«) oos»a 

cos»a 

i±^)dp 

costa / 


/cosa 

P8 

P*tanga\ V 


V'T“ 

^ 3 cos^a 

cosa /J 


expression qui, pour «= ^> devient 



IjC ddnominaieur de la fraction sous le signe J" est constamment 
positif et croit en mdme temps que P. I^c numeratcur est n^>gatif 
entre P sr o el P s= ^ » positif entre P = ^ et P i , n^gatif pour P > i ; 

£omme ^ (i — tangco) est plus grand que i , on a I 




458 


CHAP. III. — iItUDE OiNiRALE DE LA COVEBE BALISTIQtlE. 


Soil N la valeur da dSnominateur pour P= Si, dans I'exprcssion 

pr6c<idcnte, on rcmplace le dcnominateur par N, od augmenle cclte 
expression, puisqu’on aura diminu6 la portion negative de I’int^gralc ul 
augment^ sa portion positive. Done : 



Dam le cos de n=S, V angle de portie maximum cst toujours 
plus petit gue‘,j - 

6* Cas de n — ii. — On Irouve 


\ ^ 3 a 4 / 

-p._ |p.^ |p)]* 

0 

Le d^nominaleur do la quantity sous Ic signe ^ esl toujours positif. 


Le num^rateur commence paif ^tre n^gatif, change do signe entre I’ = o 
ei P = I , puis redevient ndgatif pour une valeur I*, de P, plus grande 
que I. Supposons que le coefficient 6* soil asscz petit pour quo 

^(i — tangco) soit plus petit que P, (on sait que quand 6^ tend vers z^ro, 
tango) tend vers — i). Dans ce cas, on aura , 




-(p.-|p..h|p.— | p..^^p) 


dP 


mats 


[.+Spr,i!B(p._|p.+ -p._;p.+ |p)] 

Ir* i ■“)<«““ g- 


r 


L int^grale d^finie qui figure dans I’expression ^ cst done posi- 

ii\e pour bs= o, et, par consequent, sera enoore positive pour les 
petites valours de 6^. 

Done, dans le cas de cF(i’):= 6g't?*, pour les petites ,valeur8 de l>i, 
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scraposilif et, par suite, Vangle de plus grande portee est stipe- 

rieur d 43 ®- On voit aisoment comment on pent appliquer le m^me mode 
do raisonnement an\ valeiirs do n superieures a 5 . 

IV. — PERTURBATIONS ET COEFFICIENTS DIFFJSRENTIELS. 

226 . Fommle fondamentale des perturbatiou-s. — Le lieutenant Haag 
cl M. K.. de Forio ont, cliacuii de lour c 6 te, donno des formiiles qui 
permeltent, dans le cas d’une 11*0)6010100 quelconqin*, de resoudre le 
problome suivanl : 

Soil MoM un arc de trajectoire dont les caracteristiqucs inilialcs 
sont (a, Moj c) el qui esl dfifini par la valeur de ' t, inclinaison de la Lan- 
g(‘nlo au point M, point dont Ics autrcs elomcnls soul (i/, .r, £). On 

domic unc alteration (da, dc) aiix caracteristiques initiales du 


Fig. 226, 



point Mo, <!t uiie alteration dg a la gravitf* g. Quellch seront les periar- 
i)ations («)«, ()a?, ()y^ dt) subies par les 6 l 6 ments du j)oint M,'l’incli- 
naison t restant consianie? 

1* Prenons l’£c[uatioa diffdrcnticlle dc rhodogtaphe 


du c . 


3e 


' que nous Gcrirons 


du 

eh 


£ _ F / -iL.') _ f, iir( M, T ). 

g cost \C05t/ g 
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Sait raccroissement du dei u; on aura 
d(u-^du) 


im 


dz dc 

dll d(du) 




dz 




En tenant compte de T^quation de rhodographc et on divisant 


par “ T, on aura 


d{du.\ _ ^ ^ I /rfy 

c 


du 


S 


mais 


Done 




1 - 
V \ / 


uF'-+-F I - .1 

— j- — -=(/n-i)-> 
F ii ^ ' u 

uF' 


en introduisant Ic degr6 /i = de la resistance. On a done 


' u c g 


du 


G’«sl une Equation diffi^rentielle lin^aire du premier ordre, qu'ii esl 
aisS d’mt^grer. On a, en effet, ’ 

t I I 

oili A est une constante qu’on d^termlnera ainsi qu’il suit : aii point 
Mo (Vo, a) correspond le point M', de la trajccloire (VoH- dVo, a 4- d«) 
oil I’inclinaison est a, puisque la formula (i) esl Stabile k t constant. 
D’aprfis l’£quation de Thodograpbe ^ sss pour passer do 

i Mo, on a ()uc== D’autre part, en M#, pour passer de Tunc 

k I’autre Irajectoire, on a nn dUo 4gal k 

i • 

cos«dVo — yosmac<)a. 

f , ' 

Done, au total, la vanation-de u, en Mo sera i&gale k 

, I 

— V<>^sina-f- da •+• cosflt 

On aura, par suite. 

Ass’— coSflfdVo-^- doc.' , 
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(ra+l) 


e 


\ r 


Done, il viendra la formula 


(in : 


227. Autres elements de Parc. — On a, pour les clifferenls elemenls 
de Parc, 


On aura done 




dt 

COS*1 ’ 


"““X 


cos^-r 
dz ' 


(¥ “(<^“) ‘“"8" 

Ce sonl les formulcs qui resolvent le probl^me pose, mojennuntles inte- 
grations effectu6es, quand on aura remplace (du) par sa valeur (»). 

Verifier quo, dans le (las du vide, on retrouve les forniules du 
n«71. 

Point de chute. -- Cherchons directement les expi;essions dos coeffl- 
cicnis difTdrentiels correspondants it (da, duo, dc) pour Ic .point, de 
chute, d^fini par les deux 4^uations ' 

,X=— /" i^rftang-s, 0=/* ^tangtef langi. 

•/jj U ^ O i 

Dif{(&rentioiis, on aura ^ 

«S ' dto VI , 
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MultipHons la premiere Equation par tango) et relranchons de manidrc 
eliminer do), on aura 




tan^a \ 
tango)/ 


*)7 - 


-- f ituJu) f 1 — A d tangT. 

^ Ja \ tango)/ 


On Irouve, par le m^me precede, 


f)T = 


X® /i — iiSL 

g \ tango) / cosa 



2 


u tang-c 
U(^ tango) 



On a en plus do), par la formule 

/io) ss -da — tti t)u) tangT: d tangx. 

V2/ tango) V&Ja ^ 

Enfin dwo) sera obtenu ainsi qu’il suit. A la valciir da© donnee par Ja 
formule <i) el qul correspond k '? = const., il faudra ajouter la 
valeur (da©)i, correspondant a do) donnee ci-dessus at qiii cst 

. t 

(dM©')i= iV©F©dft). 


On a done ainsi' ralteration de tous les 6l6menls du point do chulc. 
Verifier ces formules dans Ic cas du \ide. 


228. Belations entre les perturbations k arguments divers. — On a 
etabli les formules pr^cedentes k x constant. Comment peut-on trouver 

* 

Fig. 227. 



les autres sjsifimes de perturbations, par exemplc i {t^0B,y, a...) 
constant? 

Soient les deux points correspondants ]Wi etMj (mftme •*) sur les deux 
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tTajecloires (i) ct ( 2 ). Soil N le point de meine t siir (2) cjue sur (i). 
On aura 

Done 

*)xt = ^ P- 


Or, sur la trajectoire ( 2 ), le point correspond a un accroisse- 
ment d/^ (a t constant). Par suite. 

On a done 

G’est la formule cherchec. 

D’une faQon generale, soil un 6l6ment e (‘onsid6rc dans ses perturba- 
tions par rapport a deux arguments a et 6. On a (71, 5°) 





tktli. 


Lcs principaux cas ou se rencontre 

i57, : 


y sonL inJiqu6s uu Tableau du 


Si ^ = e, 


On a 



Ainsi, dxt — — adtx* 

Comme autre excmple, hy constant, on a 


t}X) s= cotxf)y^. 


229. CoeffLcients diffSrentiels. — Soil un elSmenl e quelconque. On 
A d’une fagon g^n^rale, relativemenl un argument definissant la lin de 
Tare, qui sera ici t : 


Lcs facteurs coefficients diffdven- 

tieh (l(i <', a x constant. 

Ces <{ualre coefficients difT^renticls nc sont pas ind^pendanls. 11 
cxiste entre eux certainus relationis que nooa allons faire connailre. 


Premier tMor^me. — Soil une variation da et dVo- La constante A 
de I’t'squation (i) (226) sera nulle si ' 




c F(»\ 

CJsa 
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Dans cette hypolhftse, les deux trajectoires (a, V®) et (a + dot, 
Vo+dV 0 ) n’en font qn’nne, I’origine scule ^tant d6plac6e. On aura 
done (dtt) = o, et les formulas du n® 227 deviendront 

Is J^2L, toss— toss— Xs-tangato, toa=o. 

. ff cosa e ^ 

D’autre part, I’fiquation 



a cause de la relation entre dV® et do. devient 




En identifiant avec les valeurs (d<, dar, dy, dv), on a 



V. 

Gtn f§ ■4ii 

|o 

1 ^ 

1 

h 

C 

1 

o 

> 

\tojt 

cos a 

gill Ob “T^ 

g ) KdVoJA 

COBOL ’ 

(SX- 

V. ^ 
cosa ' 

sina-f- 

cF«\ / to \ 

t) 

It 

p 

CiV 

V. 

1 

cosac^ 

^sina-f- 

f)m.- 

^ tang a = 0, 

fdv\ 

Vft . 

( . 

cFa\ / t)v \ 


(to)r'^ 

cosa ^ 

I sina-h 

11 

1 

h 

0. 


Remarque. — Les coefficients diffdrenliels d’un ^Idment e c’onsiddr^ 
par rapport 4 deux arguments aelb sont lids par la mdme formule que 
les perturbations (224). Ainsi, par exemplc, on a 

, /to\ ._/df \ /d«’ 

\ to/a.— \toy® \(la) \3kf^ 

Au point de^hute {y = o, d/ = o), ddmont'rcr qu’on aura 


yi 

f! 

» 0 

v; 

g$-cota 

» II 


. ^sina + cF# 


) ' Vosma 

Uv.J 

A . (fsina-I-cPe 


/ VfCpsa 

UVoA 

iN ^sina + cF® 

/d«\ 

/ 'Vosina 

\dV*j 

, /rsiaa-f-cF® , 


.V®sin« ' 



Vb>sino> Vo sin a 


aso. 


tango) 


Vi 


iO, 


sinco-f-cFtfa 
^ Vosiii oa ' 




X 

Deuxiime thdor^me. — Soit une yariaiion' d'e et dg. On a, d^une 




part, 

D’autre part, on aura 
On a alors 
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> . ()c i)^ 

4)u = o, 51 — = -2- 


ot rommc 


il viendra 


^ j 

t ~ X ~~y Y* "’ = ®' 

-=[(SX-I(^)]-- 


Troisihme theorime. — On a ( 226 ) 

du =={ md\oH- ndaj 4 >, 

an posant 

r n j 

(« + !) — 

- n. “ 

Par suite, 

D’autre part ( 228 ), 

Don<‘ 




<)a; = — d* — — f uit)u ) -—r- 

g gJ» CO*'"' 

(£).=?-¥/“ 

/ “ 


(1^.) 


2m 


^ -i- 

Cui*T ^ 
cos*t; * 


For mens le d£temmanl 


f()u\ 

\«S/t W»A 

/ d« \ / dg '\ 

VdV,^ l,dVoA 


'On voit imm^diatement qu’on a 
D-es-^m^Oa 


cos a 


V? 


-cosadVoH- Vo (sin* -t-po^d* ^ 

, '' ' 

F, I* , , 


du 


4^5 


30 
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ou encore 

n 

^ 5-(sinK- 
<*e qu’on peut 6ci'ire 


(‘i«\ li/ifiN . 

•Po)V*/t g\^^o)v 


{wX bi^X' 


Up 

^(sma-Hpo), 


On a des determinants analogues relativement a y et de sortc 
qu’on peut 6crire 


(<)u\ ti 

'^/z xO 

/ \ ( 2fL\ 
wA ""vvoA 

jm 


(±\ ^3 

\ <>«/t g 


P \ _ Mq 

^oA ;S-(sina4-poJ 

«*r\ VS 

K \ _ Kotangg 
'oA ^(sinai-t-po) 


_i(ik 


g cosa 


^(sin« + po) 


Enfin, si au lieu de consid6rerles coefficients difF^rentiels a x constant, 
■on calcule les coefficients diffifirentiels relativement A un autre Aliment, 
■on obtient des formules analogues atix suivantes : 

^cost ^ S' 

otOl est le determinant consider^ precedemment el o^l a I’ex- 

pression 

„ iQ (a I 


/ N / &z \ 

WA \oTj, 


Remarques. — Toutes ces formules, qui sont souvent appcldes 
formules de raccord, servent, dans les calculs balistiques, A verifier 
I’exactitude finale des calculs des coefficients difTSrcntiels fails par 
d’autres m^tbodes, souvent par approximatioga et par arcs succcssifs. Ges 
trois tl\6orAmes constitueni: des cas parliculiers de thAorAmes plus gAnc- 
raux dus k MM. Haag, Darieus, Valiton, Maurice Gamier. 


230. HiAorAmes de M. Bend Gamier. — i* Les coordonndes rr, y, cTun 
point aj^parlenant A une trajecloire de la fandllc Vo = const., pcuvonl 
Aire exprimees A I’aide de deux variables ' indApendantAs, V angle de 
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projection a v\ temps t. On a, en particulier, pour a) el a), 
(les relations 10110*^ que ^^(o, a) = Vo et 'r(o, a) = a. 

Gonsiderons Icb equations aux variations du s^^sleme differenliel dc 
riiodograjilic^ .on ecrit : 

( dv 

) ^ =-S«nt-cF(«), 

) dt 

i dt “■ 


-^cos':. 


On irouvc aisement 


dt\d^j ^ ^ d(x. V <ya 


■pohoiis 


HLf ^ ^ cl?(v) ^ 

dt \ <)cc/ V £?a V ^ dx 


^ • n 

« = rcos6, i’---=rsinO, 
da ’ da ’ 


l('s ndalions j>roocdenles devionnent 
i dv 


i ^ =~-c j^F'(t>)cos*0+ 

=_ r — F'(w)j sinO cose. 


Pour t — (), on a 


Ov 

— ss (> et 
ax 


Ox 

V T = ^0- 
Ox 


Par hiiile, iPapres les <lcfinItions de r (»l de 6, 

r(o, «) = V„ 6 ( 0 , «) = |. 


V*.'* Intevprdtation gdomitrique. -- Si, daixs Ics relatione 
aj <*t •: = ':(*,«), on doune ti a imo valour con.stante, les 
eoiirbos obtenues en taisani \aricr t sonl, par dtidnitlon, les hodo- 
<> raphes des dill<!roules irajecloircs do la famille Vo = const. 

Vu e(»nlraire, donnons 4 t line valeur lixo to cL faisons varier a; les 
courbes ainsi obtcnues 

t) = a(<‘o, a) et 'r = T(«», «) 

seronllcs K<«;Arones du n'*seau. En lout poiixt du plan fn, t) passcnt 
done un kodograpke ct uu isochrone. 
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SI Ton suppose qu’un mobile ficlif se deplace sur un isochrone ^ 
dans uii temps mesurc par Ic iiombre a, les composantes de sa vilessc^ 
lielive suivanl le i*ayon vecleur et suivant sa normale seronl ^ 

Done, le nombre r est la mesure de celte vitesse fictive et Tangle de 
<‘ette \ilesse r avec la direction positive du rayon vecteur aura pour 
\aleur Tangle 6* 

Enfin, on deniontrera aiseiuent que Ton a 
’ p “ da ^ 


p elant le rayon do e.ourbure de TisocKroiie. 

Les trajectoires tiroes a t =±: - +£ — - — s ctanl synit'^- 

triques, la coiirbe des isochrones nc con,tiendra que des termcs en 
ot, par suite, elle aura des tangenlcs horizontales pour 'r = d:i On 
a done 

lim 0 = - • 


Cherchons maintenant la limite de r qiiand a (ou -r) devieninml 
6gaux a ^ (tir vertical). 

On a ahirs 


il\n\ 


I dr F(v) 

rdt^ 



Soil cF(r ) = on a 

f- r d. 

*Ar, cViy)-^ff 


pour 1« tir vertical a&ceudaiit. On Irouve alors 

Dans le cas du vide, c=o, ou d’une r^aiautnee linCaire cF(t')=/;, w, 
on a • 


Done, ft + v nc depend pas de t et Ton a 
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On eii deduil 

^(0 -he) _ ^ 
dx 

Done 

P sss r = dans le cas d'une loi lineaire, 

p = r = Vo , dans Ic vide. 

Les isochrones sont donc^ dans ces deux cas^ deux circonfe- 
rences. 


3“ Point de contact d^une trajectoire et de la courhe de 5^cm- 
rite. — .\\ftc les coordonnecs a) cl y{t^ a) on fonction des para- 
metres a ot pour le rcseau de la famille Vo = const., on ecrira 
immediatement, pour Teqnalidn dc la courbe de securito, 


0 ) 


dx dx 
<h da 

iz. ^ 

l)t da 


ou, avoc les notations r oL 9, on I’emarquant que 

I 

X ^ j V COS': dt, 

% t 

<)x r‘ /di> . <k\ ,, 


d’oa 

il viendra 
<a) 


V COS': 


V star 


/ r co5(0 -+• T)dt 
I rsiii(0-h'c)rf^ 


s o. 


Soil ti (<x) Tepoque ti laquelle le projectile lanc6 sous. Tangle a 
touche la courbe dc s6curit^. L’6quation ( 2 ) pourra s ’ecrirc 


( 3 ) 


r 

j r(«, a)sin[«(<, a)4-'s(f, a) — •:(«i,a)]d’/aao. 


eVst I’oqoation de la courbe de s6curit«'i 'avec « cl , coraiue coor- 
dqi;(ndes> 

, ■ Pour c sss ,0 (yidej, oa a 


It 


resVA Ct 6 -h X a. 
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Done (3) dc\ieiil 

Vo^i sin 

Le sinus doil ^tre mil; done 



•re 

^ ...i 

‘2 


•:( 


<1, cr) = 


ou 




C’esl un r6siiltat connti. 

II subsiste en loute rigiieur dans le cas d’ane resistance lineaire. 


J 



LmiE IV. 

LE PROBLfeME BALISTIQUE ET L’ANALYSE. 


CHAPITRE I. 


DB L’lNTfiGRAHON DBS EQUATIONS DE LA BALISTIQUE. 


I. — FORME NORMALS 

DBS Equations diffErentielles de la baustique. 

231. Probldme A rAscmdre. — Soas la forme qa'affectent les ^qua- 
liont) diffiSrenticlles (T'tablics an n** lo7, I’bodographe seul esl fonction 
de deax variables v ct Mais, cette deraiOrc variable 6tani engagec 
sous les syraboles c/t et cost, on ne sc rend pas comptc ImmOdiatemeni 
a quel type classiquc, dOflni ei diudie en Ajaalyse, appartient I’^quadon 
diirdreniiclle de rbodographo. Nous nous proposons lout d’abord de la 
mettre sous la forme ditc nor male. 

D’auire part, il est possible de ramener toutes les autres Equations 
difrArcnticiles A unc forme lelle qu’ellcs ne contiennent pjius, comme 
variable, que I’dlAmenl considdrd et la variable v, qui, entrant dans la 
fonction arbitrairc F(v), doit Otre tenue pour la variable imposde. 

On rendra ainsi la solution de toutes ces Equations inddpendante de 
cello des autres el, d’auire part, 1’ Analyse apprendra A quelles difiicuItAs 
on sc Ueiirte pour obtenir la solution de cbacune. 

Le problAme de la rAductlon des dquarions de la Balistique A la forme 
normale a At6 traitO dans des cas isolAs par diffdrents savants : Ic 
colonel Jacob, MM. Appell, Ouivet, etc. Nous avons rdsum^ ct gAn^>- 
ralisd ici leurs reoherches. 

.^2. Principe de la reduction. — Proposonsruous do former IViqua- 
tion diffArentielle entre unc variable quelconque (^, a;,y', t, s, u, (v, . . .) 
et la variable inddpendante v. 
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De Pequation dc I’hodographe developpee, on lire 

dx jg COST 

’dv «;(cF -4-^sm-) 

\ 

> • cF s 

ou, avec la nolalion p = — j 

d-z COS': 

o(f> -+• sinT) 

En portant celte expression dans les Equations du mouvemcntj ou 
aura 

dt __ 'I’sin': i 

dv 3a ■” p -HsinT’ 

COST i ds ly 1 

* dn ^ ^ p-f-sioT* dv ^p-hsinc’ 

On pourra encoi'e ^crire, avec les \Wiables u cl (o, les deux ^qualions 

I du ^ p COST div ^ p sin*: -4 - 1 

Ja p 4 - sinT* do p-+-sinT 

Soil ;; line quelconque des variables, autre que laderlvce^uc 
renferme que u, p, sinT et cost. Done ^ ne renfermcra que u, p, p' 

siuT, cost et Mais ce dernier rapport est cxprlm6 en function dc 
p, COST et sinT. On pourra done 6liminer cost et sinT onlre 

dz 

dU2^ di s,n2TH-cos2':=:i. 

On obtiendra ainsi Pequation differentielle du second ordre cherchde, 
qui ne renfermera que v, p et p' et, qui, puisqu’elle ne cofnlieul 

pas se reduira au premier ordre en prenant pour inconnuc (-ctlc 

Equation pourra ^tre d’ailleurs plus ou moins compliquee suivant les 
difficultes de rclimination* 

A priori^ on voit que ces Equations se divisent cn dc’iix groupes : le 
premier, le plus simple, comprend dtj dy^ ds et dw^ parce que l^cxprcs- 
sion des d6riv6es premieres ne cpnlient que la fonclion sin t. Le second 
groupe^ qui coi!nprend dx et du^ sera beaucoup plus compliqu6 parce 
que les d^rivies contiennent & la fois sinT et cost. 

. Oh Mmarquera que l’6quatiqn, qui doime.^cu function dc v, est 
imriwSdialemenL ^crile'. On a, en eflPet, 

' rfw _ p'Sin-5 4- 1 • , 

t -S5 I I, a, J 

do p4-«l»iT 
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d’ou, cn multipliant haul et bas par v le second membre, 


dw 

dv 


pW - 4 ^ V 
pa -4- 


(M. Ouivet) (194). 


233. Reduction de rhodographe; — i® Ramenons tout d’abord Tho- 
dographe a* la forme normalc. On prendra pour variable 

t, ~ sin'w -f* p 

el Ton a, pour Tequation dilF^rentielle de Thodographc, 


d’z ^ COST 
dv ““ vt. 


Posant 4= on aura 


f d*z 

. lo ““ . COST * 

do 


on, avec la valeur dc 


dv 


, COS^T , 

— — H p\; 


inais, d’apr^s l’expi*esslon de t, on a 

COS*t = I — - (i — p)s. 


Portanl ccUc valeur dans Ic second membre de v ct ordonnant les 
lermes, aprSs reduction, il viendra r<5quation cherch^c 


H- ■ 


V -4- — (p*“ 
o 


Sous cette forme, on vuit quelle esi du type connu en Analyse sous le 
nom d’^qnation d’Abcl, , ' , 

a“ Faisons e s o ; on a • . ’ 


On prendri comme variable (».- — i^, et I’inlegratiop, qui est imme- 
diate, conduira ii la fo'rmulc n cost — .Vo cos sc, ce qoiest I’lxodograpbe 
du vide. 

.3* Si Fon' a r^solu rhodqgraphc, c^esirA-dire si I’on connait t en fonc- 
Uoh d^ V, on ebtiienit,* comme on sail, les autres dements par de simples 
■quadwnwesk , , ' ; ' ^ I ; 
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Elies sont ici : 

* 

d:r = - i /!-(*--?)* 

g '■ 

dy=— -{*<— p)— • 

4* Si au lieu de t, on prend pour variable » = on cn dSduit 

, i'v -4- i ^ 

, Porlanl les valeurs de x el de J dans I’^quation en ti,', 11 ^iendra 
(a) — p*) +**(ap + t'p') = o 

Cctle forme a t“t<j indiquee par M. Appell. 

234. Autres formes analytiqnes de Pbodographe. - a. Forme de 
M. Esclangon. — L’^qualion difiFerenticllc de I’hodographe, sous sa 

I* . (l(\) COS'?) Sj. • 

forme ordinaire = i;p, pout s ecnre 

CL C 


ou encore 


i — sin^T p — sin^ i — p® 

-S; . * ^ — - • 

dv> /> 

djviin’z) ^ i — p® 
dv ^ sinx p ’ 


Prenoiis, pour nouvelle foncUon inconnuc la fonction dfifinie par 
; = usinx — / p 

«/n 


fl?(iTsinx) dt 


L’Squalion ( i ) devienl done 


^’(I — p*) 


Posons 


\ = v¥+J\dv, d’oii ^a=i>F'4-aF. 


? *4- — X 

g 


On a done 
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Soit, d^autre part, pose 


On aura ainsi 


rj y c J * ' C?Z C 

Z — dou ~z=i^ 

g dv. dy. g 


dv. (•«F'-+-2F)Z ’ 


equation difr«'‘rentiellc de la forme 


(3) 


f® = £ j-llil 


dy. 


Z " 


Oil ©(x) est une fonclion connue dc t;, done de x; e’est la forme normale 
cherch6c. 

On a 

_ 

/,F'4-aF [g) ^TF+aF’ 

11 est A remar([iier qiie k fonctiou x = t; + f F dv esl une fonclion 

Jq 

eroissante, conuuc an mc^me tiUv qiK* F(i;), inddpendante dii coefficioul 
balistique. Si Ton f^cril 

o(x)=»P(H;-^£'j'Q(x.i, 

il oa esl de mt^me dcs fonolioiis {*(x) el <^{x), qui peiivoul 6lro dressC’cs 
en tables. 

* 

Cos particuliers, — 1 “ l*our c = ti, on a Z = ~ i- sin-: ; 


iiF'+al' 

Done, l’6quation (3) dcvieiil 


9(54 1 *= • ••LiT": = r R'+ vs F. 


d(v sia-;) _ 9(x) _ 


dv. 


i> sin" 


d’oCl 


i(n*8in*-: - Vj cos*a) =s J' 9(x)dx = J'vdv = i(w‘ — V5). 


Done « sp const. 

ft® Soil une resistance lineaire b\r)=3B)U el cF(t') = 
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On a, en posant p == 




Done 

On en d^duil 


dv. =3Bivrfu, 


x= - G,t), 
2 


2 = tP - iLVK 


Z = (P + fxa2. 

dZ = dw ■^^}^vdv. 

Done, Peejuation diflfiSrentielle deviendra 

dw -¥ii\ivdv ^ I — 

V dv ^ w -H jjtt;* 


OU 


da» ^ V(l -H fJtfP ) 

dv «» -H {Jia* 


Cette Equation pent s’^crire 

ap dw 
I H- jxw 


iiadiv fivdv — dw 
^Sl. ^ - . .. — S o. 

i;l wt 


Elle a < pour intfigrale , qui se reduil aisemont 

h tajigT = Q — Pintdgrale de Phodographe d’lme rdsis- 


tance lindaire, mis sous la forme ordinaire 


dz 

cos^z 


frdii 

bill** 


b. Forme du Cranz, — On ecrit Phodographe 
sous la forme 


dv ^ t?(pH"Sini;) 
dz cos z 


( 


t) 


mais 


f— ) 

\cost:/ 


s=s sin " -f" p ) 


dv 

V 


■ dlogv ct ^=logtang(| + i). 

D’aiure part, on posant s = tang on a Pexpression 


SUIT =5 


I-H?* 


done ' sinTss urfi5jh(lfoi:). 
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Eaprenant pour \ariables et log>’, I’expression de I’hodographe 
esl done 

= tangU(,?»'r)4-p(logii). 

Dans le second membre, on a la somme de deux fonctions a\ec 
variables s^par^es. 

c. Forme da capitaine Pldtrier, — Le capitaine Pl&tricr est an-ive 
A line Aquation analogue A celle de M. Esclangon. II remai'quc que 
si ©(x) pout Aire mis sous la forme o(x') = a-|-6x, 1’ Aquation diffAren- 
liclle de I’hodographe prend la forme d’une Aquation de Lagrange 


qu’on sail inlAgrer en posanl 7J — i = q. 

L' Aquation gAnArale de I’hodograpbe est d’ailleurs I'Aqualion gAnArale 
d’Abel, dont on connail unc solution particuliArc. 


233. Temps. — Soil 4= ^ 

I® Si I’on prend done comme variable jL = — I’Aquation qui 

dnnncra sera idenlique A TAquation qui donue t. 

a" La forme dircclc de I’Aqualion diffArentiellc du temps s’obtiendru 
en piirtanl de I’Aqualion de M. Appell, car on a 


d’oA, en diffArcnlianl, 



i'ta — ^ 


V/u™* tif 




Portanl ccs deux valeurs dans I’Aquation (a) du n® 232, nous aurons 
FAquation cberchAc, qui relie le temps et la vitesse v par uiie Aquation 
diifArentiellc du second ordre 


(3) 



o. 


Elle se rAduit au premier ordre en prenant pour variable 

On a vn que, en prenant pour variable elle se rAduit au type do» 

0 * 1 ; 

Aquations d’Abel. 

•JRiniarqife^ On obtiendra s'v—^ pAr un procAdA analogue. 
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236. Ordona^e. — l^osanl on partira de Tequalion du 

n" 233, 3®, qu’on ccrira 


Ajui, cn intx’oduisant la variable 4 = ^, devient 


'd’ou, en difierentiaut, 


4 = £f® + -L, 

W*p Op 


== [«pr»- (ap + ‘’p'l/oj - = o- 


On portera encore les valeurs de i el ^ dans I’cquation (^ 2 ) dii n® 235, 
cl Pon aura la forme normale cherchee, qui relic Tordonnee a la 
vitesse v par Tcquation difFerentielle du second oidre 




Cette Equation, qui sc reduit au premier ordrc cn [)renaiil ])our 
^arial)leyJ„ a etc ^lablie par Ic colonel Jacob. 

Elte est encore du type d’Abel, mais a\ec un lorrac de plus quo les 
equations dn temps on de I’hodographc. 

Si I’on prend commc variable ^ J I’oquation 

= My(,* -4- Ny^* + Py I, + Q 

deviendra 

Y'o-t- M -t- NY 4- PY*4- QYs = o. 

3® M. Ouivel a rcmarqu6 que I’equalion (4) adinel I’inliSgralc parli- 
culiire gy'v= — v, d’od, en ^sant le cbangemenl de fonciion, 

ffyo=—v+^, 

on obtieul r<iqualion 

4-a^e?(?'+- «) = o. 

Eile est de mSme forme que TequAtioa { 2 ) dc M’. Appeii et s’y ramdnc 
par le changcmeul dc fonction 


cF 



FORME KORMALE DES ^UATIONS BIFFBRBRTIEIXBS DE LA BALI5T1QUE. 4/9 

Remarques, — i'* Si, dans Tequation (0? on fait g = on Itoii« 


o. 


CO qui rcvient u 


y; _ F 

vl% o F * 


logj^=log(— 


l^a solution cst dune, dans ce cas,^|,=: — pi uc qui eal bicn I’eqoa- 
tion du mouvtiment rnctiligne horizontal. 

a" Si I’on fait c = o (mouvement dans le vide'), il vient 


oo qui s'^crit 


8*y'« + 3»^(g-yo* 4- *’y,) 4- 1>‘ = o, 

(g'y +«)*='». 


l.a solution cst done — ^ comm(' ccla doil etre, puisque, dans 

Ci' cas (20), 


237. Forme normale de Vabseisae. — .Vinsi qu'un Ic voit d'aprds 
I’cxpression on i ct v dc asg (a' Equation du n" 233, 3*), qui renfermo un 
radical, T^quation difllfirentielle quixvjie a? ol w sera bcaucoup plus com- 
pliqa6c que Ics deux prc‘c6dcnles. Pour I’^lablir mdnie, il sera plus 
simple de faire le calcul directement plutdt que do passer par Ic calcul 
de t. et de 

/m I 

Posant iCo~- ^1 on aura comme premiere Equation 
^a^(sint 4- p) 4- 1> COST = o. 

//t 

Sa d^rivc'C, cn romplagant par sa valeur, osi (a' Equation) 

~ COST 4- fSB'o *“ COST^ 4- COST 4- * sinT s= o. 

La troisi^mc Equation est 

ain*T 4- C08*T as 1. 

Pour I’dliiosmatMa, on 6crira les irois dquuiions sous la forme 
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suivantc : ^ ^ 

vcosT:4-^j?isim;4-a?5,p =0, 




COST 

COS*T + sill*T — I =: 0 , 


• .ft 
SIHT -H a 7 y p' = O, 


cst 


Or, Ic resultat dc r^liminalion de a et ^ entre 

* » 

A* + Bp = M, aa-+-6pn=»i, a*4-^*=i 

I 

(6M — Bin)*+(aM — Ato)* = (A6 — aB)*. 


On aura done ainst, dans le cas acluel, 



Telle est I’^quation cherchSe qui relic x etv. Ellc se r^duil encore au 
premier ordre en prenant ici pour variable. 

Elle est du second degr6 en x%. Elle n’est pas r4ductiblc k nne Equa- 
tion d’Abel. Cependant si, avec Ic lieutenant-colonel Mata, on prend 
comme variable 

;; = log tang J 

on obtient encore une Equation dn type d’Abel : i 

, P<s*+Q«*. 


Remarque. — On*peat, pour c = o et ^ = o, fairc la mEme vErifica- 
tion que dans les exemples prEcEdenls : 

1 ® Pour c = o, il reste 

g’*a4*H-v*»I,= o, ' 

qui est vErifiEe par I’Equation 

( 19 ) »= ^(tangadb^v'w*— «j); 

2 ® Pour g~ 0 , on a i 

' var^+f-p ija7e=eo, 

ce qni donne la formulc 

' ' V— ^ 

I • 1 I 

Risumi. — D’aprEs les dEveloppements qui^vieonent d’EtrE .donnEa, 
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<lans le present j)aragraphe, on peul reduire toiites les equations difte- 
reatidles de la Balistique, pour chacun des el6mcnls considcrcs, a la 
forme 

P, Q, R, S utunl (Ics functiuns de w, cl du coctHicienl balistique. Quand 
S csl mil (tousles elements, eiceplej'j, on pcul reduire, paruncUau- 
}>enu‘nl de \annlile, & la forme 

</? A 

dv. - -5 

Enlrc dens, limites donn^cs dc v ou de x, soil Am la valeur mojenno 
(It* la fonction On [tourra inttJgrcr approximaliveraent cette Equation 
sous la forme 

A — 5 — A log( A — $ I = X H- const. 

n. — CAS D’lNTfGRATION DES EQUATIONS DE LA BALISTIQUE. 

!238. Le probldme balistique au point de vue analytique. — L’inUigra- 
lion de riiodogruphc on d’une des aulres d'quations difT^rentielles A deux 
variables, donl I’unc esl la vilossc t>, ne peut rt^cllemenl iulArcsscr Ics 
halisticicns que si in fonction K(u ) qui y iigurc, ou bicn csl laissAc arbi- 
Iraire dc manit'rt* A s’aoeorder, dans tons les cas, avec la loi expArimen- 
talc dc la rtisislancc de Tair, ou bicn, lout au muins, esl rcmplac(ie par 
unc aulrc fonction capable de rcpi*Asenlcr, plus ou moins bien, sur uno 
plus ou moins grande (ilcnduc, cette ni()inc fonction expArimenlulel'Xv)* 
Si cel objel prAcis csl nAgligA, on passe du domaine dc la Balistique 
A ccliii de la pure Analyse. 

<( Pour que Ice Aquations dir mouvemenl d’un projectile dans uu 
milieu rAsislunl se ratudnenl aux quadratures, la resistance Atanl sup- 
pusde direclcmcnl conlraire A la vilesse, et fonction de la seule vitesse, 
il faut intdgrer TAquation de rhodograplie 

(I) da* j^(p + 8inx)rfT. 

cF 

» D’Alembert chercha des formes de la fonction p — pcrmettani 
ceitb integration, et il en trouva qualre : 

p's-. psaAo+Alogn, 

ps»A*v»-t-R4-A-«i> p* A,(logw)*4-Rlogti4-A, 

P. CHAKMMkWK. t6tn I. ^ 
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a\ec deux ou trois conslanles chacune, car dans les deniieros fornmlcs 
les qnantites ( R, n) et (6«, 6, R) sent respeclivcmcnl Jiecs par 
line equation. » Avant d'Alembert, on ne connaissall que le seal cas 
de resolu par Jean Bernoulli. D'Alemlicrl, apres avoii 

inilique ces cas, ajoiile : « Je ne pretends pas, au rcslc, qu il a y ait qu<‘ 
ee.s seals cas ou la trajecloire soil conslruclible; mais je laiss<* a ceux 
qui aimenl ccs sortes de ealculs a poiisscr pins loin lem^ rei'lierches 
la-dessus. » 

« Uappel esl resle sans reponse, que je saclie. I^e pi’oblcmc d<‘ 
d’Alembert ne manque pas d’iiiteret, ni^mc au point de \ue prali<]U(i. Si 
Ton connalssait bon nonibre de fonctions p' contcnanl plusi(‘urs cons- 
tanles arbitraires et permcltant ^integration de I’liodograpbe, on jiour- 
rait esperer d’y trouvor im(‘ fonction p s'accordant hncc la resIslaiKM* 
donnee par rexpericnce. La fonelion par (‘\<;inpl(‘, qui 

rentre dans Ic cas de d’Alcniberl, represente unc loi dii la ivsislaiuM*, (b* 
Pair, signaiec recemment par M. le commamlant Gliapel. Mais la b)i d(* 
Chapel nc vaul que pour les liauLes \ilcsscs. Lc problenie (le (rAI(*inl)(*rl, 
d'ailleurs, foil abstraction des conditions pratiques et, (‘onmu* prol)l(’*in<‘ 
d’ Analyse, il pourrait liuni appcier Pattention des g<‘oineln»s. » 

(Siacci. ) 

Siacci { 1901) a (Ionn6 d’assez nombreux cxempbs d(‘ cas d’inli'^gra- 
lion. Apn'js lui, M. Ouivel{i9i3) a apporUj unt^ (‘onlrilnilion inliou^s- 
sante au mcine probleme; mais e’est M. Dracli ) ([iii, repondaul 
conipletcment k Pappel de Siacci, a donntJ la solution g<‘iu*rale (b^ la 
question pos(}e eii faisant connaitre tons les cas ivducliblcs aux (piadra- 
lures. 

Sans entrer dans lout le dijlaii des ealculs, il imporl<‘ an l)alistiid<*n d(^ 
connaitre Petal acLucl ou PAnaiyse a amcne la solution du problenie 
balistique et ily alicu, pur suiu^, d’exposer, dans leurs gTau(l(‘s ligmvs, 
les Lravaiix successifs des savanls qui ont lraiU‘ dc ce probleim*. 

239 . Formes int^grables de. d’Alembert. — A. (.)u (‘ounaissait, 
depuis 1719, graccuJ, Bernbulli, Pintfigrationdci’bodogTapIui pour une 
resistance monome, auquel cas Liquation de cet hodographesi' nn‘l sous 
la forme 

<iu _ . 

dx ^ g 

cL s’6crit identiquemenl 

gdu _ di 
' hti w'* cos'*"^ * X * 



CAS U INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA BVUSTIQUE. {8*} 

vr qiu h’lnlegrc ( 17J ) bOUb la forme 

d'z 

—/ — 7, / — TTr* = roust, 

nbf^uf^ cos"+^t: 

B. D'Alemhert a d’abord generalise le cus precedent en prenanl 
c Ft r ) -j: bi) ~f- bn dc sorle quo Veqimlion dc Fhodographe devicnl 

d u ^ 4- h,t i 

dx ““ ^ 

On do\el(»ppe Ic premier memhx^c cl Ton divlsc par ; il \icul 

C0S':u“l"+»^ r/i' — W'-'Uh = bndr:, 

Prenant coinme variable n = on ccrira 

i u" 

.ACCOST d[s. . . , 

— 7 i — IF -+- 4- bfi^ (), 

ct* qui domic mic eqiialion diHerenllellc linealre du premier ordn* ([t!(‘ 
Fon sail inlegrer 

l.c imJme precede pcrmcLlra d’inlegrcr le cas de 
eF('r) 


On Iralli'ra eii detail, au Livre V, dc (‘cs cas d'iiilegraliou el do la 
sohilion cotnplelc du problcme lialisliqiic qu’ils permcllcnl (Fobicnir. 


(u. A [ires CCS cxempics simples, d’Alembert proud Feqiialiou dc 
Fhodograjilie sous la forme d6vcloppee 


(‘t pose 


On aura ainsi 


p r du = COST dv — c siiiT d’z, 

. * . „ , - (/O' 

<5inT = 0, (leu ax * 

> cos T 

p 0 « df> — 0* e/r — 0 dvO, 


i" Soil line premiere forme 

p ^ = ;!» + A.-t- A, 

^ fi « 

Posons : 


(l) . »> =a rt,-h ajO^'-l- 5, 

01^ $ esl imo iiouvclle variable; flo Oj, p sont des couslanles. L'fiquation 



CHAP, I. — DE L’jNTEGRATION DES equations DE L4. BALI&TIQUE. 
de riiodograplie se nietlra sous la forme 


I Aa^5 -i- AaorJO^y^ 

\ - - «i -4- ^if2 AiO/> — 

j H-Ao -haiO 


= ( 0 ) t * 4- 1 ( fl ) « + 4>o ( 0 ) • 


Les foiictions $0 1 2 conlicnncnt 0 el les conslanles A el a. l/e^pr<*s-. 
bioii de\cloppee du second memhre s’ecril 

— — As!:^-(Ai-+-2Asai-+-2Asaj0/'4-0)|. 


Profitons de rindelermination des conslanles ct /> pour aiinuL r 

le premier membre identiquement, Faisons, en pariiciilier, pzjzi. <)u 
aura les Irois equations 

[ I 


^ Aaaj-HflriAi-hAo— ^?2 = o, 

(3) ^ 2 A 2 «i« 2 -H Ai 4- «i= o, d’oi 

\ A2^4*4- * 2 ) “ o, 


0 


= — “r“’ 

Aj 

!2 A j 

A® = Aq A^ -4- * 2 . 


Gomme on n’a jdus ( /> = 1 ) quo deux arbllraircs r/f cl^j, ccs IroIs dqua- 
lions nc peuvent cHre satisfailes sinuiltanement qnc si uni' rolalioii exislo 
entre les coefficients Ao, A| cl A 2 [de la loi de rdsislanco, rclallou ([iii 
s’obtient cn climlnant ol ato enlre les Irois 6(pialions,* ol qui 
est ^ Af ^ A 0 A 2 + 2 . 

Supposons cetlc relation verifiee : Ic premier menibrc dorcqualiou 
diflferentielle eianl mil, le second reprdsentc unc liquation do Bernoulli 
qui fera connailre 5 on fonclion de 0. 

Portant ^dans u les valeurs jde a), aaCl de 5? on dOternunera la oous- 
tante d^inl6graiion d^apres les conditions iniliales. 

Effepluons ce calcuLOn aura, enfafsant/; = i ct rcinplapantO pur sa 
yaleur : 

cost:^ ^ [Ai-f-2A2ai-4-(2A2(ar2-h i)sinTj$ ^ o 

ou 

oosT ^ — A* 5®+ -f- 3 sinT^ 5 =s o. 


Posaiit A = |> il'viendra, en divisant par 5^, T^qualion difi<5rentielle 
lin^airc * 

. A, 


/Ai 
dt [ 3 


•+» 3 sinx ] 


/ COST cosx 



CVS d'int^gration des equations de lv bvlistiqle. 
<lonl I’inLcgrale, cn posant ^ = }jl, cst 
.81.(1+:) 




tani 




cos®*: 


.'k-a, r — 


1)11, en rempla^aut <!) par sa valeur, 


3AjU -i-6sii»th- aAi 


_ 1 ) r^_ 


COS®-: 


K- r — 


■ d-. 


La constaale se detcrmiacra en faisanl t = x ei r = V„. 
On iransformera cclte dquation en prenanl ponr variable 

tang(^ + ^)=:;, 


<l’od I’on ddduit 


COS'S =S 


a? 


sinT= — 1 

5 * 4-1 


th = 


ifli 


L’c'qualion dcvicnl 

? = 5H'-^(i4-5*y Fk — f — ]• 

3A*i>-+-Gsin's4-'aAi L J 

On pourra faire I'appUcation dc cctlc formule aux cas simples 
suivants : 

At 8 0 , fVoJi AoAi8 — 2 et 11 = 0 ; 

Ai = :±:3, d’oa Ao=o el ji.8±i; 

A| 8 d oti AqAj^iG ct SA- A I 

Ai 8I^, d’oft A(As 8 48 ct (i s= >. 

On inldgrcni aussi quand - csl iin nombro entier posilif, 
d’oii p ” iJ - 2 in(m entier) ; cellc formule donne, pour p, la sirie dcs 
nombres impairs n6gatifs. On a, dans ce cas : 

A|8 3 — G»i; d’oft AoA»= — 1 ) cl [* = 1 — am. 

a'* O’Alcmbcrl gdudralise au cas de p s= ^ 4- A( -f- -la cn rcmai'- 
qnanl qu’on dcrira l’£quation dilRrentielle 

A*4- AiV*-!- ux^-^dv — do — u^O <P), 

et, prenimt pour variable f>i = r"*, on aura 

‘ Ao4-, AtVi'4- 8 m dai— wOiifoi— i»iO dO, 
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fjui e:>l pl’cciscment de meme forme que la pr6c6dcnte etserosoudra j)ar 
le mdiiie proccdiS, 

3®Enlin, ilprend p = Ao(logi»)‘'* + puis pose log/' = r» : 
on aura done, puisque ^ =dv2^ 

Ao /’ J •+• A 1 Vi •+- As = dvi — 0* dvi — 0 rfO, 

ce qui cst encore une Equation qu’on peut trailer par Ics mfimos Iraus- 
formalions el Ics mimes raisonnements. 

Remarque- — SiTon fail jo = o, dans les iqualions (a), on iroiivora 
un autre cas d’intigrabilile. On a 

f Ai^] -+• Aifltj ■+■ Ao'+' 2 Asflfirti-t- Ai^?j*+“ AiG(| — o, 

I Cli~h 0, 

la premiere Equation est une identity, si /^=o. Done, la loi do 
resistance esl p = A,-f-Aji’, g^ndralisable (a®) on p =• A, + Ajo™; 
e’est la loi binomc dc d’Alembert. 

240. Premidre foxme de Siacci. — Nous prenons la r^si$tanc<> i<oii.« la 
forme 

(a) p = Av /am-t- B(ni -+•«*), 

nvec A, B et m constantes. Nous d^velopperons ici Ics caleols qni v.on~ 
duisent & qnelqnes inl^ressantcs conclusions. 

1 ® Posons 

+ II* ■= W*3*, d’oft ll»=! 

ct, par suite, 

dv ^ z dz 

V . 3 *— 1 ' 

La fonclion de rcsislance s’icrii : 

P ')]• 

Bn bubsiituant dans I’dquation de I’bodographe (i), U viendra 

(3) ^cosxdfs +■ [%Am3-i-(Bm BinT)«*+ 6,/n~8int] dt ^ o. 

Posons mainlenanl z = |(Bm — sinr). 

Bn dlevant au carrd el diffSrentiant, on aura 

* rfs = sCB/n — sintprfj — $*(B/n '-slat) cos's ek. 



CAS D’ INTEGRATION DES EQUATIONS OB LA BALISTIQl’E. 

Le mullipHcalcur de d^z dans de\iendra 

( B/« — sin'u)f >A//? 5 H-rBSwi*— sin*':)P 4 -i] 

Cl, par suU(‘, I’cqualion (3) prcnd la forme 

(l>/« — sinx)cos'u ? ■+• f( 2 A/?i; -m] dc = o, 


487 


ct enfin 
14 ) 


fh 


= 0 , 


— i) 5 ^-f- * 2 A//i 5 -^i ( B/w — sin':;cob’: 

equation on les variables soul separecs. 

2 ” LHntegration se fait par les fonctions ilementaires. — Soient 
<(i et ^2 les deux racincs de lequalion du second degre : 


o'csl-a-(li!*e 


nous aiirons 


oil 


( B2 m * — nc*-4- 2 A /7i 5 -4 - 1 = o, 

^ ^ V tn zb /( A-* — ) mS «+• i ^ 

ax \ ^ 1 — * 

(i*— lVw 2 )rfc 


S 


(5 — j (C — cfij ( B//i— bint) COST 


Eu il vieudra 


ch 


(B/?i — SUIT) COST 


dx 


' con*^!. 


sinx) COST 

l^)ur irouver l’inl(5grale qui ligiire dans le second membre, pospns 

» 

sintrsO; ^ 


nous aurons 




(Hm — binT)(*osT " ( — 0 ) ( i — 0 *^ 

(l(\ rfO rfO 

” I(Tn;rZ 7 xTZ 0 ) iXliwu-iXu-O) ■*" 

(I’oft 

r d’. I, (i — 0 )<+“«( n- 6 )»-»'« 


-&illT)OOST 2 


(Bwi-e)* 


' \ y — 0* / I — 

2 — 0 )^ \i 4 - 0 / 

Biw, I — sitiT 


log 


COST 

Bm-^sinx 


t'-'t 


4. sinx 
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Substituant dans (5), passant des logarithmcs aux nombms cl I'cprc- 
sentant par K unc constanle arbilrairc, il viendra 

CO,.; / i-sin-; \ ^ 

Hwi — kiOTVi-HsmT/ J 

La coxistantc K se determine an moyen des valeurs inilialcs de 5 el 
de T. 

Lc problfime esl done rdsolu : I’hodographe csl integre. 

Remarque. — Loi:sque (A®— csl n6galif, Icsrucincsw, 
et ai sont imaginaires. Dans ce cas, posant pur abrdvialion 


rinl^grale (4) cm 

O + aAm?. 
_ r (i — B* j n*)dc 
~ V ( B m — I 


(A*— B»)ot*h-i= — AJ, 


- 51117) C0S7 


■»] 

- const 


Am — IH- A»t 

•i-j-arctangS ^ 


3* Cas pariiculier. — Examinons avee quclque diiluil lc (*«h 
de B = 0 avee m posilif. On a alors 

p ass V l> y/iflU- ft. 


La resistance esl nulle avee la vitesse; cUc crollcl luuti vers I'iiiliiti 
en mfime temps que celle-ci, et vers nnc resistance qnudraliqiin ; ccs 
hypotheses s’accordent assez bioji avee Failure rdcllc de la fonclton <!vpe- 
rimentale F(t’). 

Lcs racines ai el sont toujours r6elles el sc ntdiiisenl h 


— Am -h / 1 + eii= Am — \/f •+ A*ni*. 

On a done 

ij’^quation (6) devient 

De cette Equation, on tire imm^diatement tangi cn fouciion do 5, «i 
eomme on a 

= -JifL—, 

-8* — I 5*sin*7'— I 

il viendra. pour I’dquation de Fhodographe, 


VSC0S*T 


2 /n 


({* — i) tang*<e~..{ * 



CVS D'iNTEGRATION DES equations DB lx BALISTIQUE. 4^9 

Done, Uabscissc, Fordonnee el le temps qui sont doiines par 

f (v cost) tang 'Cj I (r cosO;®iang':rfiangT, 

I gx = —J* (u cos':)*rflang': 

pourronl b’exprimer cn foncllon de la variable auxilicucc puisque 
tangT el v cost sont counus en fonclion de cetle variable. 


Observant quo 
forme 


SlU 


“ » on pent mettre IVquation ( 7 ) sous la 


\a, 

flilang-rj 


\COST 


= K. 


En det(‘rminant la conslantc KTpoiir convspoiidre ti Tangle asympto- 
liquc 0 pour v = 30 , c*csl-ft-dire - = i , on aura 


• .. 

» s — ........ • 

En remarqnanl i|u<^ - 1 , iUiendra 

sinT _ f i-HofismB ffi — sinO 

' ^ L j I co^B J 


cosB 


avec 


Vi 


■ I • 


4 ® Sur la ritesse minimum, -- f-a vitesse terminalc V' s’obtiendra 
cn faisanl == * • Hono 


d’oii Ton pout dfduirc 
ct 




Quand la trajcctoire a un sommel, la resistance =r \ v^ 2 m + r* 

admet unc vitesse minimum, quelle que soil la vitesse initiale, 
/»!? • * 
pqisque^ croU avec v (177). 

Si la trajecioire n’a pas dc sommet, e’esira-dire si I’angle asympio- 
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liquc 0 csl n^galif, on ne plus affirmer qu’il rxiste une vilcsse niinimum 
puisquti ^ dimimie quand v croit ( 179 ). On rcconnait, commc on sail, 
quo le projectile passe par une \itesse minimum s’il passe, & distance 
linie, par une vitesse 6galc i la vitessc terminale V' (181 ). 

Posons 0 = — 0' et T = — x'. La valeur de z qui correspond & V' esl 
egale a a\. L'(3quation (8) devient 

[sr? - 

Le second membra sera positif on ndgaiif suivant le signe du premier 
facteur, e’estr-i^-dire positif, si sin0 < — » ndgatif si sin©' > — • 

Dans le premier cas, I’dquatiou (g) admet pour x' une racine comprise 
entre 0' et puisqu’en substituant ces deux \'alcursle premier membre 
devient une fois plus grand et une fois plus petit que Ic second. 

Done, qtiand sin 0 '-< y/i + — Am, le projectile passe ti distance 

Gnie par une vitesse 6gale & V' et il cxiste une vitesse minimum. 

Dans le second cas, la substitution ne fait pas changer Ics sigucs du 
premier membre : il n’existe pas de vitesse minimum; la vitesse du pru-< 
jectile diminue sans ccsse jusqu’d la vitesse terminale Y'. 

5 ® Cas particulier. — Examinons Thypoth^se partioulidre de 

s>iii6'=5 — = /i -h A*/«*— A nu 

. 

Alors le second membre de (7) est nul et Ton a 

• r t A 

s — fliSinr = o ou • - = w -f- i ; 

d»ou ^ 

1 

a/n af sin*T'— I * 


On voit que, quand V croit de 0 ' a ^ > la vitesse diminue conslammcnt 
de 00 i V^ 

On a, en supposant Taxe desy dirigd Vers lebas, 

( fl./ — 4 / %mdz* f 

cost'V flrlsm»x'— 1’ aj i ‘*”*'‘' * 


f 




a\ sin*-'— 1 
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L’liilcgrution de ccs equations donnera 

~ log [y/^j — I tang V -f- v/uq' — i ) tang-**:'— i J -l-conbl 


v/am 

11 

a 

1 


_ I 

in 

/af — I 

EL 

I 


>7;'- 


"h const. 


m 


“ ^ 2 Iog[(af — i) tangs-u' — i]-H const. 


En eliminant tang^:' entre les deux dernicres, on a I equation de la 
lraj('(‘Loir<‘ : 

e-h= Ivi -4- I\2 

oil K , et Ko sont des oonstanlcs arbiti'aires, et ou 

/r 


^coie' _ Xff 
cos o' ^ 


2 m 


a ^ 

•>m V ■* 2tn sinB' 

Si Ton preud pour origino un point d<^ la trajccloirc ou T'=a, Ics 
eonslanlcs K| <‘t sont d^tenuin^cs par les relations 


(Pou 


K.4-K,= c, K._K,.-=-^,; 


a [ tange'J 


K,= '-r,+^] 

1* L wnge'J 


et la Vitesse a Toriginc sera 


V? = 


a/n 


a| 5in*a — i 


Lu trajeclolre a deux asymptotes, Tune verticale, I’aulre oblique. La 
distance do Poriginc a Uasyiuptote verlicale csl / 


_L logf- =. fitange'iogiSHizdfliej; 

aa K/ ff " '’langa — tanga' 

(!l r^qualion dc I’asymploic oblique esl 

tanga'- ^tang«e' logi (i -t- • 

Si, cnliu, on prend pour origine le point dc rencontre des deux 
asymptotes, pour axe' des Y I'asymptotc verlicale, el pour axe des X 
Fasymptotc oUtqnc dirig^c vers Ic haul, I’dqualion de la trajecloire 



floi CHAP. I. — DE L i:VrEGR\TION DES EQUATIONS DE LA BVLISTIQUE. 

* 

|>rend la forme ires, simple 

e-/'' ■+■ e— sig't = I 


!2il. Les autres formes integrables de Siacci. - - ^lOu.s doimous 
c‘i-dessous le r6sum6 analytiqnc, d’apres Siacci lui-meme, dcs aiilres ra.s 
^qu’il qualifie d’ultra-lheoriques^ pour lesquels cc savanl halislicicn (iht 
parvenu k raraencr aux quadralures I’dqualion difiercnUollc de I’liodo- 

On pose, pour la bimplicite de recrilurc, p=: — - — > dc sorU‘ qiu* 
requation dilF^rcnliclle de Thodographe s’cerit sous la loriuc 

(i) cosiTf/u = /'(p = sinT) 

La methode g^nerale consistc a multiplier (i) par mi faclcur iuLograxil 
<|ui donne a cetle equation dcs formes variees et tcl que, d(» la coiidilion 
lUintegrabilit^, on puissc deduirc unc equation difrerciiliello onli*<‘ ?> el p 
facilement inl6grable. 

D^signant par 

XJdv^^Vch^o, 


<5e que devient (ij quand elle esl mulliplidc par uiii‘ lonrlioii <!<» r rt 
de 'z; pour que ce multiplicateur soil im faclcur inlegrauL il esl neces- 
saire el suffisant qu’on ail 

dU /W 
dz dv 

Deuxieme forme. — Soil 





dv — a r sin *: 



Multiplions (i) par (u cosT)~"ei‘, a, n elunt dcs coahiautes. 

On Irouve que le mulLiplicateur jx esl un faclcur integrant si p verlliii 
requation 


Si Ton fait a = o, on a de suite les deux premlfires fornuilcs do 
d’Alembert 

F(v) ^5= Bo4- B/jV* ou F(i;) « Bo-h B logr 

sulvant que /z ^ i ou /i = i . 

Dans le cas g^n^ral, en posant 

I 

71 5=3 — > aU Ci f 

9 // 


p <as j'a-i-r 



CVS d'iNTLGUATION DES equations UB la BALISTIQIE. 
Tcqualion dt‘ eondilion dcvicnt 

(7) ^ -J- J 2 .;.27-2 4- bqjC^-K 


nn |K‘ii plus gcnoi’ale que ['equation ordinaire de Riccati. ( ou b = o') of 
qu'on sail inlei*rer an moyen des fonclions algebriqiies el exponenlielles 
lorsqiuj q -.0 on lorsquc -esl iin nombro impair positif ou negatif. 

Mais on peiil aussi inlegrer (2) an moyeii des niemcs ionctions 
lorsqne, h cl h etaiit deux noinbres entlers el positifs {zero compris), 
on a 

b ^ h k ct ~ = /I ~±: (1 + // -1- /:). 

Posons, eomme definition d’une IbneLion des trois lettres A, /r, r : 


,, , , VI /if//— i) f/i — 2 . .r/i — ; -4- 1) 


(iLavY 


Jmd ( // -+- X: j ( /i -+- A — I ) . . , ( A -+- A — t -Hi) 

i 


La 1 ‘ouclion doil, en outre, remplir Ics conditions suivanles : 

Pour / ± o et pour h + /» ==0, on <loil avoir 0 = 1; 

2° Si {/i + /* ) est enlier et positif, A doit <Hre enlier et posilil’ : dans 
e(^ eas Ic developpcnient de v s’arn'Ie aii lerme oii 4 -- A. 

Geci pose, I’inlegrale de (2) b’oblienl en derixant logarilliiniquciueniL 
par rapport a e I'ua<i ou I'aiiLro cl<‘s equations suivanles : 

(I) r /k , — v) -h A^v)f 

avee 

b ss A cl /I =r I -H A H- X , 

(H) ( A, — v) •+■ Ge-"'’y(/t, k, p), 


aveo 

6 is /i — k ct rt -s — I — /i — A ; 

C reprfisente une constaaLe arbitraire. 

Si h <!l k sent entiers ot positifs, Ics fouctions f sent des polynonics 
(Inis. Si b el « uc sonl pas compalibles avec h cl k enliers el positifs 
(z(iro compi’is), on aura des series convergentes, quel que soil «, ou 
prenanl (U^ lorsque « csl positif et en prenant (I) lorsque n esmegaiif. 

De ccUc mani^re (/t -I- A-) csl loujours n6galif el le d^nominateur do a 
ne s’annule jamais. 
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Troisieme forme. — On pent avoir crautres oas d'inl 6 j»rabilil 6 cii 
(lonnanl (Vaulres formes au facteur inlcgraul. 

Si Ton multiplie (^i) par 

"" y COSTAL -r SUIT — bim:)P 

ou a, in sonl des constaiitcs cL A el p des fonctions iuronaiich <1(‘ on 
trouvc (|iie M csl an faclenr integranl dc (i') s>i 1, p (*l p verifionl l<*h 
equations sul\ antes : 

e r/| ( p + ! )X'« j = '2 [i di^\ r t/[( p — i) j = 2 7 \j dj , 

111— 84- (i 

X - [i = /(. . 

k est unc constantc. 

Les deux inlegralions s'eftVcluenl sans difliculle : 

I ” Lorsque a ~ 0 ; 

2*’ Lorstjuc />2 = I, et quVni annidc la coxislanlc dc la pnmiien* iiile- 
gralion; 

Lorsque 3 --1: 0 ct ni ~= a; 

4 ^^ Lorsque a = 0 et m -= — j 3 . 

A CCS quuLrc cos correspoiidenl quatre formules dounanl d<is (‘\pres-. 
sions de p reiidanl inlegrable riiodograplu^ Cc soul : 

(III) V = <n(p -H r)H- ^(p — r)'; 

(IV) qv = (p -H I -4- I -i- i H- 2)p -4- n h\\ 

(V) Kefi-H <7(0 — n^’J = eL avee A = i / ; 

(VI) H^>[i + 6(p+i)''l = c«, a^ec . 

a, b, q, K, Il'i, r, sonl des constanlcs liecs on non a\(*el<‘H arbi- 
iraires a, m ct k. 

Quatridme forme. -- Si Ton donne au faolcur iulograiil J'liuc uii 
I'aiiirc des formes suivaulcs : 

' i ' 

(mi 4- »iiei»-c 4 - WasintT)-^ i Ant + Wtsint y. 

f cost ’ ocostv n-/«jsint / ’ 

Wf, mj, /«3 dlant des fonctions inconnucs de i', on trouvod<>s equations 
dirtercnlicllcs qui s’inWgrenl facilenienl. On df'terinino dc celle 


inaniere mi 
(VII) 

(VIII) lo 
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/7?2 et ;??3 el Ton oblienl pour p les equations suivantcs : 

r/ If 


(p-+-n2 (? — 1)^ 


= -h K\ 


p) dp — I ” 

J •* J I -h </ ( p — I )' f J I 


fh 


• 6( p — 1)>‘ 


Tv. 


i95 


La (Icriiierc loniuile tlonne n on function <le p dNcc un noinbrr liiii clc 
lermcs lorsque r cst ralionnel : olle coniienl quaLre conslanles arbi- 
trairos, coniinc < 1 ) oL (II ). Elle conlienL anssi, coninie cas parliculiers, 
1<»S fornuiles ( \ I ) oL ( \ II ). 

Cim/uienm forme. — Oii pent avoir encore un cas (I'iiilegrabililo 
do ( 1 ) en prcnani coinnie faclcur integrant r cos" )" ' avec 


|i = — j* pdc — siiixj I v{p^-~ \) di\ 

La Ibndioii p s obLienl au inoycii crime ec[u ition Jii second oi'clre : 


dv> 


*) u^(p - I ) 


( I P do -i- p (') , 


qu'on inlegTC facilenieni, en 


posanl 


5, sous la forme 


IH- K 


Si.rieme forme. On inuliijdic rhodograplic par 

(l — sin':)-'3t(i ^ bim:)p(j^ H- 


et Ton sounua cc imilliplicateiira la condition d'etre unfacleur iulegraiil 
(l(i riK)dograj)hc; *a cl [i soul des cumslanles quelconques, mais dif- 
ffTcnlcs, eldest une fonclion do v. On oblicnL ainsi deux Equations dif- 
f6renliellos <nitrc p, r ely, Icsquoiles iiilegreos donnent 


P Ka I H- 


Liil'-J)! 


* rpfi) 

. i) = eVr’- 1. 


L’elinunaliou dc / doxinerail p cn fonclion de r, avee quatre cons- 
lantcs arbitraircs «, y cl K. Mais celtc elimination ii’esl pas ndcos- 
saire, il convienl au conlralrc, pour I’inl^graliou dc rhodographo, 
d’exprimer p et w'en fonction de^. 
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Remarque. — Quclques aiilres formes ont (He encore eLudick^s par 
Siacci, au Memoire duqiicl on devra se reporter pour le developpemeiU 
des calciils el les cas parliculiers qu’iis comportent. 


2 1-2. Oas d’mt6gration de M. Ouivet. — Nous citerons prcsqiic icx- 
luellemoiit la Note de M. Ouivel. 

I® L’Integrallon du problenic balistlque pent 6lrc poursuivie siir 
requation dc M. Appcll (233, : 

j H- 2F 4- uF') = c>' 


A litre d'excmple, voi 
a. Cette equation esL 
verlfie Tequalion 

ap-Hl\o'r= — (/. — COIlSl), 

dont Finlegrale g6nerale est 


cl quclques cas nouveam : 

integrablc, les variables sont separees si ^ ~ - p 


c\ik(v — a) 
kv shk{v — a) 


( a = const), 


ch ct sh sont les cosinus et sinus ^j’pcrbollquos. 

b. L’equation difierenticllc osL encore integrablc si elh' atliucl un<‘ 
Intfigraie proportionnelle. au rapport des coefficients des toiuues on 
et i*». 

La substitution ^ = m ? separc les variables. 

u(i — p*; * * 

Posons 


On obtient pour determiner ^ requation 

' i) 

+m(TO-)-l)(U9'-t- <?)-»-*=: o, 

/ 

Prenons A ==to et /«= — i et efFectuons la subslilutiou r 
•f prenant, de plus, y'= ^ oomme variable on obtient 


rf? “ ?*- 4 ’ 


qui est une Equation lin^aire. 

On a aloi-s 

P —y + k et 

On obtient done p et v *n fonction d’un paramfitre. 
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2® Preiions maintenaiit rccjuation entre (ip» et v (23d) : 

div ^ <p p -h V 

do CP -4- vp 

Cetle equallon admet d'abord les deux solutions (v = rc u, quelle qu<5 
soil la r6sisLan.ce p ; dies coi'respondenL aux mouvements vertical ascen- 
dant ou descendant. 

L’equatloii ci-dcssus admet pour int6grale generale 
(«» — -h v)?(w — js)y=: const, 

oil a, [i, y sont dcs constantes el z la fonctioii 


^ + p -4- ~ (g — ro? — Y 

a — fj — (a H- p ip * 

si p voriKc Peqiiatlon 

(a ■ B I -13 It q)-.; 

(a , PH ,1? (a + 


On peut irouver uii certain nombi'c de cas d’integration de cctie 
equation qui conduisent u dcs lois de resistance nouvellcs. 

Par cxcniplc, [>our a ^ eL 2a + y = i on Lrouve 


p = ko 


rVt 


2 -j- k^ 0 


loi pliysi(j[ucm<int acccplablo en donnant a y dcs valours negatives. 

De inline, pour a 4- p -f- y — o, la fonction p cst une fonction homo- 
grapliiquc d(' la vilcssc ct d’une constantc arl>iLrairc. 

Enlin, si Tun des trois norabres a, p, y cst mil, on obtient une nou- 
vclle loi do resistance par Tintegration d’une equation lin6airc. 

« Ccs cxcMupIes soni bases sur la connaissance d’intcgrales particu- 
liercs dc recpialioii balistiquc : dans un Memoire ultericur, jemontrerai 
tout le parti qu’on pent lircr de ccs solutions particiilieres pouj;rinlc- 
grution d<i Peqiialion >» (M. Ouivet). 


2i3. Theorie generals de M. Drach. - iCcrivant Tequation de Thodo- 


graphe 

dz COST \ / 

(>L posanl 

cV(v) 

—7/"" « p» 

on la met sou-s la forme 


(t) ; 

dyL _ I — fjL* 

Ho t)( |Jt H- p) 


P, CUAUBONKmn. TOHV u 


33 
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C’est SOUS cette forme que M. Drach d<Jlerniinc toutes los formes dc la 
resistance F^w) rendant integrable, par quadratures. I’equation de I’hodo- 
graphe. 

M. Denjoj, professeur & la Faculty des Sciences de Moulpcllier, 
mobilise & la Commission de Gdvre, a bien \oulu rediger specialcmeiu 
pour le present Traite une Note sommaire indiquanl los principes do 
cette solution qu’il a d’ailleurs, par sos travaux personnels, notablcm(‘ul 
perfectionnee en plusieurs points imporlants. G'csl celte Nolo quo noils 
reproduisons ici. 

« Tous les principes sufflsant & elablir la ibeorie ont eie puhlies ])ar 
M. Dracb, dans une Note des Comptes rendus de V Acad^rnie des 
Sciences (mars 1914)- Lc 5 mars 1917, M. Drach a communique, au 
meme corps savant, une etude Ires devuloppee du memo probleme. IJn 
cxomplairc de ce Memoire a ete mis u la disposition du rednutcur dii 
present i^esume. 

» Principe de la solution. — Nous designerniis par A^p, 0 ) on abre- 
viativement par A(p) lo second membre dc (i). Gmsiderous requalioa 
aui derivecs parlielles, correlative dc (i ) : 


dz . , t'i 

— At fX. I’)-r* ~ 
Ov ^ ' <)u 


» Si I'integrale geueralu de ^1) csl coniiuo et mis<> sous hi 
forme 6 (p, o') = const., 0 mis & la place de j verifU* 1 ’ equation (») ; 
et reciproquement, si i(p, v) est une solution particuliOiv de (a) (doni 
rinlegrale generale est alors i{( eianl uuc fonction arliilraire), et 
.si, dans cette fonction x(p, o), on remplace p pur rune queleuitque des 
integrales de (1), s prend une vulenr eonsianle (tiitie on iullnit* ), e'e*!!- 
it-dire iadependanle de v. 


< » Pftsons : 



(v eatier), 



<> di 
di dji 



» La consideration des foncUons K cl J csl fondamentale pour la 
theorio dc M. Drach. ^Icrivons d’abord les relations entro A d’uno part, 
ct X, K ou J d’aulre part. D’aprds 
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on Iroiive sans difficiillo : 


(•i) 

O) 

<1) 


fh. i):. 

dv ^ 


OU 


(•i Ijik) 


d IijT z 
()v 


-hA 


flio^z 

du 


= o: 


d lo<?K 


dv 


-r V 


dll 


t) lo"Tv 


dJ <;^V OX, d] 

_ _j -i j— J _ 4 - _ — (y^ 

dv 4/^3 dll d^i 


» Un premier resullat Ibnclaincntal a cette theoric el connii depuii> 
(ine quinzaine d’annees cst le suivant : 

» La condition necessaire etsaffisante pourque V liquation (i) suit 
integrahle par quadratures est quit escisle au mains line solution z 
de ( a) telle qua z ou K, oii .1 soient rationnels en [a ( (‘’cst-a-dirc •soicnl 
quolicnls do deux polynomes en [jl, P([a) el Q( ja), donl les coefficicnls 
dependent evidemment de v). 

» Gcci posey s<'Jon qiie I’on egale ^5 K ou J a uiie fonction ratioimcII(r 
en [A, (lonl on niel en evidence soil les poles, soil la decomposition 
ou ol(}menls simples, on Lrouve pour ^ diverses formes se ramenanl aii\ 
Irois types (1) suivanls : 

i = Ai(r)i — 
r 

i = As(i’) / ([Jl — (1^— a„)i»<-</[x 4 - 0 iU'): 

'^V-« 

^ I ( fjt — oti )«|. . , ( |J — a„ dll -+- Oji r ). 

’Vo 

» La \cri(icalion dcs formules cst imincdiale. 

;> IjCs 0|2, a/, [A,,) sonl iiulopendanls de [a. 

» On (l6monlro (jiu^ los a/ sont iiecessaircmonl dos conslanlcs, 
Pour [A<), on p<niL ohoisir IndHrorcmnieiil line fonclion quelconquo de t\ 
II([a) csL uno fonolion ralionuclle de [a. 

» On no eonsi<lero evidemment quo dos fonclions p(/)} (equalion il 
el lies inL6gralcs ^([a, r) reellcs; A, 23, po, 0,2, soul Jdone x’6cls. Mais 
les a el les a pmivcnL <>li*e iinaginaircs. IIs sonl alors I’cspeclivonieut 
deux A doux imaginaires conjugues. Dans ce cas, vsi 

a ifi=: e'’(costi) •+• i siiuo), 

on utilise la formulc 

/c etant un enlier positif, negatif ou nuL 
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» Donnons-noas slmultan^ment : i® le type (I) auquel apparlienl 
a® dans cc type, le nombre de facieurs (p~ 3“ pouriclroisienic 

type, Ic nombre dcs p6les de R(p) el I’ordre de chacun d’enx cn Ics 
supposant distincts on non dcs a. 

A A ces donn^es correspondra une forme gdn^rale de i conlcnanl des 
coefficients A, elc.,' que Ton consid6rera comme des fonctlons iiidt5- 
termin^es de Selonle type de j, on substiluera I’expression de logi, 

a log — ' 

de~ =K, de — = J, dans les Equations (a bis)^ (3) on (4)- On 

aura, dans ces divers cas, d. identifier a zero des fractions rationnclles 
en ji, A coefficients indetermin^s, fonctions deu. Ondcrira, parcxcniple, 
que la partie principale de cos fractions rationnelles cstbomce cn chacun 
de leurs p6les et nulle k I'infini. On irouvera ainsi des conditions (c) 
conlenant les coefficients pr6c<5dents el leurs derivecs, et aussi p((’) ct 
cxplicitemcnt. En r^solvant ces conditions (c) (que nous n’cerivons pas), 
on trouvera la fonction p(7>) cherch^e ct I’expression de z, Ces condi- 
tions (c) sent en nombre cgal a cclui dcs fonctions inconnucs p{i.’), 
ai(v), etc., el les determinent eny a dmcttanl un certain nombre de cons- 
lantes arbilraircs (6gal A une unite pr6s, au nombre do ccs fonctions). 

» Le couronnement append par M. Drach t\ cetle llidoric ( C. It, 
AccuUmie des Sciences, mars 1914 ) a did de montrer quo Ic sysldmo 
difierentiel (c) s’intdgre explicilcmcnl par des relations qu'on pout 


dcrirc dds que Ton possdde les expressions en p ct u do s cl de ~ 

( V figurant en Evidence ou parrintcrmddiairc de fonctions it dclcrmiiuu- ). 

j> Nous cousiddrons i comme une fonction analytique d(‘ p, envi- 
sagde comme variant dans lo champ complexe; v est alors un paramdlrc 
rdel. Ija fonction a dtant une fonction quelconque do v, nous disons 
que p = « est un point regulier pour si, dans un cercle | p — « j 
(quand a est fini), * est ddveloppablc suivant les puissances positives 


entieresdi! Cp — a) ^ou suivant les puissances enlidrcs non ndgalives 
del, si a est infinij. Les points m(v) nott rdguliers, ou points sin- 


giiliers de sont en dvidence dans les trois expressions. A distance 
(inie, co sent les a, pour lesquels Texposanl a n'est pas un entier i>osilif, 

et les pdlcs finis de R(p) ^un pdle dtant un*point p m, oil ^ estrdgu- 
licr cl nidV JjCs siugularitds de * relativement p sont, en gdndral, <les 


functions de r, mais peuvcnl dtre constantes. 
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» i est en general une fonction non tmiforme de p.. D’apres une pro- 
pri6te fondamentale des fonctions analytiques, toutes les determinations 
de 5 satisfont a Fcqualion { 2 ), done sont fonctions de I’une d’enlre 
dies. 

» Une remarque essentielle eslqne toute singularltc y. = m(n) de c 
est une integrale de ( 1 ). Car, ou bien r est infini en /??, ou bien c y esl 
indelermine, ou bien ^ a une limite unique, mats n’est point iiniforme 
ail voisinage de m, Dans ces divers cas, les equations respectives - = o, 
r = C ( quelle que soil la constante C), — ^2 = 0 { si .-i et sont deux 

determinations de z swL‘changeant aulour de m ) admettent pour solu- 
tion [A = m(v ), rendant constant une integrale de (2 ), est une inte- 
grale dc ( 1 ). 

» On a done, si m est variable, — = — — — » ou encore m = 1 , 

^ av vi m -h p ) ’ 

mz:= — I ; ou enfin ?>? = ac, Tequation (i) admettant rintegrale }jl= 20, 
en ce sens que P^quation en pi, = i admet riiit 6 grale pi = 0. 

» Les principes, nous fournissanl la solution complete dii problSmc 
pose, sont les suiviinls : 

)> I® Si dans l’(Squation (i) on pose p.= 4’ cl que Ton sc donuo 

»l(vo) 0, 


on constate quo r,v lend vors si e lend vers zdro. De la cclle rfigle : 
Ze terms preponderant dans i Cou dans logi, ou dans toute fonction 
de s), pour les grandes t^aleurs de p, doit Stre une fonction de p?' 
seuleiiient, c’csl-a-dire doit dtre invariable, si petvvarients6pai’^ment, 
leur prodnit rcslanl constant. 

» 2 ® Chacune des valeurs i, — i, oo de p, 6tant uuc integrale de (i), 
devra ou bien itre singulUre pour ou bien donner A .s(p, v) une 
%'aleur constante. 

» En, pavticulier, si z est r6gulicr ft I’inlini, il admetti’a pour les 
grandes valeurs dc p un dftvcloppemenl tel que C+ ~ 


G fttani constant. 

» 3® 7'oul sf'i'o dtantregulier^zzz ^ rend z constant. Car, 

imntilant. par hypotbdse^> U annule aus&i~> d’aprfts I’equalion ( 2 ). 
On a done z{b^v) = const. 

w 4* !»■ = — ? w’fttant pas une solution de (i) (on excepte les cas 

• * * dx, ' d* 

banals p =s: ± 1 ), p est un point rftgulier d? — ot dc sans annuler 
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i\ la fois les deux fonctions. Done, — p est un zero simple el reguUer 
de p-- 

» 5 ° Si, [A sc deplagant autour d’un ou plusieurs poinls singuliers, 
ol revenanta son point de depart, i 6prouvc une substitution pz-\-q, 
oi'i p cl q sont independants de p, /) et <7 seront aussi indepcndanls do i’, 
done constants. 

» A unc rotation de p. aulour du point correspond, dans Ics trois 
cas, une substitution du type precedent, avec (i 6lant le 

nonibre imaginaire habituelj. Done, tous les eoeposants a* sont 
constants; q est nul dans le premier cas, mais non point dans les deux 
aulres. 

w 6“ Dans Ic trolsicme type de ;, si m est unp6le d’ordre r, (iniou 
infini dc R(pj, chacune des r va/eurs liinites Jinks possibles de 
quand p lend rectilignement vers n?, estconstante. 

u On montre, sans aucun calcul d’idcnliRculion, qucles six caiOgorios 
do conditions t'numerecs sont suffisantes pour qu’une function z dc I’un 
des trois types poses donne un quotient — ^ 

( Dknjoy, Comptes rendus Ac. Sc., 1917). 

» Nous aliens appliquer les principcs precedents a I’dludc successive! 
des trois types de, j. 

» Exemples du premier type. — L’intdgrale giindralc est 
I = Ai(v)(f* — «,)/’!.. .((* — <?«)/’»= const., 

Ics p,,.. .,pn dtant constants, les inconnucs sont A, , Ics a et p. 

» Appliquons succcssivemcnt les qualrc premidres conditions : 

» i® A| ( V ) = Si 


Pi+Pi-^. -!-/>«= 0, /Ji«i -t-.. o, 

/Jiaf A o, 

un a 

H'-T-A'-tT 


* * A 

cl logs commence par 

o 1 /nu/B 

n 

» Done, A = ^, C dtant une constanle. D'aillcurs, d’aprds 


<>log^ 

0 ,x 




Pi 


(l* + p)P(it) 


'!* — «» (j* — 

f’(p,) etani un polynome, m est auplus dgal aVi — 2. 


1 


0, 
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•» 2** c(oo, r) el aussi lo}»::('oc, v) sont independants de On a, 
crantre paii, 

zii,v}==vri+ ^ ai)Pi. .( I — Co 

( — l)/>ih 11)= W»i+ +/'«(!+ — Co, 

Ics valcurs nulles cii infinies de el C'o signifianL que, respecthcment. 
I et - - I sonl parmi Ics a. 

» 3" =0 

«i4-p «;z4-p 

» Soil V ), ua zero quclconque de P(p. ). On a 

— ..{bu---an)Pn:=, Ca, 


les C elaiil consLants. 

» On verilie que, dans lous les cas, il existe autant de relations qne 
(I’inconnues. Si P(p) possedc son degre maximum n — 2, nous avons 
Line solution comporLanl 2n conslantes arbitraires (les Q et les 
ou 2/1 — \ consLanLcs ind^pendanles (les rapports des pj, inlervcnanl 
seuls). 

» Le cas particulier le plus rcmarquable, par la disparilion des equa- 
tions du second cl du quatrienie groupe, esl cclui oil i et — i sonl 


dz 


parmi les «a cl ou — p csl Ic sciil z6ro fini el r^gulier de 

» Ou a alocM le sysle.me suivanl d’oquauons, dont la premiere s'obtient 
oil faisaiil [a : o dans les deux expressions do cof [a ) : 


’j" f P\ Pn \ 

,0 ■= -p* Pn-^’^ j J 

Pi -4- />! •+ • • .-1-p/i "» P/n-i*"P»+a= Uj 

pi <7i • -4“ P/t -f- p«-t i -h p«-f-4 = 0-. 

pia'I ‘ + i + 

pia'l +...H-/>n«J5 -^Pn+l-^{~>y‘Pa+t= 


uvee l’inl<Sgralc g6n6ralc 

( 1* -+- }/'i. ..( |i 4- a« )/'•([*. + 1 )/’"•>( [* — iV’"'-* = const. 

)) Faisant n 2 dans ces demiSres formules, nous trouvons Ic 
premier exemple de Siacci (240 ) : 


p =5 Ku v/am -t- v*4- V*), 



5o4 

avec 
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^1 = *) i>J = — />»= -(P— Pk™ ' • C=7>?|^. 


„ \/-7»n- „p \/‘im 4- iTs 

•Cfi = Bm 9 = dG sr > 

old pv 


a et ^ ^tant les racines de I’^quation 

(I3*/n* — i^w*-t-aAme.> = o, 

supposue dou^e dc racines i) et disllncles [(A®— i ]. 

» Dans ces cas exceptionnels, le produii («( — aa)(,aj — offl® — i) 
est nul. On constate, en donnanl k A, B, //? des valcura infininicul voi- 
sines des valeurs critiques, et en mullipjiant, s'il le faut, Ics pi cl C par 
nn m^me facteur convenable, que le second facleur de s cst rcniplacc 
rial T r 

par un autre tel que «**“*, ou ou e^~'\ ce qui nous conduit an 

type de z. 

» Dans le second exeinple de M. Ouivet (_2il ), ^ n’a encore d’anlre 

z6ro que — p, et poss6de trois pdles simples dislincls de i cl dc — i. 
Alors 

fi t* + p Pi Pi _rj_ ^ 

rfj* — a)((i — A} (|i — c) ft — a ,u — 6 (jt—e 

On a les conditions 

, c 

(i — a)/’‘(r — — c)/’«sB n#, 

, (i + a)P«(i+-6y’«(i -Hcytss: C'#, 

p = o(p, Jc •+-/>tca -t-pjai), 

a •=pilog( Jl— a) +;BjtlOg(pi ■— 6) H-Pilogf f» — c) sa COlISl. 

qui resolvent le probldme quelles que soient les constautes />f, ot 
non pas seulcment moyennant des relations partiouli6rcs v^rifu'tos par 
elles. 

» Le troisUme exemple de M. Ouivet (242), conduisant si (iti = «», 
a une inl^grale g^n^rale du tyjie 


(«» — v)«( w + «)?(«» — 5) Bs coast. 
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oil 2^ est uue fonction inconnue de t', s’Slucide entierement aiusi. Soil : 


s = l-a+PH-l(f,_l)oc([* + i;P^,jt_ l), 


dloRs , . a 
= _ 




• 4 - 


Ona 

d’oil 

(I) 


{A — I fl + l ■ ? , , 

f*—- (f^* 


I fg4- P-<-l)fn-4-p)(tA — b) 




. “ V 

K _ p»— r 

V (a-hP)p4- a — fi’ 

(a— PHa + P+Op-t-f«— P)*+* + ? 

If — “• < . n . \ 0 . ft V * 


(a 4- P 4- 1) (a -h pp H- a — P) 


<2) 

On <}cril 

(3) w*+p4-‘(5 — i)*(6 4-i)P^6 — 1 )“*^ (Cconstantearbitraire). 


» M. Ouhet irouve I’^quation difltei'cntiellc en ^ ct la r<5soat moyen- 
nanl cerlaincs relalions enlir a el p. En r6alit(^, Ics variables ^tants^pa- 
rees, l’lnl6gration do colic Equation cst toujnurs (Jvidcnle. 

» Si a + ® + I = o, on osl dans Ic cas de d6g6n6rescencc, pour n = i . 
On a 


«(p) = 


P4-t 


a- 

‘ V 




d’oil 


,p+5_£ 

^ V 


et 






C(tA + p) 


l>*(fA*-0 ((•*-§) 
= -.*+p-’^. 


4 ^, liualomenL, p = tiv -{-b, a Qlb dtanl deux constantes arbitraircs, si C 
ol P — a le sonl. 

» ExempUs du second type. — l/inldgrale g^ndralc de (i) cst 

i((x, v)s!A|(v) f (pi +-p)(fJi — ai»)*»dtt4-6i(w), 

‘V. 

los ai dtanl constants. 

» Nous rappelons les conditions g^ndrales enonc^es plus haul par 
lours numdros d’ordre. 

» I* On a toujoiirs A.a{v)=rv^', avec A- = ai 4- • ■ .d-aBH-*; 
si Ar 4* > < O 7 00 , o. 
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» Si A- 4- 1 >0, [Xo est fini, et pour A* =— i , 6(1;) est d6temm6 par la 
. couditlon quo, pour p tr^s grand, i se devcloppe ainsi : 

At 

i = Iogjjit)-i-G-l 2 -+... (G constant). 

On peut encore 6crirc dans le mdme cas ( A = — i) : 


0 elant ime fonction arbitraire dc v. 

» 2® SI I et — I ne sont point parmx les points singuliors de 

nous devonsecrire que 1’ expression de z prend les valours conslantes C,,, 
( 3 J, pour (Ji = I , [A = — i . 

)) 3 ‘**EIle prend une valeur Q pour p. = a/, si oli est un entier posit!/, 
» 4 "" Soil am un point singulier de ~ Si nous dficrivons de po? 
le sens direct, un lacetX(am) ou entourantlcsciil point singulier 

et revenant d son point de depart, si nous inl^grons ~ lolongdecolaccU 

(/|X 

la variation de a obtenue est un certain nombre <{«,„. 

» Si a„, est un p6le de|^(a», entier nSgatif), on a Am " 

OjX 


6tant le r^sidu de en e’est-A-dire Ic coefdcient d<' 

dans le dAveloppement de ^ autour dc R^ est constant, 

)) En particulier, si ^ — i , on a 


1 


|A — dm 


» Si am est un point critique dc ^ (am non entier), la rotation de jx 
autour de dans le sens direct rcmplacc * par 

Done ehacun des nombres g,„= — ® constant. 

» Soit h le nombre des enti^rs m tels que oe soil pas entier posi- 
lif. Les differences (5'm—</r)(i — «*'*“")(«— sonl des fonc- 
lions flm,. des coefficients a^, ...,an. Toutes satisfont, rclativement a 
cliacun d’eux, d une dquation diffdventielle linSaire d’ordro A i au plus, 
les coefficients de ces Equations ctant rationnels en a,,...,a«. TouUt 
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iiUcgrai(‘ do eo Aysteme d'c^quations (et il y a A — i inti^gralcs dis- 
linote.s ) doil <)trc ^gal^c a une ronstante. 

j> 11 csl bon d’obsen’er que le lacct X('« i partaut de [Ao pour y 
r«‘\ cnir el cnglobanl tous les points critiques a„ ii son intdrieur, peul se 
decomposer eii la succession des Done la variation que s 6prouve 
rvenluclleincnl lelong do 3>( x ► nous donne uno relation susceptible de 
i'<‘mplacer I’unc des prcc^dentes, mais sans dtre dislincte de leur 
(>nsemble. 

» Solon 1<‘ noinbre do points critiques de nous examinons suc- 
oossi\<‘ra«'nl jdusleiirs cas. 

» A. Pfts (le point critique. — ^ esl rationnel en p, avee des 
(I’ordrc a au moins, ou une partie enti^rc, alin que i ne soil pas du 
j>romior type. On poul se donnov a priori : 



- -- [ J -+■ 1 + , . . -4- ^*0 4- 


Cl. Si 


Cl, Xt— I 




({*.— »i)‘« ([* — 


i«'s p; (’‘taut constants ol les n 6lant des fonedons inconnucs de r. 

On idonllfio 4- avor 

ti’j 

t*ft*)(t*-i-P) 




l\p) claul un pnlyuoinc. Ou peul sc donner arbitraircmenl I’cntier n, 

les cnlicrs .V|,. . Ic dcgr6 m de I’fp) el les constanles p. Lc premier 

ooofliclonl d<‘ I*(p ) sera idors Co™'*"*"'**”- ••"•“"j on (Scrira que toules les 

racin(‘s do I *(p )—-.(> siibsliludes & p dans rendent s constant, ainsi 

quo p t, ol p_:- — I [i( ct s{— *-i) pouvant fitre infinis]. On pourra 

obtenir p on fuisanl p-- o dans les deux expressions de 

)) Lo cas 1(‘ plus remarqnublc est celui pi P(p) est inddpendant dep^ 

ol oi'i 1 cl - 1 Hg'urent parmi les a„. Les liquations d’idcntiiication des 

deux expressions dc ^ donnent alors toutus les inconnucs c/j, a (les a 
* 

(Sip, p, sbttt nuJs). 

I) JUxemple ’ ^ ® deux incounnes, p ei si a ^ i , 

line sciik ineonnno p si a —* :ir i . Nous dcrirons 
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avec [Ao = — I, si a + I ^o, [Ao= i, si « ==:— i. On trouvc : 

D constant;: 


<Vou p, si a = ± I , ct, cn outre, si i , 


d’ou 



-Hi 

1 



dix 


Co ; 


e f* —i' * . P 

, a^ec p= or. 

e -hi 


» G’estle premier exemple de M. Ouivet (242) dont rcqualion (‘Si. 
inoyennant une condition impos^e a p, 


ds 


-h ks^ 


■ v(i— p*) dv = 0 , 


<in posant s = — — ^ — - » 

^ v(ix^p) 

» En egalantd dz le premier membre de T^qiiulion de M. Ouivi'l, on 
a immediatement Fexpression ci-dcssus dc 


» B. C/n seal point critique, — C’est la forme 

j n 

^ (|A — ?)«({x-hp)([x — «,)«*.. .(fx - an)^nl[u, 

Ko 

avcc A: = aH-a, + ... + a, 2 , Ics a/ (mais non pas a) ctaiil dcs entiem 
positifs ou negatifs que Fon pcut se donncr. 

» Si A 4 - 1 <* o, on fait [a^ = oc . Si A + 1 o, ct si Fun des a< csl posi- 
lif, ou si I, — I ne sont point supposes parmi Ics at a exposaiits nejjfii- 
lifs, ou si a ]> — i , on peut prendre p = a/, ou ^ i , ou r- — i , ou -*= v 
On voit ais^ment que Fune au moms de ces hypolbi^scs csl vorifidc. 

» On a n + 2 ihconnues, les <ar|, p, JJ. A tout <7/ d^cxposant ndgatif, 
correspond la condition des r6sidus. A tout a/d’expo^nl jiosilif, corres- 
pond la condition = c/. t^nfin, on dcrit 


r(l,v)= Co, a(— 

* > 

On a ainsi n + a conditions. 

» Supposons, par exemple, que ^ n’aitd’autrez^ro rd^licrquc — p, 
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el que tons sos pdles soicnt simples. On a 

'¥ ' \(^ — «! (* — «<»/ (|i — — Oa) 

pi , . ..fPn, C ^tant dcs constantes, on a 

ei(«i— = .... eii(n«— 0* = P.«; 


el si A„ — c,o’"-|-... -J-Caa"', A,= o pour 7» = o, i, 

<*t A„_j--(>«+a-", 


( I Vi— 1 1»« -a-2 

?= 75 ai«2. 



rt — Hf 


Oil a la aiilaul d'uquatlons quc d'inconiiues si Ton suppose quc i et — i 
sonl punui Ics of,*. 

» On a, par cxcmple : 

iz=v* f (ii — Z}at^d}X. 

•'fit r 

_« 

e(i — !:i(n- p;*= G et 0(1+;) (t — p)*- C'; 
d’oil el p. ^ 

i> C. /}eu.r points critiques. -- On a 
-=/ (i^ - 


[ty (ilaul ulioisi parini les nouihres ao , ^1, i, — i oulcszdi'OsdcR(p)^ 
qui esl ralionnel on p. 

» Si, [>our p inlini, llC p) esl tl’ordrc m, posilif ou n^galif, sa panic 
princi[>ale. hcra p"'. 

)> \lUX (^qnalioiis du eas’B s’en ajoulc un aulre = const. Mul- 

liplits par (i — ^ esl I’int^grale de^prise le long 

{I’un conlour sc croisanl lui-m6me en p^, enlouranl les poinls singuliers 
Cs, parcouru dnux fois, mais en passaul en cheque point avec 

dcs sens diflifircnis les (huix fois. I*tmr ^valuer y <l^com- 

poseIi(p} on tiloments simples A(p) et la p6riodc ^ estla somnie 

(les pc'riodcs ^(A), la dilernunalion do ( p — iJi — p)P, dans chacun 
dcs dldmcnts A, tslant sup{>o.s4c la mdinc en tout point du double contour. 

» I* Saohant quc y[fP“'(i •— 1)<^* '| [qui coincide, si p ci (/ soul 
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positifs nsecj' — vaul (T oM la fonclion 

inierpolanl les factorielles ), on a, si E(}i ) esl la panic enlicrc dc ll( ja) : 


cfr.u — Si)“(Ss- 

\ •>. / r(a-+-p-Hn 

(a -h i) (a-f-/?) 


X 


i’l 


[ ( a -1- p -r 1 ) • . . ( 25 fi *+"7^ "+” I 




Ainsi, pour 

I (14* {j)“((JL — 1)?( fJt-4- 

20, — r ou I), 

on Lrouve 

ftHl « 4- 1 \ 

\ a ’^a 4 -p 4 -‘>/ 


< a 4- P 4- a 


a 

— , 


oi, 


— 1— y 

a etanl iiirc consUiule, el en posanl +•>.),//> » 

il rcsle p = b (premiere forme dc d’Al(‘mb(»rl ) (239). Kn faihaiU 
dans ccLtc formulc 


, 0,0 J Q 

azss 1 -./,, fi-as= ‘Ar, 

71 


(foil 


0(\ 


— I 

/i* 




el en faisanl lendre n \crs zero, on obliciil la troisicfna fornte (1(‘ 
d’ Alembert p = 2 Clog a -1- X’, avee I’inlegrale g(5n<:ralc 



( I + — |A)“‘ |A + X. - 4 - 'iC logi')</fJi — (’onst. 


< 1^0 


o«: -I- 1 1 . 


» 2 " l^our los poriotles dc la ^iarlic fraclionnuii'c dc I1 (|a). il siilTil 
d’avoir 

® ^^ 7 )4 1 ’ ~ ^ j -- */■’ cnlicr [jositi^ii uiil 1 . 


B Si p > o, ¥p{a ) =-- ^ I^'aillcurs, Kb(«) salksltui cu a uuuc 

4(}uation linSaire du second ordre facile a former (ro/r Pic mid. Tv<nl<‘ 
d’ Analyse, t. HI) el admettant pour inlcgrale particuU6rc Ic rcsid^ii cn a 
de la fonction sons le signe », soil (a~^i )*(^ 2 — <t)^‘ Posoiis 




CAS d’istegratios des Equations db la balistiqie. 
» Si la panic fractionnaire de R( jA ) est 


1 = n /> = .v, 

2 2 

1 = 1 7)=:1 


{ Ut — <7^ ’ 


la j^^riode correspondante est 


22 

/r=l 7> = 1 




Q/'-i 


( at I. 


5 ii 


Ajoutee a la poriodc fournie par E([ji),' elle doit doiiiier une somme 
consLanle. 

» On a des cas parLiciillcrs simples eii supposaiit quo - - p est Ic seul 
zero dc R(p.), que i, — i, sonl parmi les singulariLes de^> el entin, 

, V j* 

si les poles dc R( p-j out un ordrc an moins egal a a, que Icurs residiis 
sont mils. On ohtlenL alors des fonctions p dependant de trois cons- 
tanlcs arbilraircs ( ou de deux, si a + p * 2/1 4- 1 = <>) el dont les plus 
simples ( JJ, = 1 : i, — h le pule etanl doable) sent cclles de 

d’Al(mil)ert : b + et a e j 4- b log e H- c\ les conslantes 

/>, c, n dans le premier cas, a, c dans le second elaul liecs par une 
I'olalioii. 

R C'esl dans ec eas (] qu(i rcnlrenl b^s quatrieme cL einquieme exempies 
dc SiacTi (4'il). R([jl) a deux poles qui sont i (5l — 1 , Tun et rautr(‘ 
simples. H([jl) x^a (FaiUre zero que — p. (Daiislc qiialrieme exempb*, 
ou a a-- f5, oc (|ui ue simplilie pas sensiblcmeut les resulLals; dans 1(‘ 
ein({uieine, a J (3 - - o, cas de degeiierescence d(* la fonclion generale.; 

» On a done 


inoyeiuinnt 

ii*+P(i — ?i i)Po + p;-= 

r"' 

‘■•i. «>?(»’) ■/ 


a 




jij,, C (Haul d(!8 conslanlcs arbilruiros. 
» Si aH-^=: t), posanl 

?«(«')»( 


I-+- u 



5ii 


CBVP. I. — DB Ii’lNT^GBATlON DBS iQVATlOKS DB LA BAUSTIQDE. 

on remplace la demi^re Equation par celle-ci : 


plog[w(5i— Cl t] ^Plto 




Ces conditions resolvent dans toute sa gdneralile le probldmc pose par 
Siacci dans ce passage de son Mdmoire ( 241 }• 

» D. Trois points critiques. — G’est Ic cas du Iroisidmc excinpl<^ (!<? 
Siacci correspondant & rintegrale generalc 


Jr^ 

] ([-H — fjt — a)Yf[Jt -H 

avec 00, — 1, i ou a. II y a deux inconnucs a oL p. 
» Si G(a) est une periode^dc 


f ( 1 4- — fJt)P{ fA — u jY+i d[A, 

i a pour pdriodc 

v*+P+Y+* j^G(a) -f- G'{ n )J . 

G satisfait & rdqualion 

V 

(a*— nG'(a) — a]G'(^) 

H- (Y*+-i)(a-+- P 4- Y -J- 5 )G(rt ) -5 0. 


G se raltache facilcment k la fonction hyporgeomelrique. Si (J, (ji (Ij 
sontdeux intdgrales dislinctes de Tequation en G(a), on doit avoir 

y 1 

• Gj( Of ; -H ^ Gj ( Of ) =s 

Y ■+■ i , 

Pi et Pi 6tanl deux constanies. 

» Si a4-P + Y + a = o, les deux Equations priSc^dcntos sc coii- 
fondent. On posera ')'= — a — oc — P + 8, ct I’on remplaecra la scrimdc 
par une combinaison des deux convenublement choisic el Icndantvcis 
une expression limile pour s =: o. 

» E Temples du troisibme type. — Les deuxl6rae, septidino «t 
sixieme cxemples de Siacci (241) apparliennent 4 6e tjrpc el correspon- 
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iloiil rospectivcmont aux formes : 


1 A] ) 

' = Aji a) 1 

u -h IX |2i( I — |ji 

( Hi > 

' J 


(Cl 1 

i Aj (' a » i 

/•fX 

f e-< v'rj—n * y- . 


I — fi 


5i*J 


r (jianl constant cL positif. I jC nombre d’inconnues esL respeclIvcmcaL 2 , H 
el 

M Pour 1(» eas i A , ) si Ton (l6signe par G( iv) la variation do 



— |Ji i®(i — »J d[i.y 


stir im lacel Lssu d(‘ — oc et y revenant apres avoir Lourn6 aiiLour dc i 
oil <Ic -- I, on a 

— f a-H p -+■ )G'( «») 4- i tv -+• 3 — a )Gi tv » =• o; 

(ii ct (jji (itaut (Icux inl(3gi'alcs distincles dc cette equation, Ics con- 
(Uiions resohantle probl^me soul : 

Aat a ) [pGiU'U I — GJl ca )] == 

A3I V ) [pGitca I - G^lca i| />t, 


pi ol/)a elanl deux conslanLes arbitrairos; d’oCi 

PtG\^PiG^ 

^ jPiGi— * 

p (isl done In doriv6c logarithmique d’une int^grale quelconque dc 
l’<'‘(jiialion cn G- Lcs d^veloppenients des fonctions G se d^duisent 
ajisdmcnl dc la fonction hypcrgdomelrique et sent d'onnfis par Siacci. , 
a Dans le cas ), la condition des i;i§sidQ5^donne 


Ajf I 4- p)!!-!- srea/?l 

As! P — 0 « 2pn 


(pi et pt constants). 

» Si /; ( (V ) cst la variation) sur un lacet is.su de — • 00 pour y revenir, do 
I’inl^gralc y 


^ dt, on trouve 


t 

Go:* 


/' 




(A: et A'l constants'); 


p, aiURBOiriftRif, fona i« . 


- 83 
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d'oii, pour la p^riode correspondanle de i, la condition 


g— tv ^-tv 


Constance arbitrairc i. 


» Si /> est un entier n^gatif, cette demifire condition, immcdialenK'nl 
resoluble, exprime que le r^sidu de ^ en -a cst constant. 

» Dans le cas (C, ), la condition des rcsidus donne encore 

« 

-H p =s 2ptf 
p — I ) = 2/?j. 

» II faul ensuite utiliser la condition (6®) de la theorie g6n6ralc, <;l 
exprimer que la valeur limite de z pour [ji = + oo ; done Pinlegrale 


/: 


g-o# !*-«)* iilLLrfu 

£ — (JL^ ^ 


cst constante. 

» On pose 

HU)= / rda, d’oCi cj, 

•.L.0O * ^ 0 ^ 

(les valeurs des constantes c® et c, nous 6tant indiffdrcnlcs). La con- 
dition cherch'de est 

I e‘'dt + pi I e-''at=pi. 

0 *^0 


» Conclusions. — Ainsi se trouvent rcsolus, dans loulc Icur gdne- 
ralitd, les divers probldmes dc determination de fonclions p(i’), posds 
par les gdomdlres qui, avant M. Drach, se sont occopes d’inldgrtjr 
I’dqaation (i). Le lecteur a pu observer la puissance dc la ntdthude do 
de M. Dracb, I’unitd et I’ordre sjstdmatiquc introduits par die dans un 
sujet oti les cbercheurs prdeddents, guidds par la seule ingdniositd, 
devaient leur succds ^ des artifices parfois trds dloignds des raisons 
essentielles des fails. 

» 11 est cependant juste de rendre hommage au profond sens mallid- 
luatique de Siacci, qui a eu I’intuition de chacune des trois formes pos- 
sibles de I’intdgrale gdndrale. 

» ^ous ferons encore . observer que ce probldme dminemment pra- 
tique : « Oblenir loutes les expressions de la rdsistance dc I’air, rendanl 
integrable par quadrature I’dqualion dc la Balislique Extdrieure », ce 
probldmc trouve sa solution totalc el relalivemenl simple dans I’appli- 
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cation des rcsullats fondamentaux de la throne desfonctionsdc\ai‘iaLle 
complexe. Grdce & elle, les iut^grales premieres, resolvant entidremenl 
la question, se justifient en toule simplicity. Et I’on n'aper^oit gudec 
par quel dyiour il serait possible de s’adranchir de la considyration 
des imaginaires, myme en perdant le b6nyfice des explications rapides 
el parfaitement satisfaisanles qu’ellcs nous fournissenl. A cet ^gard, 
la d<Vouvcrte de M. Dracli parait insciure Sl J’aclif de I’Analyse 
des variables complexes, un tr^s reniarquable succys d'utilisalion 
pratique. « (Denjoy.) 

244. Pxobiyme de M.*Denjoy. - - « l*aruii les fonctions p ( oblenucs 
dans les pages pi'yccdcntes, il con\iendrail d(* rolenir uniquement, 
eomme se rapprochant seules de la fonclion expyrimentale, celles qui 
.salisfonl aux conditions suivantes : i® po') esl posilif; a* p0>^ est 

croissant a^ee r, 3“ cl 'f® lend vers unc limile non nulle d'une part 

pour 0 = 0 , d'autre part pour o inrmi; 5® pf o ) doil contenir en factcur 

line constanic arbitiaire. 

< 

» Cello, dernifirc condition rOsullc de ce quo p( v) csl Ic quotient de 
la rc'sistuucc dc I'air par le poids du projectile. La premidre tbnclion ue 
(lypondanl quo do la forme exU^'Iourc de ce dernier, pour deux pi’ojqr:- 
lilos dc myme forme, mais dc masses difl'yrcnlos, p( v) seramodiliy, quel 
que soil 0 , dans lu rapport de ces ma.sses. Bien enlendu, nousadinctloa.S' 
ainsi I’hjpoLhyse prdliminaire i\ recriturc de l’('*qualion (i^, savoir que 
la rysislance dc Fair possyde unc rysultanle dc translation umgente it la 
irajccloire du centre de gravity, et nc dypimdanl que dc la forme 0x1(5- 
rieui'C du projectile. 

» Sur les irois parties du probl<5iuc pos(5, il est aisi'i’ de donn((r lu 
solution d(‘s deux premieres. 

» On a vu priicydcmmcnt quo, si >( p, r) ■- const, csl I'intygralc gyn(5-' 
rdle do I’ltquation 

les 'singularit(‘s dc|^~> rclalivcmcnt it la variable coiuplexc p, sonldc-s 
intygralos dc I’yqualion (i). D’oit la nOccssiiy d’<5tudicr I’aHui’e d’liuti 
solution de ( i; pour les petites et pour les graude.< valcurs positirex 
de V. 

1. PetUes raleu’rs de u. ■■ Couvenons dc dire que ^{(’) est du type 
"normal h I’origine, si <f{n ) ddcroU co/Uintiinent ii s4ro simultane- 
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unent ctvec r. On, aionlrc cjue, sous celtc seule condition, le produit [ao 
lend^ pourv — o. vers line liinite (reelle ou coaiplexc) «o« nulle^ 

sauf dans Ic cas ;a2=:i. De plus, la valcuv limilc | caracleriso I’inti:- 
j^ialc [L, en ce sens qu’a deux-inlc'grales y i, [^2 dislinctcs, coiTespond(*al 
d*’ux valours liniilos — > — diff§renles. Le changeinonl de variable 




donae requalion 


H bO met sous la forme 

( ‘^ ) ^^ = -f- A2T • *"+" 4- . . . , 

. \ 


la sdrie 6lant convergenle quel que soil y donne, jiourvu ([uo v soil 
iissoz petit; /j,„ nul avcc v pour loule valeur dc n, csl de ror<lrc.d<! r", 
si n est pair, d’un ordre (lu plus egal i celui de i'"o, si n csl impair. G* 
dcSveloppcriienl ne convient ni a Tune ni tt I'aulrc des iul^gralc.s 


ll as li*i = 71—1 odiK 

u — ^ f 

t t/Q 

Jo 


correspondant respectivement a ja-= i el 4 {a -- — i. 

» Si la fonction oi 0 ) rend en outre I’equalion f i ) iuldgralde par qua- 
dratures, nous savons que I’on a 


^ = ( (i — fl, j/>. ( ii — aj )/'j . . . 

. 

R(n) 6tant ratlonnel en p., ou parcillement, i — const, clanij I’inldgralo 
generate de ( 2 ) : • * 

ihi ~ ^ • • I « — « — ,<{'1 f "*' ( M —• ) P » 


P/i+t ct p„+i pou\ant 6lre nuls. 

» R# ( «) poss6dc, au voisinage de cliacune de ses singularitCs polairos a,-, 
II a dtivcloppement tel que 
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b\ q esl Tordrc du p6lo u, , el si ^ esl la valeur do Uj pour r o. Lcs X, ,,, 

sont des conslantes quelconques. Si R„ ( u ) aune parlie enlicre de dcgre 
les tcrmes correspondants formcnL line sommc 


m 


^ olant la \aleur do Uq pour r ='o. 

» Lcs coefficients de la decomposition en fraction simple dcRponrlos 
poles n, et oo sonl Ions finis et aisement d^vcloppables a Taidc des //;, 
cl de H|, pour lcs polites valeurs de lcs y,. 6tanL donnes. 

» Au conlrcalre, les coefficients des parlies princl})alcs rclalivcs aux 

poles u = 'F I et 1 / = sent Infiniment grands a\ ec ^ - 

» Si Ton I'emplace, dans z(u^ v)^ u par Texpression ; dcvienl 
une fonclion de y ct dc r, constante toutes les fois que'y I’cstelle-m^mc, 
puisque touie valeur constante dc y definit une inlegralc u dc I’cqua- 
lion ( o, ). Done, i, apres cetie substitution, esl independant de t*, ct il 

<'n esl evidemment dc mfime dc ^ — 

()y Ou 

aisement suivaut lcs puissances croissanles dc y, T*ous les coejfficients 
de cc de^'cloppement doivent eire indepeadanU de ?\ On aboiuilfacd- 
lenient ii la conidusion suivante : 

Les seules formes de^powant donner anr fonctioii o{v) du 
lype normal A Porigine sont ^ 


<7- 

f Or, logg;^se dcvcloppc 


/— 

fhx 






ci*-‘ 


dtant r^ffulier pour {x — ± r, el lu somme C| + <A dtanl finie 
pour V -- - 0 ^tandis que C| el sonl, soil idenliquomenl mds, soil infi- 
niment grands avee 

» A. Si Ct el d\ ne sonl pas nufs^ a(r), s' ii e.st normal^ rst d'ordre. 
entier impair au moins 4gal d 3. 

>v B. Si Cl el di sent nuls, y(n), s' il esl du type normal^ esl d'ordre 
enlkr impair posit if : i^'quand a <' « ; a" quitnd a/x — i a • ay^ + J , 
et quand les coefficients Aj, Aj , . . lap ne sonl jtas nuis. 
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;> Si a €$t an entier impair 2y>4- 1, et si A.2, A ,, Kp sonl nrilsy 
©( V ), 5 7 / est da type normal^ est da mime ordre cjue 

Si p — i <7 si les coe^fficients Aj, . . . , Ao^, sont nuh\ 

0(^1' ), sHl est dll type normal^ sera soil de Vordre a en soil d'un 
ordre entier impair superieur d a. 

» Une consequence de ces resultats est la suivantc : il est impos- 
sible, si o n*est pas infiniment petit d' ordre entier impair^ que i 

ct — 1 soient points rcguliers ni poles simples de ~ Onn’a done pas, 
dans cc cas, d’int^grale generale du ijpe 




S/),log( f-t — a, »-i-(logu)S/)/= const. 
V S pt ( ;ji — «! )/^i . . . ( [ji — art i/'« = const. 


» Enfm, la proposition suivante resulte immediatemenl dc reiioiK'.e 
}*6ti(3rat : 

Sl tend vers une limite pour v = o, x et — i sont des pdles 
floubles de ^ el Von a de plus la relation ^ 

Ai Yt*“> • . Xj.i-f-. . X] ri = o, 

ot^ les notations employees ont 6te definles plus haul. Lcs K.p sont (Ver- 
laines sommes de lermes Xr./j/y*. 

» IL Grandes valeurs de v. — • Nous considcrcrons f{ r ) coinmc 
t^tanl du tyj}e norz/ml poue les grandes valeurs positives de r, si ip(r), 
conliiLu et croissant i partir d’unc ccrtainc valeur Vq positive de est 

lei quo / — ait tin sens. 

dv, V® 

-> On montre alors que tonte int&gralefiniede{\)^ distincle de i H 
dc I, tend, pour i>i=,oo, vers une limite qui id est ni i, ni - i, 
ni — 00 , ct dont Ja valeur caracl6rise] cetlc int6grale. Uno nnaljse 
simple conduit A I’Anoncc suivanl : 

*> Pour que o{v) soil du type normal pour v injini, il Jfaul 
qae R((a) n’admette pas le pdle ^ -=oc et que la som 'me des expo- 
sants Pi p„ soil in/erieiire it — a', A tors f{v) est d 'ordre 

— f/Ji H- . . . -4- % ). 


» b^ii particufier, si tend verS utiQ limite pour r injini, la 
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somme des exposants des fctcteurs de ~ distincls iZe ft + s est 4gale 

f't — i. 

» En r^unissant les rusullats relatifs h v trds pelil et r tr^s graad, 
on aura la proposition suivante : 


« Pour fjue^^ tende rers line limite^ d'une part pour v = o, 
d autre part pour r = », ilfaut que Vintigrale ginerale de Vequct- 
tton (i) ( suppos^ti rSductible aux quadratures) soil de la forme 


— — fli ii*» ...I (* — ip» 

(i**-o* 


( fH- const., 


Il( p.) n'admettant pour pdles ni i, ni — i, ni x, et les condi- 
tions a“ — I 0, R(oo ) — o, /;i + . .. + /;„ = o, A2= o {voir I) etant 
en outre salis/aites., 

» Si R (p ) = 0, la condition Aa= o se r^duit &j!>, y, + . . . -p />«•'« s=so. 
I*ar suite, on ne peut I'cmplir les conditions de ^ avec deux 
iaclours ( p — «,)/’i(p — a, )/»« seulemcnt. Car il faudrail 

([’oft y, . ■ y„ ce qui esl impossible. » 


III. — LES INTfifiROMEmS BAUSTIQUES. . 

• !2i8. l/iaMgraphe Abdauk-AbaAano'wicz. — L'inl6gralipn graphique 
(lus ('‘quations de la Balisliquc peut s’entendre de deux famous : ou bicn. 


Fig. aaS. 



siiivanl les traces de la Ralisliquc graphique (167, 168 ), il s’agit sim- 
plement do quarrer dos courbes donnant (x, y, t ), qu’on aura cons- 
iruites lorsque I’bodographc aura rcsolu ou calculc; ou bien il s’agit 
dc riutdgration mdme de cci liodograpbe. 
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Pour le premier probl^me, le plus usite parmi ies apparcils employ 
par cei'lalns balisliciens, est Pintegraphe Abdaiik-x\.bakaiio\\icz doiil 
void une description sch^matique* 

Description. — Soil la courbe ( I ) repi't'seiilant la fonclion y 
el la courbe ( II ) repr^sentanty =/'( a? ) ou ^ — lauf’c. 

A rordonnSe j = PQ de la courbe (,1) correspond Tordon- 
n6e P'Q' = tangx de la courbe (II;. 

Le probl6nie que resoul I’intdgraphe esl le suivanl : Gnnnalssaul la 
courbe (II), tracer la courbe (I). 


Fig. 229. 



Comme presque tous les'int^graieurs, rihstrument possede cumdx^ 
organe principal une roulette munie d’un boi'd coupant, qui doit dderire 
et tracer la courbe inldgrale (1) quand I’appareil sc meul dans uwe 
certaine direction surle plan, tandis qu'une tige mousse est assujcllic & 
suivre la courbe (II). Sch6matiquemenl, I’intdgraphe sc compose d'uu 
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cadre AAoBB^, donl la hauteur BA est double de la largeur- La 
mediane CCo est dirigee suivant Faxc des t de la courbe ( II ) donnee cl 
I’on deplace le cadre parallelement h lui-m^mc. 

Une lige TT' passe toujours par le centre P du rectangle en coulis- 
sant cn cc point cl ia poinle mousse Mo de rexlrcmile T est sur Ic 
cdle AoBo-* Celle pointe Mq suit la courbe )-'=:= tang-r- Le pro- 

longement de la lige TT' esl une autre lige H qui coulisse egalenienl en 
passant par le point P et donl Pexlremit^ No se deplacc sur Ic cdtc Alt 
et porte la roulette coupante^ dont le 111 est dlrig^ suivant la 
droite MoNq. 

Cette roulclle dccrit la courbe inlegralc y =y I a? ce qui est e\idcnl , 
])uisquc Tangle CPNo, qui est celul do la courbe ( II*) au poini N,, avee 
Paxe Oj? est egal a Tangle MqPC = par liypothfise. 


Appliralion balistique. — On suppose Thodographe inlegrd par une 
in^lliode quelconque, e’estr-a-dire qii’on suppose Connue la relation enlrc 
r el 'tr. ' ' 


Pour avoir Tabscisse, par exemple, on pourrait employer la for- 
uuile .r= — ~ /n-c?? et construire la courbe en fonclion de 
mais, a cause des ('^cliellos, il vaiil murnx (MU|)lo\er la formiib^ equiva- 
Icnle (154), x— - construire, par suite, la courbe dific- 

rentielle ayanl pour ahscisse u el pour ordonnee • Pour >-, on 
<‘ini)loie la courbe .r "= / <‘l, |»our /, la courbe - k-—-; — 

* c \ V j cos ^ 


2i6. IntdgTomdtre balis^qaa de M. Paseal. — Get nppareil a pour 
objet d'inUigrer Vhodographe., courbe que M. Pascal met d’abord sous 
la forme snivanie : 

Soit l’(:quation diiTere&tieUe sotis fonne ordinaire 


on pose 
d’od 


. t' 1 sin ? -h — P( l») 
dw _ J fr ' 

Ch “"v COST 

8JnT = — Y ct i> ■= o'; 

COST <h = — dY cl s-s dX ; 


rfY 

dX 


I- Y^ 




par suite, il viont 
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Ceci pos6, I'int^grom^tre balisdque de M. Pascal est schenialiquo- 
meul dispose ainsi qu’il suit : 

Soil un cadre AA-oBBj dont la hauteur est double de lalargcur (oelie- 
ci peut fitrc supposee ^gale a Tunito). On maintient constamment la 
m^diane CCo dirigfie suivant I’axe dcs X. 


Fi^;. aSo. 



L’exlr<3nutd mousse Mo dc la tigc T, placde surle cdld AyBo, ddcrit la 
courbe ^ J que Ton trace d’avance et qui cslddlinie par la loi 

de rdsistance de I’air. 

L’autre extrdmitd Mj de la tige T ddciil ujue courbe diic dirertvice cl 
qui, ici, est la parabole X = i — Y®, rapporlde aux axes BjCoX. 

La tigc T osl articulde en Mo, pour que ce mouvemeni soil possible. 

La roulette coupante M, qui s§ ddplacc sur le c6l6 AB. a son fil 
perpendiculuire d la tigeT, grdce au paralldlogramme M/>/?i, oCi ppt csl 
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line glissiere sur T. D’autX’C part, M et M| sent maintenus paralleles a 
raxe des \ par une tige MM, articulee en M,. 

Dans CCS condiuon's, il est facile de voir que si Ton fait deplacer le 
(‘adre le long de Taxe des X, la rouleUe M decrira Thodographe. 

En cffeL, on a 

M 0 P = Mo Co + Co P = — F ( ) — Y 

( (]loP elanl negatif, a cause de la direction des Y positifs). 

D’aulre pai't, rinchnaison 9 de la roulette sur Taxe des X est ^gale a 
Tangle a\l, MqP; on a, par suite, 


tang 0 


MoP 


I-Y2 




C. Q, F. D. 


Remai'qae. — Le capitaine Platrier a indique un integromelre balis- 
lique de principe analogue a celui de M. Pascal, oxi la coui*be directricc 
c‘sl unc droile et oi'i la roulette coupante est paralldle i la tige T* 


Si7. Principe des integromStres balistiques k lame coupante^ — A 
jicu pres simultanement, ont etc publics deux Memoires sur des pro- 
cedcs d^nlcgration dc Thodographe a Taidcd^in instrument m^canique. 

Quoique Lres diflerents comme rfialisation, les deux precedes, donl 
Tun est du au colonel Jacob el Tautre au lieutenant-colonel Filloux, 
ulIliscnL des apparcils derives Ju planim^trc Prilz a lame coupante. 

Uiie tige porte une hachetlc tranchante a fll courbe, donl le plan est 
parallcJc a Taxe de la tige ; lorsqu’on proinenc la hachclte sur unefeuille 
(le papier, oii elie pen<>tre legfirement, comme clle ne peut sc mouvoir 
iransvcrsaleincnt au plan de son tranchant, celui-ci sc trouve loujours 
oriente suivanl la tangente i,la courbe d<5crite par le point de conlacl 
sur le papier. 

Si Ton doiine constamment k la tige une inclinaison, relativem^nt a 
Taxe des -sr, fonclion (^oimue des coordonn^cs du point de contact^^la 
hachcLt(‘ trace unc courbe dSfinie par son Equation dilT^rentielle du pre- 

luicr ordro ' 

Quoiqu’un lei inslnimcnt ne soil, sans aoute, susceptible que d’unc 
lr6s faible precision pratique, il est int^ressant d’exposer ici les 
1 ‘ccherches ingiinicuscs fiiites dans cette voic pour la solution du pro- 
hlSme balistiquc; quelques propri^les intdressantes de I’hodographe 
scront aiasi, de plus, miscs cu evidence. 
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Sii8. Int^grom^tre du lieutenant-coloixel Filloux. - - L’inslrunicnt du 
lieutenant-colonel Filloux pour rintcgration de Tliodographe utili&c 
•simplemenl la proprietc de la tige de I’appareil d'etre tangenle a Thodo- 
raphe. Uauteur cherche done, par T^tude des proprietes deda tangenle 
cetle courbe, a determiner la loi.du mouvement de rinstrument. 



On rappellc (16o) que, pour trouver la Langente on un poiiil M <1(‘ 
rbodographe, on prend, sur le rayon vectciir, i partir du point M, l<‘s 
longueurs Mil = o F(v) el HA = 



La tangenle est MA, qui coupe la verlicale du point 0 cn un point 

lel que OG = 

^ cF(o) 

Nous examinerons successivemcnl des raecanismes de plus on plus 
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coinpliqueb qui s’appliquent i des» lois simples de la resistance de I'air 
el qui ne component que Fcmploi dc Liclles, glissieres ou engrenages. 
Sous la forme generale Fi v) de la resistance^ une came est necessalrc. 

i® Resisttince { v — i. — La resistance esl c F ( /m = 6, r — 

Si Ton prend OH = ^ el IIA ~ on. aura 

Oi ©I 

*1 

Done MA sera la (angenlc. Si Ton complete le parallelogrammc OHAG. 
on voil que G est un point fixe. 

\J intSgron^tre se eomposera alors d’une tige glissikre OHM 
< notation des tiges 4 glissieres — o — o — o — de la tige tangente pone- 
lame MA (jgalemcnt 4 glil4sidrc et du par alUlo gramme articuU OHAG . 
Lcs points 0 et G sont fixes pour un projectile donn6 : si I’on change 
de projectile, c’cst-4-dire de coefficient balistiquc, la longueur OG esl 

Fig. -iSS. 



prise dgulc 4 Sur un limbe, on pesirra lirel’inclinaison t, etsur MO, 

gradud 4 pftrlir dc M, les vilesses v correspondant 4 la longueur 
variable OM. 

Varianie du capituine Olive. — Le paralI6logramme l^fig. a3-4 > 
est plac4 un peu dilT^remmcnt en HMA'M', les tiges couUssantes ct 
pivotanies dtant Oil el GII. La tige porie-lame est A' M. 

^ a“ assistance B/jw". — - On considercra non I’hodograpbe deii 
vilesses, tnais eelui des i^4sistaaces, dont on a 4tudi4 quelques .pro- 
pridt^sftu.n** 1^. 
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On sail que, dans le cas d’une r6sists(nce monome, la tangente a 
I'hodographe des resistances s’obtient de la maniere suivante : 



Prendre OG' = ^ et G'Cj=-^ — Mcner G'V pcrpendiculairc 
5 ON et de C| decrire une circonfercnce de rayon C| G' qui coupe la 
droite VG' an point chercte V. 

, Fig. 335. 



Le mecanisme de I’intcgrometre a la forme de la tigiire adS, qui esl 
la traduction mecaniquc du tUeoreme precedent. 

Le parallelogramme AA'G a pour but de faire loumer GV aulour 
(le G, I’angle VGA eiant droit. 

3® Rdsistance {bo+bnV’‘). — On considere I’anamorphose de I’lio- 
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clographe des vitesses, transformation d^finie par le i‘ayon \ecteur p, == r" 
el = 71T. 

L’equation de Fhodographe dos vitesses etant =/(':), celle de 
I’anamorpliose sera p" = f{^ • 

Soient IM et M| deux points de Fhodographe des vitesses; N et N, deux 


Fig. a36. 



points de Fanamorphose. Menons les langentes MMi, NN 4 ellesper- 
pendiculaircs MP, NQaux rayons vectcurs. Nous aurons 

MP s= V dz^ Ml P = NQ = dr, Ni Q = dv. 


Les triangles rectangles MMiP et NNjQ sont done semblablcs, 

puisque ^ et les tangentes it Fhodographe el 4 son anamor- 

phose foul, avuc les rayons vecteurs corrcspondanls, des angles dgau>L. 
La langente i Fhodographe cn M coupe la verlicale Oy en un point G 

lelqucOG=.g^^-^- 

Menons Oy' telle quo ]NOy''= MOy. La langcnic en IN coupe celle 
droite cn H, cl nous voyons que, dans les triangles semblables MOG, 
NOH, on a 

0 !!-^ = 

OM 


OG 




Prenons 0A= ^ (la llgure suppose &o n6galif), el menons ABparal- 


hde i Oy, Mous aurons 
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Ou se trouve done ainene a completer le parallelo gramme OABC 
comma dans le cas de {b\V - b^)] mais.il faiit <le plus dcplaccr la 


Fig. 287. 



droite Oy^ en fonclion du dfiplacement de OM dans le rapporl /i ft i . 
On j arrive au mojen de roues dent^es de rayons convenaldcs, comma 
il est figur6 dans le sch6ma ci-dessous. 

4 Fig. *i 38 . 



Le ra^canlsmc permet de r^soudre, comtne ’cas parliculiers, les cas 
de -h v) et de d6ji trait6s. 
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4® Resistance ilogi'). — Posons aura un<‘ 

resistance de la forme 6Iog*Pt\ 

Considerons Thodograplie des resistances, dont N ct Nf sont deii\ 
points voisins; et M, soiit deux points voisins de Fhodographe de^ 


Fig. 239. 



vitesses; Ml* et sont des normales au rayon vectcur; NR esi une 
parall<de a la tangente MM( ; on a 


d*oa 


^=61ogpv, N.Q = 6 5^, 

V 


RQ 

N.(i 


=:10gP»' = 


ON 

T‘ 


Or on salt (a") quo lu parall^lc d la tangente d I'hoddgraphe des 
vitesses mende par le point corespondant de I’hodographe des resis- 
tances passe par un point fixe G, siiud d la distance g au-dessous de O. 
Si OA cst perpendiculairc d ON, on aura AB = ON ct CB = b, Cette 

^ P, CuX|l|!i0NNrnR. T(K>*» t. , ' 3't ^ 
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propriety montre qu’il est possible de guider mecaniquemcnl une lige «i 
lame coupanle NC au moyen de bielles eL de glissieres. 

5*^ Cas geniral : Resistance cV{y), — Les mecanismes decrits ju.s- 
qu’ici ne comportenl que des bielles^ glissieres et engrenages* 

On pent r(§soudre le j)robl6ine, dans Ic ras le plus g6n6ral, au moy <*n 
d’une came. 

Soil xQy le ])lan horizontal sur lequcl est trace 17iodogra/>//e doiii 


Figf. a4o. 



Ic rayon vecleur csl OM. La taiigenlc on M coupe Taxeyan point (i 


tol que OG 


e F( v) 


L’appareil traecur coinpvend : unc regie <)M [)asbanl par ( ) ct poiivani 
coulisser; une came QQ' dans un plan perpendieiilaire ct |)oa- 

vant se deplacer verticalciuenl snivanl Oj : die recoil, siiivaut eolU* 
<lroitc, iin mouveinent d’6l6vation proportiomud A OM, cVsl-a-diro a \\ 
Sa forme esl telle que les y soient ^ganx a 

Une r&gle MG s’appuyant sur la came pone, au point M, ou cllc esl 
arliculee avec OM, la hachette traceuse. 


Le mouvement de OM suivant son axe csl irausmis i\ lu came par uii 
bras MD incline sur OM d’iin angle jx; ce bras pent toumer auUuir 
<le Os sans enlrainer la came. On a conslammenl OD ()M Uingp- 
£lanL donno(* r^cbelle \ du graphiquc, on prenilra ft Torigine sous 
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1 angle a, OA1 =:aVo? mcUra la came dans iinc position idle 
quc OG = cl Tangle [a est delerniinc. Qiiand UM toiiriicra, 

^le depljvccmenl de GM dans sa direction modilie la longueur OM; 
J angle p, reslant fixe, la lige VID fait baisser la came qui enlraine, par G, 
la tige a liaclictte GM, etc. 

Ije^ ihcoremc qui fail Timportance dc ce mecanisme est le suivaiil : *V/ 
Iff came a ete trade pour iin systeme particulier defini par les Irois 
constantes )x|, langp,, et C|, elle com^ieut d xiii projectile de coeffi- 
cient bnlistique different Cxd condition de prendre y — = -• 

Soii^ z=rD[z) Tcqualion de la came. On a 


5 = < )M tangp = }. e tangfx, d'ou y = tangfx]. 

Mais, dans uii cas particulier, le trace de la came a etc fait pour 
(ju’on ait 

= ofXj w lang(a, ) = . 


Si Ton change C| on Cj, celte cgalitc devra siibsisler; or, la fom*- 
lion V(v) rcslc la mdnie; pour quc nous puissions (‘onserver la fouc- 
lion cp, <;’csl-a-dire la came, jl suffit d(‘ prendre 


Xt ungpi =- X 2 tang |jl ct 


h h. 

Cl 


C. Q. F. D 


()'* Autres mecanismes. — Le lieulenanl-coloiicl Filloux eludic', rn 
ouln^, qiielques aiiLres m6cauivsmes a haehcllc capables de resoudre les 
ecpiatlons rlifr^rcnlielles du premier ordre, cnlre autres wninteprofnetre 
(III pulairc- 

II cousiderc cgalimienl un appareil compose de deux ligcs paralleles 
|)()uvanl, glisser Tune par rapport i Tautre; Tune porte unc hachetlc iN 
[)arall6l(i aux tigus, i’autre une hachette IVI perpendicidaire. 



Fjg. a.'ii. 




‘N 


Lil huclictlo M d(:oi*it unc. oourlx* i\ laquc.llc M^ csl uurnmlc <‘l. iN 
dficrit une courbe ill Inqucllii MN psI langnutc; iorsqu’on fait sarier 
J’onenlatiun de I’iostrumenl, = sira r«qiialion <1 ■ li xanaliim 
dc distance dos points \l ci ^ . 
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Ge disposilif perniet done de tracer des courbes donnees pai" 
Icur rayon de courbure, en particulier la trajectgirc puisque la 
courbs = est conmie par I’hodograplie et qu'on a la rela- 
tion r = • Une came |)ortant cette courbe est deulacec paraliele- 

^COST *■ 

ment et regie le mouveinent de Texlremitc N dc la hachette. L’aiiln* 
extremite N doerit lu trajectoire. 

Dans le cas memed’une resistance un disposilif a haclielU* 

multiple et d deux plancliettes paralidles permettrait de tracer dirccle- 
incnt la ira{e(M<>ire 5 sans passer par la courbe dos I'ayons dc courbure. 

2t9. Int^gromdtre balisfcique da colonel Jacob. — L lnlegromelr<‘ 
cludie par le colonel Jacob sort a intdgrer tout un type d'dquatioiis 


Fig. 242. 

^ — ^ 

I 3, 

j * 

diir^renl idles (equalions d'Abd) dont I’^quaLion dc riiodographe fail 
partie. C’est done im inslrumcnl beaucoup plus gdndral quo Tappareil 
(lu lieulenanl-coloncl Filloux et le probldme special dc la Balisliquc utj 
sc prSsente, pour cct instrument, que comme un cas parllculi(‘r. 


Fig. 243. 



L’inlegromolro du colonel Jacob est bas^ sur la tlii(5oric du plnni- 
iiKilre Prilz, instrument qui consiste essenliellcmcnl,cn une tige deux 
Ibis rccoHrJ)6o h angle droit; cllc comporte unc pointe mousse A d’nne 
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part, une lame coupante en forme de hachcttc B d’autre part, donl Ic 
plan esl cclui dc rinstrumenl. 

Si I’on fait dtlcrire k la pointe mousse A une courbe appclde direc- 
trice, la hachette B, qui p^ndtre dans le papier, guide la direction AB 
dc mani^re que cette direction soil toujours tangente & la courbe d^criin 
par B. 

La longueur I de I’instrument peut d'aillcurs varicr suivant une lui 
determin^e sans que la propri6t£ de AB d’etre tangente k son enveloppc 
rcsse d'dlre v^riliee conslamment. 

La directrice Slant la courbe D, el Venveloppe la courbe E, Ic centre' 
instantanS de. relation cst cn G, intersection des deux normales aux 
courbes D cl E. 

Soient deux axes I'ectangulaires O^, O;, dans le plan dcs courbes D 
el E; / ct ^ sonl les coordonnSes dn point A, y i el cclles du point B. 

Soil f Tangle de la base AB de I’instinmcnt a\ec I’axc des y. 
Tuisque AB esl tangente k son cnveloppe, on a 

^=tangf. 

Maib les relations y i ssy + l cos^, ?< = ? 4- f sino diffSrcntiScs donnont 

dy^\=! cos ^ dl — /binip^o, 
dSi = + sin y -f- Z cos^ rfs. ^ 

.Eu porlant ces valeurs dans I’cxpression de ‘F*’ 

paralt, et il reslc 

I d<f H- COSO rfy — Mil f s: o. 

Soil y;= /(^O) cl 5=/2^0j I’^quation de la directrice cn fonciion 
d'un paramftlro 6; on a 

dy=y;(0)fZ0, 

Cl5=:/i(0)rf0. 

Posons d'auirc part 

ung(: + l) = i;, 

<l’oCi 

St . ?■*-« 7 

COSO « - -J— , sin <P = rfo = 2 , 

« 

portftnt CCS valeurs dans r<5qualion difftrentielie, il vieudra 
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Nous ne cousid^rerons, purmi toutes les equations differentieiles 
ainsi Jorinies, que celles oil I prendrn la valeur 
Nous auruns ainsi I’^quation diflerenliellc 





Ainsi, si la dirccLrioe csl donnee ainsi quo les conditions inilialos JJ,,, 
el 9 lorsque le point A decrira la diroclrice, la hachette iracera 
une courbe qiii lera connaitre, a cheque instant, rintOgrale do Toqua- 
lion ci-dessus, c'est-^-dire 2^ en fonction de B. f 
Ceci pose, supposons qu’on ait une Equation diff6renticllc du Ijpc 

yf -H P -+- Qy = o. 


Pour qu’elle puisse ^trc integrce au moyen de rinlogroni^lro, il faiil 
et il suffit qu’on ait P ~ — R. 

La directrice sera d^iinie au moyen des deux equations 


d’ou 


= /i' — Q; 




et 




= al>. 


Application it V hodographe. — i® On a mis IViqualion d(‘ IMuxlo- 
graphe sous la forme normale ( 23 it) : 


tpt — — — — - •• 


v g V 






oV 

V = sin X H 

S 


EQe ne se presehtc pas immddiatenicnl sous la forme rcquise pour lo 
probleine^ actuel, car elle donne, pour P_~ — R, la solution purli- 
culiftre ^ o ; il resie x + o, Equation d<5ja (!onsId6rt'e ( 283 ' a“) 

et qui donne la parabole du vide. 

Posons alors ^ , d’oA J =^'1,4- x\ 

On en d^duit 


yn ■ ^ r / ^ 1* \ * ,T • ciiF^+aF 

«'LU'/ Jv? i V 



L’ogalitC* I* - R donne alors 



o. 
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a" C'e&l uae equation differentielle qu'on mettra sous la forme 

L' Equation sans second membre donuc v, = 

En falsant varier la constante K| suivant la niethode liabltuelUs on 

Il’UUVC 

K,K'i = i.j^i-^yy j, U’oii Kf ■=D*4-p[K->FCw)l, 

/^V 

<)u ¥(v) est la fonclion T(r ) f' auF-* dv et K ulbe constante. On 
aura done 


Cl, par suite, 


K,= ^aJ+pIK-xr(»Oj 




gl D* 


.1“ Les coordonn^es el ? de la directrice seront alors donates par 
les formules (/o 6tant la longueur arbitraire dc I’inslrument servant 
d’unite ) 

^ ~ — L V.F-+- vF' j 

~ S' 0 / ci K — 'F(v) 

T “ - 


(/v 


I _ a r li + il 

V L*-! “J 


e'est-ft-dir^ 


Oelte seconde s’inl^gre iminfidiatement el donne 

JrtrKj-a/olvgCMV), 

5=K; /„l„g|t,s-f-j![K-V(a)]j 

D’aulro pari, on aura 

aF + vF' 


r ^ / * a F "h r ^ ^ 


dv "h K®. 


Ccs deux Equations d^finisseut la directrice cherchee. 

11 sera done possible de calculer cetle directrice quand on connaitra 
la fonction F(w) ei le coefficient balislique, en adoptant pour les cons- 
lantes des valeurs arbitraires. 

On voit que ce calcul esl exlrfimement compliqu4 puisqu’il exige 
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d'abord le calcul de rint^grale ), qui peut 6tre faiie unc foib pour 
toutes, puis le calcul de Pial6grale de qui doil 6tre repris pour chaquc 
valeur de c.du coefficient balistique. 


Fig. u41* 



La direclrice a la forme parabolique de la figure avec un minimum 
en A correspondanl 4— = o, c’est-4-dire 4^4-- - <•, ce qui 

donne — = i . 

En B, pour v = o, la tangente esl vcrlicale. 

4° A chaqiie projectile correspond done uue direclrice d4iurmin6c. 

La condition initiale V, permel de determiner la position initiale /« 
sur la direclrice. 

L’ orientation initiale fo dunn^e par la foruiulc 



Mais, puisque ^ on a, en rcmplaQant t par sa valeur (236 ) 

cF 

SUIT ^ > 

g 

la formule 4 


Y 




(^luant 4 la longueur initiale I k donner 4 la tige, elle esl /o— 

VinUgromHre da colonel Jacob est mecaniqnement constiiuo : 
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I “ Par deux parallelogrammes articul^s PP' ayant a et a' pour polau 
fixes et destines a assurer la translation parallde de I’instrument. 


Fig. 245* 



-i® Par une cameQ^ dc forme constante pour tous les cas; elle cst 
(racee de mani^re que, cntre la longueur a Pechelle OB = / de la tigcel 
Fangle o que fait cette lige avec la direction fixe on ait la rela- 

lion I — U tang (; + |) • 

. 1 “ La lige O VBM extensible porle cn A la pointe mousse qui suit la 
directrice I), en H le galet dc roulement qui suit la came et en M la 
lame coupante qui d 6 cril I’hodographe. ' 

2o0. Autres instnuhents d’int 6 gration. 1 “ Sous le nom ^appareil 
pour le calcul des trajectoires, le colonel Jacob a fait connaltre ( 1910 ) 
un int 6 grom 6 tre fond^ sur le m 6 mc principe de la lame coupante, que 
le pr 6 c 6 dcnt, ct ceux du capitaine Filloux, mais plus sp^cialement congu 
pour les usages balistiques. 

La langente i I’hodographe 6 tant AM, passe au point A tel 

()M est une tige mobile autour de I’axe 0; MA est une tige pouvant 
tourncr autour de M, lequel peul coulisser le long de OM. La lame cou- 
pante est en M, son fil dirig 6 suivant MA. La lige AM peul glisser et 
tourner autour de A. 

Pour rdaliser m^caniquement la condition que la tige MA passe par 
le point A tel que O \ onconslruit, dans le plan, la courbe KK' 

idle que, pour tout point P, tel que \P = OM — v, on ait PP' ~ 
et I’on fait suivre cette courbe par un style lix 6 4 une lige AP qui se 
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(l6place parallelement k Cfx tout en pouvant coulisser dans la intfnu* 


Fig. 



flirection. 11 suffira de faire en sorte que le dSplaeement du point M lo 
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long de OM soit 6gal au deplacement de M le long de PA. Pour realiser 
ce moiivement, Tappareil se compose d’une cremaillere PAP" qui engrene 
en A avec un pignon dent6 ; un arbre Iransmet le mouvenient a un autre 
pignon 6gal au premier en O, qui deplace la tigc OM a cremaillcn* 
d’une quantile egale a la variation de PA. 

La tige a lame coupante M V asservit le mouvement de M suivantlaloi 
de Phodographe. 

Par d’aulres appareils annexes, integrateurs specialises a leur role 
balistique, on pent oblenir les abscisses, les temps et les ordonnecs, en 
partant de riiodographc int^gre. 

Le commandant Parodi conslilue son integrometre comme il suit : 
la lame coupante R cst portee par un bras RL a rainure qui peut 
glisser sur le pivot p.. Gelui-ci, port6 par une tige TOp peut se mouvoir 
vcrlicalement, et la came G, qui agit sur la T, est taillee de telle 
sorte que Ton ait O p == ■ v. 

Un 111 inexlensible s’enroulanl sur la poulie I passe en O et est fix6 u 
Taplomb de la roulette coupante R. 

2S1. MadLine k calculer les trajectoires du capitaine Perrin, — Les 
appareils demerits pr^cedemment ne donnent du probleme g6n6ral que 
des solutions partielles et d6tournecs, 

Obtenir lous les elements do la fin d’un arc de trajectoires defini a 
Torigine par les donates a, e;, et, a Paiitre extremil(}, par 1(‘ 
temps el lire sur dcs cadrans les valeurs de (rr, jp, r, t), coinmc on lo 
fait sur une machine a calculer courante, tel sc pose le probldme dans 
loute sa g6n6ralite et sa difficulle. C’est cette Ires belle question qu’a su 
rfisoudre le capitaine Perrin, dans sa « machuie a calculer les trajec- 
toires », dont nous allows indiquer ci-dessous les principes. 

Si Ton pose, comme d’ljLabitudc, 5'= cF (v)^ on d6signcra, par abr6- 
viation, cost par et ^5sinT par 5^. On a done pour Equations diff6- 
rcntielles du mouvement : 


11 

du 

" dt^ 

II 

d%v =5 — 

• dt\ 

(I’oii les qualre int^graics 



1! 

Uq- 

H 

1 

y-J 

(V = 

^ f ^)di. 
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< )n a les relations 



A. Description schiniCLtique de I'ajtpcireiL — a. ()uaU‘c rou- 
lettes { A, B ), ( A', 248) se d6placent perpcndiculaircment h Icur 

Fig. 24^* 



plan sur deux systftmes d’axes fixes ( (), x, y), (O', .r', _)•'). 

Les longueurs OA el OB repr6sentenl 11 <‘t tv; les longuour.s O' V 

<*t O'B' repr^sententi^x et 

Les roulettes sont port6es par des barres (AO, BO), ( AO', B'O') 
astreintes k rester paralldles aux axes; par les points dtj eroi- 
semenl (D, D') de ces barres^ passent deux autres barres (OO, O' O') 
tournant autour des points O et O' et rclides par iin parallvlograniinv 
articul^ (EFE'F'), qui les force a reslcr constamxnent parall<'*Ies : »<*la 

realise la relation’!^ = - = tang-r. 

t) IS It 1 

Les barres (AO, BO) portent des giissieres dans lesquclius vittut s'(‘u- 
gager, ^ leur point de croisemenl, le tenon 0 d’une cr6inaill<ire [)ort(*<! 
parlabarre OO. De mSme pour (VO', B'O', O' O'). 

Les barres ODO'D'reposcntslunc exlrfimitesurles pivols(0,0') ol, a 
I’autre, sur des chariots S, S' roulanl sur des chemins dc roulenient cir- 
f.ulaire S,, S', {fig. 24 }) ). 

b. D’aulre part, les cr^maillOres (0I)„0'0') donl les longueurs (OO, 
O'O') repr6sentent dvidemment r =; y/u® -I- tv* 

engr^nent avec les roues G, tijant pour centre O, et O' portecs par le 
bras E'F' du parall^ldgramnie. One roue H solidaire de O transiuet son 
•nouvement, par I’intcrm^diaire de la roue I, k une roue H' dc centre O' 
*jui porle une came-ayamt pour profil E(i!') (oCt v est repriSsontc par 
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i’aagle de rotation de la came, Icquel est proportionncl h. la longueur OD ) : 
ou plus rxaclement, Ic point J devant d(icrire la courbe F(r^, la camen 



pour }>rulil la courbe en\cluppc des cercles egaux d la roulette J ctayanr 
Icur centre sur la courbe F(ii >. Cette came actionne la tige JK solidaire 
do la cr<5inailI6re KL porlec par le l)ras E'F' du paralldlogramme; ct la 
<;r6maill<'rc KL, par rmtcrmodiaire dc la roue G" solidaire de G', d6plac(r 
lu cr^mailldi'c ( )' 1)' dc longueurs proportionnellcs k son pro])re d^plu- 
ccuncnl. 

Fig. a5o. 



A 

Cc dtspositif realise la relation ^ 

En effet ; t ^tant Hxe, si Ton fait varier 01:), qui represents v, le 
ddplaccment angulaire de la came F(v) est proporbonnel & la variation' 
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<Ie OD, et la variation do O'D' rcpresentanl ^ cst proporlidnnelle a ia 
variation OK, c’csl-^l-dire a F(ij). 

2 ® Si T varie, sans que OD varie, tout le systemc ( ( )D, roue G, roue 1 1 1 
lourne de I’angle d'z el, par I’intermodiaire de la roue 1, fait aussi lourncr 


Fig. 25i. 



la came ^(u) d’un angle dx (la roue H' lilanl egale A la roue 11). Mais la 
lige JK porlde par le bras E^F' du parallelogramnu* ajant aussi lourne 
du m6me angle dx^ sa position relative par I'apporl a la came Ff o) reslis 
la m^me et le point K no bouge pas sur E'F'. Far suite, loiil le systdiiie 
(KL, roues et G', et creniaillerc O'D') lourne <1(* dx sans se defor- 
mer. , 

Done, quel quo soil t, on aura toujours O' 1)'. -- F( OI) ) H - const, 
c. Sous les quatre I'oulelles (A, B, A', B') tourniml, <l’augl<*H ijgauA 
repi’dsentant le temps t, deux plateaux M et M', de centres () el O', 
qiii enlratnent les quatre roulettes ' 

Les barres (AD, BD) sonl porl6es pas dcs vis ('l‘i, l‘a, L^a)* 

Les vis P|, Pj sonl entratnees par la roulelli! V', par rinleriuediaire 
des engrenages (N, Ri, Ra ), ce qui realise la relation du = ■ l*"^ 

rapports d’engrenages (N, R,, R 2 ) elant eonvenableinenl ehoisis. De 
mdinc les vis Qi, Qj sont enlrainecs par la roulette B'. par I’inKu’ine- 
diaire des engrenages (U, S|, Sj) el du diflereuliel r , {Jiff, doni la 
roue V| est enlralnde par (B'), el la roue Va, au inoyen d'un engrenag**, 
par le mdcanisme qui enlratne les plateaux \l et iVl', et par rinlenue- 
diaire d’autres engrenages convenables, la fail tourner d’angics [iropor- 
tionnels k {ffdl). L'axe V* tourne alors d’angles proporlionriels 
a X(^^-4" ff") dt. 
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La relation + se trouve alors realLee, les engre- 

nuges (U, S| , Sa ) etant couvenablement choisis. 

d. Les bai'res ( VD', B'D') sontportees par des chariots roulanl i>iir 
les barres f B i Bg , HK ) du bati , ce qui leur permet de se deplacer paralle- 
lement aux axes ( O'r', sousLaclion dii tenon D' de la creniail- 

lereO'D'. 

Fig. 25^. 



e. Enlin los roulettes A et B portent des coraplours de tours iiidi- 
qiiant udt^J ^vett^ et unc manivellc actionnee ala main fait lourncr 

les plateaux JVI et M' et la roue Vg du diffcrcnticl (^4. 

Un compleur de tours sur la transmission <lcs plateaux i\I et M' 
indiquo, d’autrepart, le temps t. 


B. Foiictionnement i/uhrique de VappareiL — et a etant 
<lonnes, on ealoule 2^0=-' ^0 Vq sina; j)uis la transmission 

<les roulettes fi! et B' etant d^brayfie, onmancruvreles vis(P,P2, Q^Q*) 
(qui porleni dos compleurs de tours) de manidre 4 avoir 


()l) “ tr,,. 

Onaalors aussi ()'A'= transmissions eUuit 

su])j>os(jes correspondre au coefficient balistique c pour lequel on vcul 
di'^lermincr la Irajecloirc. 

On ramfenc les com]>l(‘urs do lours des roiilelles A cl II ct des plateaux 
au z6ro, ot I’on embrace les iransmissions de k! et B'. 

Faisanl lourncr alors les plaleaux M cl M', les roulelles V et B' font 
tourner les vis ( P, Pj, ()a ) qui inodifienl la longueur el la |)osilion de 
la cr^mailldre OD, laquellc agit sur O' 1)' ol, par suilc, modifio la posilion 


dos roulettes A' B'. 
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A chaqne Instanl (t) indiqu6 parle compteurde lours des plateaux, on 
aura done : 


x=J'udt,y— J w clt, indiques par les comptcui's de tours dcs 


roulettes .V ei B; 

2 “ I’an^e t, indiqu^ par unc graduation cii'culairc Si dcvanl laquelle 
sc d^place rextrSmit^ S de la bai*re OD S ; 

3° les cotnposanlcs- u, if de la vitesse reslanle donn^es pur les 
compteurs de tours des vis ( Pi Pa> Q i Qj )• . 

Tous les <il6ments dc chaque point de la Irajccloirc sont done delor- 
min^s. 

En parliculier, on aura les ^l4inents du sommet au moment oil r passe 
par z6ro, et les <il4mcuts du point de chute au moment od (y) revicnl a 
z6ro. 

Le compteur de toiu-s des plateaux indique les temps T,, Tw corros- 
pondants. 


C. Coefficient balistique variable. — On intcrcalc surlcs trans- 
missions des roulettes SJ, B' deux sjst^mcs dc ciincs renversiKs relies 
par des roulettes de mani^re & fairc varier le rapport de transmission, 
c’esti-^-dirc le coefficient balistique c. 

On peat ugalemeut, par im sjst6mc de ertnes oonvcnablement fdaet^s. 
lenir compte de la diminution dc la densile de I’air avee ralliliulc. 



CHAPITRE IL 

PROBIJ^ES BAUSTIQUES INVERSES. 


' I. - LES FORHULES DES PROBLEHES BAUSTIQUES INVERSES. 

1^2. Tii£ottEUE. — Si I'ondonne, a priori, une relation finieentre 
deux quelconques des iliments du mouvemenl, en un point quel- 
conque de la irajectoire, savoir {x,y, v, t, t), on pent calculer les 
trots autres dleinenls sans qu’il soithesoindeconnaitrelarisistanee 
de Pair, c’est-d-dire la fonction F(i);. 

(!e ihcor^inc ri'sulte dc I'liypolh^se faile quo la resistance de I’air est 
lan{i;euticlle; celle hjpolhesc csl iraduite analjtiquemeut par I’equation 

vdt 

([ui est uno des equations inlriuseques de la Irajcctoirc. 

Si, h ectle equation, on joint les relations de deGiiilion 


^ U COS'S, ss V SUIT, 

el la relation flnie que I’enoncc suppose donnee, on aura, entreJes cinq 
inconnucs, qualrc relations, ce qui permet d’exprimer chacune d’elles en 
fonction d’unp autre. 

/Vucune dc ces relations ne contieni la- fonction F(t> ). 

On appclle parfois mouvements balistiques ceux qni correspondent 
A I’hypolhesc d’une resistance tangentielle, e’estr-A-dire ceux oA I’equa- 

I ion COST cat verifiAe. 

(I’csl A ces mouvements seuls que s’applique la theorie: acluelle. 

DAflniticm des proUAmes balistiques inverses. - - Supposons, 
j)Our prAciser la nature du problAme, qu’on ait determine experimenla- 
lement la ttajecM)ire d’un projectile, en relevant, parexempie, les points 

i>. (Siuiti^niasit. roKS t. ts 
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d'impacb sur des Dorans convenablement disposes. La courbe ainsi dclei’- 
pourra fibre reprfisenlfie par une formule .r — /(«) avcc unc 
approximation plus ou moins grande. 

Le problfime balistic[uc inverse consistera tout d’abord i oblenir Ics 
valeurs des autres filfiments {v, -c, <) au point (a?, y) et le tbfiorfime pre- 
cfident dfimontre que la solution en seratoujours possible. 

Mais il sera possible figalemcnt de porter les valeurs calculfies dans 

I’fiquation de Thodographe ^ et, par suite, dc dfitermincr 

I’expression de la fonction F, seule inconnue de cetlc equation; la 
fonction ^ainsi dfiterminfie reprfisente la loi de resistance dc I’air qu'il 
edt fallu admettre pour que la trajectoire flit, justement, reprfisentfic par 
la fonction^' = /(a? ). 

Si I’on choisit ^'=/(aj) arbitrairement, t’csl-4-dire on debors des 
quelques formes que I’on obtient par unc inlfigratiou rigourousit do.s 
fiquations difTerentielles en choisissant convenablement la forme de la 
fonction F(u), on trouvera, par la solution du problfime bulistique 
inverse, une expression de F qui ne sera pas uniquement function dc la 
vilesse' de translation w; il y entrera d’autres lettres r, y, ..., qui 
d’ailleuTS seront expriiuables en fonction dc v; mais il s’mtroduira alors 
les caractfiristiques de I’origine dc la trajectoire, c’cst^\-dirc (c, Vo, a). 

On aura ainsi altfirfi la loi de resistance de I’air cxpmmcntalo, et, au 
degrfi plus ou moins grand de cette alteration, on pourra juger du degi'o 
d’approximation que I’fiquation y ~ /( x) comporte el des hyp(>thfi.s<‘s 
.que son adoption entraine. 

11 cst possible, par exemple, que, graphiquement, In courbe fix) 
adoptfie sort d’une approximation trfis sufiisante pour rfisomlre C(‘rlain.s 
problfimes qui ne dfipendenl que de la gfiomfitrie de cclte eourlic (par 
exemple, problfimes de pointage), mais que celle mfime courbe, bali.stl- 
quement, e’est^-dire quand on dfiduira lu loi du mouvcmeul du projci*- 
lilc qu’elle entraine, ne conduise qu’fi des valours grossifiremeni 
erronfies des filfiments mficaniques Icls que la vilesse, le tenqis ou la 
rfisistance de I’air. 

Au lieu de la relation y=f{ x), on peut se donner unc relation eutr<! 
deux filfiments, par exemple r =; f (v) ou x == 'F(i). On aura ainsi une 
sfirie de problfimeis balisdques inverses. 

D’une fa^on plus gfinfirale, d’ailleurs, on peut dire que le pmldfime 
balistique inverse traile de toutes les questions od I’on jiart de relations 
finies fbfioriques ou empiriques entre les filfiments de la trajectoire etoCk 
Ton cherche k remonter aux hypotheses mficaniaucs'ou’U font suimoser 
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pour que^ introduiles dans les equations difierentiellcs exactes du mouve- 
inent, ellcs fassent retoinbersur les relations finics, dont on ]>eiit verifier 
ainsi les aptitudes balistiques. 


2o4. Formiiles de Lagrange. — Ces formules donuent la solution du 
problem^ balistiquc inverse, lorsqu’on suppose donnee la courbe balis- 
liquc 

Desigaons par )*', les deriv^es succcsslves Je )* par rappoii 

a ,r\ 

* 

1 " Inclinaison. — On a d’abord tans>T= ) d’ou 


(') 


COST = [H- 


Hesse. — En difFerenliant [’equation qiii donne tangT, on en 

<l6duil 
^lais, on a 

da? 


eos-T 

cos^T dz 

"" COb*-^T 


On aura done, <*n diininanl 

COS^T 


(•0 


- 7 - 


La vitessc horizonlale u sura donn6e par la rclalion 

(3, „=(-iy 


1 

.8’ 


da? 


.‘i* Temps. — Oomm*^- -= u, on aura pour le temps t I’iuuigrale 


(0 


-n-i) 


djr. 


4® Jthistance de Vair. — La fouclion F, ou plutdt I’acc6l4ra- 
lion A = c F(y) de la resislancje de I’air se calculera ainsi qu’il suit : 
Diff^rentiant la relation 


f^Y ji 


on obtient 
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Mais, comme la premiere equation du mouvement e^t 

^=-cFcos., 

on aura, on Identifiaut, erremplaQant cost par sa valeiir trouv<5e plus 
haut : 

(5) cF=-^(i+y^)‘- 

On peut mettre cettc Equation sous une aulrc forme, cn rcmarquant 
que 


v*=g* ^ — ct que ■ cos*”: = (i *) 


On aura ainsi 


= cF = — — tJ* COS*T. 


i\insi done, le problSme balistique inverse est compldtemcnl rdsulii a 
I’aide de difI<6renlialions, & I’exception du temps i qui exige une inlc- 


gration. 


Les trois premieres d^riv^es ■, y'" onl pour expression 


j'=ungT, y=-fT. y 


5® Rayon de courbure. — Comme on a (160) /*= - - 
plaqant par (i -!-.>''•*)* et u® par — g ‘1 viendra 


» rein- 


pour valeur du rajon de courbure en unjpoint dc la trajectoirc, ce qui 
est bien Pexpression connue du rayon de courbure en coordonndes carle- 


6® Resume'. — Le Tableau suivant renferme les formulas ci-desstis 
dtablies ? 


y =S UngT, 

y — 


y=~~7g 


cF 


Ungc »y, 

* — , 
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On poiirra ecrlre encore cettc derniere formule, d’aprcs 
Grcenhill, 



2 oo. Formnle de J. Bemotilli. — La formulc i <i ) ; 

m_ •^SrcF(v) 

^ cos®*: ^ 

a d’abord et6 ^tablie par J. Bernoulli (1719) par imc methodc que nous 
exposcrons plus loin (t. II). 

Deson c6L6, Borda (1769) Pa demontree non parlavoie detournSe 
qiu vicnl d^fitre suivic, mais tout a fait directement comme resultant de 
l’enonc6 m<Jme du probleme balistique. 

Nous donnons Ici cette tr6sint6ressanle demonstration, en conservant 
le texLc ct Ics notations de Pauteur. 

PiiOBLfeME. - Trower la courbe decrite par un corps pesani splw- 
iique^ quise meat dans un milieu resistant. 

Solution. — Soil AEO celle courbc;je lire ados distances infinim(‘nt 
jMititos ctdgaloslcs ordonn6cs EB, FG et GD; j^appelle AB, BE, r, 
VE, 5, la vilesse avcc laquellc le corps parcourl EF, le temps 


Fig, '>5o. 



A M C jy 


employ^ pour parcourir AE, i ; la n'jsistance du fluide au point E, ; ct 
In force de la gravity g. 

« Gonsid^runs le corps lorsqu’il vient de parcourir EF avec la 
vitesse V, il est clair, que s’il 6tail abandonn^ f\ liii-m<?mej il parcourrail 
dans I’instant suivanl une ligne FK dans Ic prolongemenl de EF (pii 
serait k ceito ligne EF comme la dur6c du second instant est & la durcc 
du premier : bn aura done 


1. nv J . 

db& FK = H — ; 
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niais si Ton suppose que pendant Ic second instant le corps eprouve 
Taction de la gravite et la resistance du fluide, et qu’en verlu do ccs 
deux forces, il parvienne en H, GH sera Teffet de Taction dc la gravile, 
et GK sera celui de la resistance du fluide ; on aura done 

ct GK-:sdtK 

)) Maintcnanl, puisque BC = CD, on aura 

FG = EF = ds, FK = rfi -h -h GK. 

at 


Done GK = I’ar la mfime raison, GH ~ —ddy: on aura dour 

• .< j.. dsddl j,. , , 

— et ffdl- = — ddy\ 

oliminant dl, on aura 


•iH ddj^= g dsd*y, « c, Q. F. T.'et n. » (Boniu). 


On passe de ces formules ili celles qui emploienlles nolulious acluclltis 
cn remarquant que ddy^ est mis pour el d^ y pour en(iu, 

ds pour ^ = COST et 3 pour cF( r ). 


On a done 


acF(v) = gcosx-^- 


Avec la relation )-' -■ - on arrive ^ la forniule du texlo. 


236. Sue l’4quatioB diff^rentielle de la trajectoire. — I jH relation (o ) 
du n® 234, si I’on met dans le premier membre la function K( r ) 
expdrimentale de la rdsistance de Fair ' oil Ton aura rcinplacd v par sa 
valour ( 2 ) en fonction des d6riv(Sesy cl,)-', deviendraune dqualion dif- 
f^rentielle qui sera cello de la Irajoctolre.. 

On aura ainsi I’equation difr(6rentielle du troisii^ine ordre suivanlc r 


+/*!*+ a -y'* F [(-«• 0. 

1 ® Pour c = o, elle devient i=:o, ce qui donno I’Squation d’unc 
parabole. 

2 ® Pour cF(t!) ss 61 V, op, irouve 

y”\/g-+-2l>i(—y)fs:o. 
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L'integralion donne 




, If 'I 

-— = — Ai, d ou r'^zs r-r\9 

^ (Aia?-t-Ao)- 


|)ULS 

cL enfin 


y=T: 


Aj Ai/r-f- Aq 


*+■ As; 


A2U--1- — log(Aiar-+- Ao). 


(Yesl I’equation de la trajectoire; les consLanles Aq et sont deter- 
iniix6es par les conditions initiales Vo et a. On a 




ct A! = 


dr 


S'* Si Ton pari de P^quation (6) du n" 234 et qiPon suppose : a. que 
COST soil assez petit pour qu’on puissc reinplacer ce cosinus par Fumle; 
A. que la resistance soit biquadratique, c’est-A-dire que cF(v) = 64?’'*, 
on trouvc 

La courbe balislique esi une courbe du Iroisi^ine degrS, de la forme 
y 555 Ai a? -t- As^s-h Aoa?^, 


avcc 6 A^z^ - et V, (*1 ^2 6tanL ddtermines par les conditions 

initiales 

jrr « 

' Ai=lnnga 01 2 As — j* 

«o 

I /equation est done 

y = King a _ [^i 4 - 1 64115 ar j. 

!^ 7 . Sur une forme d’^qoatioa de la trajectoire. — On a la formiilc 


Tenant compte des condilions initiales 


(§)<,= 



il viendra, en, inKSgranl d’abord deux fois, puis trois fois : 


angtsis tanga- 




Jo Jo 


COS^'C 


dXj 
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Mais.une integration par parlies donne 



cF 

cos’t 


dx — 


r* cF . _ a-cF 

^ v^cos*-: * v^cos^z 


d.r. 


Le second membre pent s'6crire, cn rcmarquant quo la Ictlrc (jiii 
, figure, pour repr^senter la variable, sous le signe J n’influc pas siir 
le r^sultat : 



cF 

t >* COS*T 



'_cFJ_ 
V* cos’x 



’'IfLIll 

v* oos’x 


cF4. 


Dans celte forme d’^quation, oA x ne figure que 6omme unc conslaute 
indiquant la limite sup^rieure de I’abscisse les lettres v el x sonl Ics 
valeurs de la vitesse et de I’indinaison pour I’abscissc donl elles sqnt 
function. 

On aura, de m^me, pour I’ini^grale triple qui entre dans : 




^'0 

X* r'' cF , I x^cV , (" jffF , /■■*• .r»«F , 

^ 2 ^ 2 V^COS*t ^ COS’^'T ^ 

-I =1 

%J. «‘cos*x ' 2.1 r'l-oi'T '■ 


On aura done Ics deux formules suivantcs : 




tangT = tangot • 


*0 

£f! 

3 U 


r* . C’^ir 

I- n F 


-0* 


cos'x 


F(a)<£5. 


Dans ces intigrales, u et x soul consid^r^cs corame fonclion de 5- 
On 6crira encore, en posanbi^ ~^x, avcc la variable C {-f dioui iei 
une constante, limite sup4rieure des inl6grales) 


>=*.«. g .- g - gc .^ X ' reK '' W ‘*:- 
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Cette forme d’equation de la trajectoire a etc utilise par le colonel 
Siacci, par M. de Sparre, k qiii est due cette demonstration, et par Ic 
1 ieutenanl-colonel Vallier. 

Remarque. — On peut donner (colonel Vallier) une demonstration 
beaucoLip plus simple de la formule 

7 = r — 

dc la mauiere suivante. 

integrons par parties Tequalion 

f langtd?. 

. • 0 

On atira, en icaant comple de la relation = ~ : 


cos*-: 

rftanf- "" 


rflang-s 

j = a?Ung-:-^ g di= gung-:-t-^ j 

iMais, on a idcnllquemcul 

ZfjfjT ^ --.r[tangi:— langaj. 

Par suite, eu rempla^ant x Uingt par sa valeur, on ocrira 
y -xtunz^-TgJ^ 

Integrons dc nouveau par parties, on aura 


fir r 


ty f 


— " ) 


L 

\ u / 

Jo e'o 


Mais ^ -- On aura done 

^ = a;tang«-gi;-^c^^ g^P(v)rf|. 

O’est la formule annonc4e. 

!258> Snr tm tiitor&ne rdatif k I’angle de port4e i 
I’^qnatiott de la trajectoire sous la forme pr^c^dente : 


• Prenoos 




ffX* 
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qui donne la portee X. par la relation 


ct, remplagant par ^ ^^viendra 


Soil 


d'z 

' COS^T 


Diff^rcnllons par rapport i\ a. On aura 


dx cosa -H X sing (k £. l )V u 

rob^a Vg cos^a X* 




Fig. 254* 



S’il s'agil de la port6e maximum, dX = o, cl I’on a 

^ XHainait ^ /dl\ _c_^ 

cos*c5ii VJ co>*«« \dcc/jiXtt 


II fauL.donc ^valuer 

Celle ini^grale se composera de deux parlies : 

- ^ _ /"“I r (X--S)«F(v) 1 

ox VJcos*a da [_ «*cos*t J 
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La prcniid»re se rapporte a la limile de Tintegrale; la seconde a la dif- 
ferentiation sous le signe / , les variables ? et v etant exprimees en 
fonclion de t el de a. 

Si Ton admet, avcc Ic colonel Vallier, que I’integrale du second 
mcmbre est nulle, on aura, cn remplacant dans (I) la relation 

Y 

COS KM = sinaM-h cFo). 

Cette formule determine, dans le plan oii Ton aurait trace la courbe (i) 
dcs port6es X en fonction des angles de projection, une seconde 
courbe (II) qui coupe la premiere au point de portee niaxinium {fig* ao \ ). 

Mats, si celLe formule est vraie dans lo^vidc (e = o) et, ainsi qu’on le 
verra, dans le cas d’unc resistance lineau'C, la demonstration n’csL pas 
faitc dans le cas d’unc loi qiielconque de resistance. 


2o9. Autres problemes balisiiques inverses. -- Supposons qu'on 
donne, coinmc relation finic, x = f(^); on en deduit la vitessc liorizon- 
lale r par la formule u r=: c'(^). 

Do la formule dt — - — , on deduit 

g COS*T 

dt 

lang*: = tanga-^ / -7—, 

<|ui foil connaiLrc rinclinaison 

L^ordonnee ^ 7 ', qui <\sl dtdinie par dy dx langc, scra'doun<3o par la 
formule 

* • di^ jr 

Resistance de I’air. ~ On 6crira, puisque 


y*(/) -= — c F COST = — cF- ; 


aiais©'{/j ; dune 


Par suile, il viendru 


©*(/) t= — cF 


fit) 




I^c problime baUstiejuu inverse est encore complciement r4solu. 
a® On se doiae rhodograpUe. Si Toil p^se, par excmple, v = 
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es autres fileinents seront fournis ( 158) par les equations 


— = — tang'cc/'T. 

COST 


D’autre part, requation differenliellc cle rhodoj^raplic 


<^(vcost) _ f ,, p 
c/t 1** 


clant developp6e sous la forme 

oF 


_ . _ COST dv 

^ ~** ’ '* V dz 


4)11 voit que la fonction F sera detcx'min^e par la relation 


cF . 'ir(-) 

— 5= SUIT — COST -wirr- r* 

S Hi-(T) 


II. - APPnCATIONS. 


260, Trajectoire do Piton-Bressant. - La Iraj’ecloire dc Pilo 
Rressant est la courbe du troisififtie degrti : 


= or tanga • 

K etant un coefficient constant. 
On calculc imm^diatement : 


gx^ 


*> VJ C 05 * 5 S 


fn- h\lx)^ 




y=- 

y»=.-_ 


VJ co8*a 

M£. 

cos*a* 


[i-hSAVJa:], 


En employant les formules du n* 254, on oblicnl : 
I® Inclinaison, en fonction de J?, 

, »' • ' 

a® Vite^^ horixont^hi en ifoncilon d« a?, 

t* ' 1 ' ‘ ' 

'« iw «*<!-»- 3vKV|»)“* ; 
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3'* Temps^ eii fonctioii de a?, 

“{“ Resistance de I'air, 

r, 3 if w‘ COS*1 

cl' 

2 cos*a 

On \<)it qiie la I'csistance de I’air ne depend pas seulemeut, en un pointy 
( It* la vitesse f, mals aussi de rinclinaison t et de rinclinaison a k roriginc. 
On pourrait exprimer cos*? en fonction de v et de (a, V#, K). 

l-,a trajcctoire de Piton-Bressant alldre done la loi de resistance dc 
I’air. Dans le cas oil a et ? sonl assez petits pour que les deux cosinu*> 
soient, sonsiblement, egaux k I’unite, I’equation de Piton-Bressant sup- 
pose uue resistance cF = •~t’*,c’est-{li-dire biquadratiquo. 

11 en serait de mfime si le rapport pouvait, dans les limiles de la 
pratique, etre remplace par une constante independante de a. Cetle 
<lerniere liypothese est conniie, en Balistique, sous le nom diartijice 
d' integration de Didion et peul s’appliquer a des lois de resistance 
quclconqiu's. 


261. Trajectoire du general Dudidne. - i* Soit donnee la courbe 
balistique* : 

y — X tanga (i + ax+6x*), 

a <‘t h cLant des couslanlus. 

On formera 


Done : 




tang? tanga - [i -h ^ , 

, 

i4-3a.r4-6^>i»* 

I ‘ 

t ss J Ii-h3aa7-+'6^a?*prfir, 
cF » )/l 3a* - 8 6 )T)* cos*? + 8 6 VJ cos* a. 
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La formula qui doime le temps s’intdgre eu posant 


86 

\a*— 86 


(H-3tfiP+ 66ar*) = 3 long’ip. 


2 “ L’expression de cF(i') prend une forme parliculifiroment simple si 
Ton suppose 86 = 3a®. 

Ona, cneffel, 

' 3rt V*COS*T 

cF = — . 17 

•i Vo cos a 


Si Ton fail sur t et a les mdmes hypotheses quo pour rc<iualiun do 
Fiton-Bressant, e’est-A-dire cost et cosoc voisius dc I’uniie, ou si Ton 

3 ft 

cmploie rartifice de Didion, on voit que cF = «*. 

L’equalion du qualriemc degi'^ ^ 

tanga - - yf— (i + « V.a: + VJx‘j , 


correspond ainsi it la lol cubique 

cF = 


3® Pour 6 = 0 , on a la loi biquadratique 
* T, 3« 

'"“TFr 


262. Hyperbole de Newton. — Soil reqiialion d'uuo hyperbole 
ndmetlant une asymptote verlicale cl unc langeule I'erigiuc 6gai<‘ 
e tanga ; 




nt ax— .g* 
a tn — x 


tangs-, 


a et m eianl des consianies. 

On calculera ; 

. y(/Jt — at)— y' s= —(or — -tafj tonga, 

€t 

• y’(m — x) — iiy=a tanga, 

A 

y{m — x)—'iysxa. 


On en deduira : 

1 ® U inclinaison en fonction de x, 
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2 “ La I'itesse horizontale u en fonction de a?, 

ms= gaim — x)* 

— «)tang«' 

.'5" Le temps t en fonction de a?, 


i — «) tanga [(/» — 3*) ^ — m 


‘i" La resistance de Vair cF, dont I'expression est cF = — 

’ ^ ‘ig COS': 

sc calculera ainsi qu’il suit : 


On a 


y = 


niais 


Done 


Sr' 

ni — ^ ( 7/1 — a* ) ’ 


3 ^ 


(m 


— x) = 1^- 


/?i*(7n — ’ a) lanpfa"| ^ ® 


13 s 
uK 






On aui'a, par suite : 


u ^[a/7^2(77^ ■— a) tanga]"* 


cK= - 
a 




xi^ 


•>/n2(/7i — a) lauga 


\ COST 


Mals, i roriginc, a cL m sont lies aux carac Leris liques initiales dc la 
irajccloirc par F^quation 

® «(m — a} tanga^ 


(pii x'esuUe de Fequationy' .. 
On pcuL encore ecrirc 


I 

a 


fr 

M*’ 


JL ^ 

m V^siu2a* 


On aura, par buile, en porlant dans cF la valeur dc {m — a) tangc 
Texpression 


(0 


cF; 


X « 

3 u^ul 

a 772 COST 


Ainsi, la resistance ddpend, dans ce cas, comine dans celui de T^qua- 
lion dc Piton-Bressanl, non seulement dc la vitesse mais aussi dc 
rinclinaison t au point considdre, inclinaison qu’on peut, d’ailleurs, 
exprimer en fonction de o et des donn<5es initiales. 
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Dans Ic cas oi a el t restent assez petits pour quc Iciirs cosiuus 
soient pris sensiblement Sgaux k runit6 ou dans le cas ou Ton emploic 
[’artifice de Didlon, la trajecloive hyperbolique de Ne^vton suppose 
une resistance de la forme 

Si I’on a choisi pour w, qui est arbitraire, la vnleur 

3 v5 

m _ . 

a* 


li viendra 


cF = Hwi 


La rdsistance est proportionnelle d la puissance jde la vitesse. 

6* Formules clu lieutenant-colonel PetitcoL — Si Ton poursuil la 
solution balistiquc avec I’hypothftse de I’hyperbole do New ion, ouaiTiv** 
& d’assez curieuses formules, dont void les priucipalcs. 

Appelons x' la distance de I’origine & I'asymplotc vcrlicalc. ( )u peul 
£crire I’bjperbole de Newton sous la forme 

gx* »' 

Y = ^tanga 77? — ; ; * 

* iVJ cos*a ar — J! 

ce qui s’identifie avec I’^uation donn^c plus Kaut cn posani : 

m — x' at afi-i — ') -■ a 

\ aVJginacosa/ 

En introdnisant la portae d^finie par 

aV)cos*a = "FX” 
on peut 4crire I’cquaUon de la trajectoirc 

Db la formula de la tangente 

, . (aar'—4c) 


OU 


r ^ a?)l 
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on dedult, pour Tangle de chute, 

. aVJsin^a tanffw Vlsinaa cr' 

tango) = li-- — ou encore - — — !L_ — = 

® tanga ar — \ 

Pour le sommetdela Lrajecloire, >*'= o, on trome, enposanto^i = — co : 


\VJ&inia/ 


X tang^ &)i 
I 

tang* 0)1-4- tang*« 




tanga tango)| 


(tang*fdi- 


- tang* sty 


l^our Ic temps on trouvc, cn un point courant. 


-;t.x / y* ^ I 

,) coaa \a-** — a;/ J ’ 


•I, au point de chute, on aura la formule 


<i()inmc dans le vide. 

Pour la vUes.se rcstantc, on obtient 


V — 

> <,> - — r 


Vo Sin a / langa ^ * 
\tang{uj 


el, cnfin, pour la fonction de resistance de Va<i\ 


cF VoU cosa /.“J?' — .-r\* 


liemartjae. On trouve, chez divers auteurs, g6n6ralis(Sc Thjper- 
bolc de Newton sous des formes lelles que 

OU 


263. Les coniques comme courbes balistiq^es. -- Dds Ic debut de la 
Balia tique, le d(5sir de ramcner tk une forme simple T^quation dc la tra- 
jccloire conduisit & cssaycr de remplacer cette trajectoirc par un ar<^ 
(le eoniqae. 

, . Nei»frlOtt proposa d'adopter une hyperbole doniTunc des asymptotes 

' , I*. oiuaiMiKjKisn. 

' , . r' . . ' , ' ! 



562 ' CHAP. n. — PROBLJ^MES BAUSTIQUES INVERSES. 

etait verticale. Depuis, les recherches de Saiht-Roberl s('.mbl6r<ml 
eiicourager a suivre cette voie; il demontrait, en cflbl, qiie la LrajecLoiro 
reeile possede deux asymptotes dont une verticale, quo Ic sommol s(‘ 
trouve plus pres du point de chute quc de Forigine, que la courbure a a 
en croissant jilsqu’a un point situe entre le sonmicL ct le point dc cbiUe, 
pour decroitre ensuite indefiniinenl. Toules ces proprieLcs se rctrouvciil 
dans rhyperbole de Newton. 

)> Aussi de nombreux auteurs, parmi lesquels nous nous boriKU'ons a 
citer Indra et OEkinghaus, ont-iis repris a leur conVpte Phypotb^se do 
Newton en admettant que Ton pouvait, sans erreur sensible, rcmpbuser 
la trajectoire r6elle par un arc d’hyperbole. On a figalement proposi* 
Padoption d^un arc de parabole k axe oblique (220, 4“) » (C* Iktailler ). 

Aussi, paraitr-il int^ressant de tmter d’une fa(;on g6n6rale cc probl(^nu‘ 
pour nous rendre compte des hypotheses qu’unc telle solution c()mport(‘ 
et dcs cas oii son application pourra 6trc legitinuj. La discu.ssion qni 
suit est due an commandant Batailler. 

I® Dans ce probl^me, on prend Pequation gonorah^ dcs conic jnos 
passant par Porigine sous la forme 

cu posant 

Si / <; o, on a une ellipse; si I = o, on a une parabole; si I > o, ou 
a une hyperbole. 

Si, dans cette dernicre hypothdse, on a i, I(‘s directions asjni[)t()- 
tiques sont compi'ises dans le troisieme quadrant. 


Fig. ?55. Fijf. pfiC), 



Si / > I , une des directions asy mpiotiques est dans le. troisieme, Ptmire 
lan 4 > le premier ou le quatrifime. 
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L’hyperbolc resseinble done assez, coinme forme, dans ce cas, ct sur 
tine certaliic partie, a la courbe balistiqm. Le centre de ooni([u<* 
a pour abscisse ax=. y* 

Les derivecs >*', y <*t r" auronl pour expressions : 

/ = ^-+- Y(i-a/a*)rS 

-/= x“-": ’-4- 

m / t , *» ^'r*F CO*?-: 

— r"'= — a/jf)!: •‘= 

Soienl donnes il Toriginc ^ oi cl cF„, resistance iiiilidle; on aura 

B = \ tang a — < 7 , 

A^=: — 1)> 

•Js — 00-^ a 


I! _ L-i 


A’ V3 \«y 

/_-£/•<>, eFo\» 
A' U Vo 7 


tang a — ~ 


i Vj co^a 


3 Vj5 cos a 


Vlu.si on pourra df^ltTininer «, A ct B en fonclion dcs caracUuMslitpics 
initlales el du paranietrc arbitrairc /. 

I /a forme de l’6quulion dc la irajccloire cslla suivant(» : 

( jja — /^* — •x kxy { a \>)x — > \y -- o. 
Renstance de Fair. — Des deux relations 




on Ur(^ 


D<‘ Tequation 


w = «o 




f-)’- 

\« 0 / 


on lirera, par resolution dc l’<5quaUon do second dcgir. 


1 
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En porlanl ces valeui's dans I’eqiialion qui donne cF, il vicndra 


COS’S I \utJ L \“«/ J 


Ainsi que dans les exemples precedents, la loi de resistance coniienl a 
et T. Elle ne .sera pratiquemenl d^pendante de v seulcment que pour dc 
petites valeurs de ■: et de a. C’est done I’emploi de. i’arlilico <l(> 
Didion (260 ). 

On aura alors 

Une tclleioi jiourra titre admissible et susceptible d’applications pra- 
tiques si Ton pout determiner le param^tre arbilraire I de maniftre a 
compenser suffisammenj^ la courbe cxp6rimentale de la resistance do I’air, 
a partir de la vitesse initiale Vj. ■ 

3® Discussion. - Pour la discussion, cherclions lo dcfjrd a de la 
tance eb chaque point. 

Cc degi’^, d^fini par la formule n — — a pour expression 

ft 

4 \ V J n 

n = -r 

(ly^Lzi 

VVo/ I 

Le 'dogre initial = csL + pour vilcssr Iiili- 

niment petite, il est ogal, quel qua soil /, -• 

La discussion peuL fitre risumcc dans le Tableau suivant : 

— 00 < / < -- 1.. . iniipse, — La resistance 6 rott ^ parlir de Vq. Maximum pour 

^ ^ -3 , Elle d^crolt ju»qu *4 zdro; pour t» *rs o, elle* 

est laugentc ^ Taxe des cF. Le degrd d’abfcrd ndgatif, f>uiH 
, nul, oro!t ensuite jusqu’Si 

— I < ^ < 0. ... Ellipse. — La resistance diminuc jusqu'u siro ; la courbe c*l 
tangente ii I’axe des cF. Le degr4 n positif orott jusqn'ti y 
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/ - 0 


<»</<! 


/ = ! 


I < / ; 30, 




Parahole. — La resistance est une parahole de degre | ; 

^ O 

on a c F(t;) = 

Hyperbole. — La resistance est concave vers le bas si 
si Z> 0,22, elle est d’abord conca>e ^ers le haut jusqu’aii 

4- . I . — ^ 

J=o,28- 


point 




^ Le degrd toujours inferieur a r 


va en diminuant jasqu’^ 

3 


Hyperbole d asymptote verticale. — La resistance est une 
parabole de degre On a c Ffv) = b\h. La resistance esi 

tangente & i’ave des t; k Torigine. G*est le cas qui corres- 
pond k rhyperbole de Newton. 

Hyperbole. — Si Z< *4,28. La courbe de resistance pre- 

\ * / — I 

—j — • Kile 

termine normalement sur Taxe des v au point ^ . 

sVo/ I 

Lc degrd n est toujours > | et crolt de (x -f- Z) co. 

2” Si Mimes propriilis, mais pas de point d’iii- 

flexion. 


1^ figure o!-apr6s repi'iscnle quclqueir-unes dcs formes quo pciii 
presenter la lui de resistance. 

D’apris cetle discussion, on voit quo, scules, les valours dc /> i 
peuvcnl convenir pour reprisenter la loi expdrimentale de risislancc 
dout on a indiqui la forme (8). 

En particnlier, uno compensation do ce genre peut, d’apris la forme 
de la courbe des F(o), sc concovoir dans la' rdgion des hautes vilesses 
oft, moyonnanl une dfttci'mination convenable du parameirearbilraire f, 
elle peut fttre subslituftc ft la loi dc Chapel F(v) /j, r — ^g, qui prft- 
scnie la m£mc limite d’emploi. 

( )r^ on peut reprftsenter, dans la rftgion des vilesses supdricures ft 3o()'", 
la loi oipdrimentale de la rdsistanfte ^e I’air par la forme ( 9 , 6** ) 

F(t») e V'mvKv^-n). 

Nous pourrons done determiner lc paramfttrofenidentifiauircxpression 
de F,(v) avee ceUe qui a dtd trouvfte plus haul et qui efti 
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j'idcnllfication se fera cn prenant 

' /=-IL et F5 =m(\'— n). 

VfN 

Avec cetre valeur de /, la trajccloirc csl une hyperbole du second 
logre^^dont requatioh) qui a doDja^e plus haul, cst loiil a fail dllle- 
'cntc dc cello de Newton, qni correspond a riiypolhesc / r . 


Fig. 257. 



Dans Tequalidn de la trajccloirc, on plus de L (isurent Ics eoel- 
ficiienls A., B et <7 renfermant cFo que Ton exprimera par la foi^ 

mnle K; =: M (v,; n), cn fcnction dc M et do N, 

Getle trajecloire correspond, dans rhypoth<>sc de rartidee d<! l)i<lion, 
a la loi de resistance, irOs admissible enln; ccrtaincs limiK^s : 

F(vJ = \/m»Kw* — n). 

D«uxldnie porobldme balistique inTSTBe '(«, /). — i" Su(>|>os(tii.s 
(jn’on flonne x Uf,(\ • comme relation culwi Tabscisse et lo 

K'mps. L'l resistance de Tair est donide (2i8) par la fornmle 



’ ?'(0 ?^(*) s«— 


On a 
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cF = biv. 


La resistance est lineaire. 
Soil la formulc proposee 


bit — 1\ 

V 0 


^2a:=:log(i-4-62VoO: 


^ " (i ^2Voif)-' 

Done 

Mais, puisqiie u = <p'(^), on ecrira 

cF s= COST. 

Cest done la resistance quadratique que Ton suppose, si Ton prend 7 
asscz petit pour que le cosinus restc tr<is voisin de Tunite (ou artiGce de 
Didion). 

M Solt X = (formule de d’ Antoni ). 

On a 


Par suite, 


"J" Soil 


X „ — iAB 


_ o”{t) aBt» aB /- I i 

cF — 5-: == -jsz,vs/u ^ — u* COS-^T. 

oUt) i-hB« 4/1 i/A 


On trouve 


; --l(i -4- aay-i- 

Uii 


no 


On pourra identilier (cas de I’anifice de Didion) cette loi 4 une loi 
donn6e 


en prenant 


cF s* v» /Ml) -t-N, 


as==Vo(MVo + N). 
*4 


Oelte loi pent, dans icertaines limites, repr^sentcr laloS r6eUe de rdsis- 


lance. 
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263. Autres probldmes bali8tiq[ueB inverses. — i® Quelle loi de 
resistance suppose Vintigrale de Vhodographe n cos(0 + 7) = c/, 
a et q dtant des constantes? 

La formulc g^ndrale est 


Or, ici 

W(x) 

On a done 


cF 

g 


= sin': — COS': 


rfx) 


cos(0 




d’ofi 


r(r) = 5r 


t) 

C9s^(0 ■+• t/ 


cF . sin(0 + i:) s in0 

— — siu . — cos. binCB-Hx)" 

Done 


£F 

S 



La lesistance est proportionnelle a la vitesse. 

a® Quelle loi de resistance suppose V integrale de Vhodographtt 


On en d(5duiL 


cos"-: 


tnngB. 


1 



cos';(tang8 •— tang-: f 




Formons 




on trouve, d’apr^s la formiilt* 


, 'r 

— = sinT — titCOst, 

if 'I 


la valeur suivanle pour la r^sislance ^ : 


du, encore, 


/4COST (tangb — tangT) 

5 — £ * 

n siii(0 — z)* 


La eoAirbe polaire (5, t) est donfc tine droite parallelc aPasymptoUi O, 
,qui cCupe la verticale de rorigine 'en nn point tel qUe 




* On pent encore 6orire cos*’"'* t, ce qiii montre cjuo rdquatioit 

propos^e dc Tliodographe repr^senie une loi de resistance mononic, 
modifi^c par rartifice de Didionj^ 
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.■>“ Quelle lot de resistance donne^ comme hodographe^ une conique 
rapportde d son foyer ? 
l^a coniquc ayant I’^qualion 

a 

V = 

i-t-iicos(0 

( a, Ti et 8 <ilant conslanis ^on trouve 


d’oi'i 


WV-l - — ^T18in(e-^-) _ 

[i -1-7) cos(0 




Chojsissons 0 == o, il rcstera, pour equation de la conique, 

i 

<*l, pour la resistance, 


!-+-») COST 


*/ * 

\ 


I I ; 

V ''I 




Celle lol depend non seulement de la vilessc mais encore des came- 
t6ristiqucs a rorigiiie impliqu^es dans tj et a. 

Quelle loi de resistance faut-il supposer pour qua la trajectoire 
soil une circonference? 

L’^quation du rajon dc courbure esl — = — g cost. 

Si r est constant, Thodographe a pour Equation 


Done 


Done 


t)*: 


. COST, 






■gr 


.t ™ * 

I* sin T COS *T. 


cV 


3 . 

-sinT =» 
•Jk 


3, / 

2 V * g*ri' 


5® Voici encore un probddme analogue : (In point pesant land hori- 
sontalement c^ans un milieu dont la resistance est proportionnelle d 
sa denSitdetau carrdde lavitessedScrit un quart de cercle, comment 
oarie la densiU de ee milieu? ( P. Jullien.) 
jLa formule 4$ resistance s’^crit done 


ffP' _ bjV* 
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et bi variera pour sc plier la courbe balistique donnee. On. auiii done, 
d’aprSs le*probleme 4“? 

, V* 3 . 
bi — = — sinx. 


^ _ 3 sin-; 

2 CObl 


Mais, puisque la courbe decrite esl un cercle, on a 

v^-= ffr cos t; done 

La variation de esl done rdgl6e par celle formule, ou, on iiilro- 

Fig. 258 . 

A 



(luisanl le rayon /• el la hauteur /i au-dessus du centre par la I’onmilo 


3 I 


^ fi _ /i». 

2 « 

6“ Quelle loi de resistance suppose la relation 

I 


En diiFSrentiant, nous aurons 
. 3 

Done 


cos*-: 

\ 


! m — m!y1 


COS*T 


,'± = £L', 

ck ^ 


• m' -r- = — «* tang-:. 


1 

/«' cob^-: 


On aura done, pour la resistance, 


cF . vp' I . 

=sSinT -COSt- 5 r= Sin-B ! 

g 'Fa. 




7 ® Prohlirne de QreenhilL — Quelle loi de resistance suppose une 
courbe telle que le rayon de courbure PI soit un multiple constant de la 
portion de normale PE comprise entre la courbe et une korizontale OEl? 
On a 


PE 

PI 


! m o« 


rcos'z 


I m, 
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el, comme r = — , Q viendra 

cos T 

— £Z 


m 


Fig. 259. 



Mais, d’apres 


oil aura 


5? ^ 


tangT, 


dy y 

^ tangT : 
d'z m ® 


(M5 ([ui b’inlegrera sous la forme 

/'"COST ~ a. 


— (%/// —I); 


On en dcduil ais(5mcul 

1 

d’ou 

y 

<v ^ 

oil hieii, sur la figure, 

rV 


V* 


%ni — I SUIT 

I ~ 


2 m — I 


PP'. 


Pour diffSrentes vuleurs de m, on a : 

/;i i, paraholc du vide ; m i, chainette 

m =t: — r , demi’ cerclc de Nev^lon ; m = — i , cyclolde. 

8® Traitons eufin I'oxemple siiivanl (O Bataillor ) : 

Ppenons 11 - Uo—-‘* \aj-— Ba?®. 

Mellons rexpi’cssion i>r<5c6deiite sous la forme 
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<*u,’ eu posaiit lang^ = ma; + n, 

_ ^ ' 

“ ~ o cos*?’ 


On ^tablira los foi‘mules saivantes : 

1.118. = -^ gtt,- 4 -!ii> 5 co.! + K'], 

— ^ T 

k COS* C * 


cF 


a* COS'*? \cos‘s/ 


Celle demi^re expression, pour x pelit, donne* la loi do r<'si.slanc<! 

c F = 4 “ /«i> — 4‘. 

a 

<)* Prendre (C“'‘ Parodi) : 

« = A.H- BcoS'c-1- (isin-c, 


calculer x, y, t el d^iberminer les coeffictenls A, B, G pour (|u<! l’h<»do- 
graphe repr^sent^ ci-dessus el I’hodographe cxacl soienl o.<>eululcui's a 
I’origine. • ' ' 


/266. Trajeetbixe & Titesse constante. — Ouelle esl la trajectoirc 
dicrite si la vitesse est constante? Quelle loi de rthUtance suppose 
cette trajecioire? 

Faisons le calcul direct : on a les denx dqnalions intrinsciques dc la 
trajecioire (160) : 

di' 8, . VS 

^ s=— OF — ^SniT, -^.ss •■g’COST. 

Si V esl constammeul 6gal & Vp, la premidi’C (‘qnation donna 

rF 

nnx. 

ff 

D’aprtis la seconde, comme rs= on anra 

cosT$ rs— , da? «B! ^ 

<n ff • ff 
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Done 

II 

Oil aura <uisuite 

s 


. 

— = tang 

(Poll 



r= liloi 


/- 




Tcllo esL I'cqaation de la irajecloire. G’esl une chaiaette d’egale tension. 
TjC* mobile s’eiiive d’abord, atteiut une hauteur maximum 


VS. i 


Y, = ^l08 


pour X4=— ia el 


g coba g 

II n>descend ind^linimonl et devient asymptote a la droile 

I^a oourbe est symdtrique par rapport a la verticale du soiumnl. 


Fig. 2 Go. 



La po$ition du mobile ii ebaque instant be ddduira de la relation 


/tt a 



CQAP. II. — probl£ubs balistiqdes inverses. 

La trajectoire par Tasymplotc qu’on a irouvoe nc sauniil passor 

])ar un point clout Tabscisse stirpasse — Mais on peul faire on sorUi 

(ju'elle passe par un point quelconque dont Tabscisse esl corajirlsc onlrc 
zcTO et celle limile, car son Equation donne suns difficulty raiij'Ic a 
quand on connail jj, y et Vo ( de Saintr-Gerniain). 

♦ 

Remarques. — 1. On pent comparer Ics troi? probUsmus qui viemienl 
d’tUre r^solus nl wmarquer combien dilF6rcnl les ti‘aject(>ir<'.s jxiur (Ic-s 

valeurs de la resistance en apparence bien voisincs ^ ^ sin r dans l<* 

cas d’une trajectoire circulaire, — = — - sin t pour le probllimc 5", ei, 

enfin, — = — sin <: pour le cas de la trajectoire ft vitesse constantc. 

s 

n. Cette derniere trajectoire cst une approximation dc la forme de 
toute trajectoire dans le voisinage du point de vitesse minimum, quand, 
par suile, la vitesse est de grandeur sensiblcment constantc. 


1267. Facteurs de la trajectoire. — On appeIlcyWffe«/'a de Us trujev- 
loire les fonctions qui, pour cbacun dcs ciymcuts dc la fin d'lin are (!<• 
trajectoire, font dilTyrcr leur expression du celbi qu'ils ailcclcnt dans le 
vide. 

Posons done 

//■ay* 

j/-=a?tanga— 


lang'c = 


tangsc — 


(h 


Ot, 


t 



Les facteurs de la trujccloire sonl les fouoUous u qui dopcud<‘nl 
<lc I’un des filftments de la fin de I’arc (ir, r, . . , ) et des caraciyris- 
tiques (c, a, Vo) ft I’origine. Tons ces facteuils sc rftduisunt ft I’liuilft dans 
le vide. 

Plus spftcialement et plus ordinairement, on considdre le.s fonctions G 
comme dependant de la variable x, de sorto que la premiftre, Equation 
reprftsente I’^quation de la trajectoire. 

Les formulcs de Lagrange (234) permettcut alors de determiner les 
trois autres facteurs dc la trajectoire en fonction de G^. 

i" En difliSrentiant la premiftre par rapport ft Jf, on trouve la deuxiftme 



cqualion; done 
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1 

En formaniy' et d’apres la rclalion u = 


j on. I rou\ e 


G„ = I^Gj ■ 


dGy ^ 

dx dx^ I 


Enfin, d'aprfis la relation 


“‘“si E' 


Lc Tableau sui\ ant I'assemble ccs trois formu Ics : 


r _ r dOy 

Gt = Ga H ; — > 

^ 2 dx 


G«=[G,+ ax^+--;^J , 


I /"' dx 

5: 


■>," Donnons une autre forme a la solution. On sc donne lc facteur (J, 
cl par suite I’oquation do la trajcctoirc. Delennincr Ics autres factcurs 
ct racc6l6ration ct la n'fsistance de I’aiir 3 — c F. 

Do V - - J! tanara — on tiro d’abord 


Done 






u* dx 


177 "TTZ ^ ^ j 


On a done 


SI = 

d f I \ 9ffS>c< 

^ ”5f* dx\(jh) ««* 


Enfih 
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Poar Ic temps, on a 


iL 

de 




Mo 


On a done le Tableau suivanl 




:a?Gr 


dse \*i 


jd 

dx 


(A)- 












^(l**G,)=rG.. 


Ainsi, enLre les qaatre facteurs G,.,7,B,t, il cxistc Irois <Jquullons (UnV>- 
rentielles; si done nous nous donnons, en pltis, I’un quclconquu d’oiiln* 
cux, on plus g^ndralement une relation nouveUe quolconquc cnlre cn\, 
CCS quatre facteurs et, par suite,' la trajectoire, les condilinns dti mou- 
vement et la resistance de I’air sont compUtement deierminecs. 

Uaxpression de la resistance de I’air esi 


on encore 

On a done 


. _ wS d ( 

■JMJ COb- dx\UiJ ’ 

— riG;H-3»G:+ — gtI. 


<5 = 




AMj COS'S 


«. V., «c). 


Nous voulbns I'avoir sous la forme r^i-.3cF; pour celu, il faul 6li> 
miner x etx entre 

tangx = langa - ^ G, et ^ ~ G«, 

U(ji tfo 

apres avoir rempUce it par v cos^. ' 

Nousaurons aiiui une expression de la forme 

3 =: F («„ a, Vo, a). 

La i^istance de I’air n'est plus une fonction de la scale viicsso v ; 
cUe dependrait encore des donndes a I’origme, ce qui est eu contradic- 
lion avec nos hypotheses et avec la vcaisemhlan'ce. ^ 

Ainsi done, si I’ogi choisit arbitrairement la tjn^ectoire paircoorae; la 
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resistance tangeiilielle k laqxiellc on est conduit depend, non seulement 
de la Vitesse, mals encore des donnees a I’origine. 

Tout a fait exceptionnellement et pour des formes de trajectoires 
particulicrement choisies, il pourrait arriver que tous les termes 
en (c, Yo, a) se detruisant, la resistance ne soil plus function que dela 
seiile vilesse. II resterait k determiner la forme de la trajectoire de 
maniere que cette function de v se confonde sensiblement avee la 
foncllon experimentale F(?5). 

On ne connait pas actuellement de forme de trajectoire repondant a 
cette double condition. 

3® Soil la trajectoire 


(0 


j'=.-=:rtang5c~|^Gy(ar). 


Supposons que soit independant de Tangle a el clierchons 

([uclle loi dc resistance de Tair cela suppose. 

On a 


5 CO**'; 




dx 


( m ) 


ce qui, pur cTiiuinalion dc x entre cette equation el M = eroG«, nous 
(lounc 


A 00 s. ^ 9 Vo, c) = «5 j;? ™ u'i Vo, c) 

= V?cos»aF(|-, Vo, c) 

Vo,c). 


Nous pouvons done admettre que, si la veritable loi de resistance 
(‘St Vo, c), il suffit de la modifier legeremeni en adoptant 

<‘omme loi dc resistance la loi definie par la relation 


^ cos-^a 

^ C I* 

* COS 


fveOST 1 

t , Vo, c , 

L cosa J’ 


pour rendre possible Tintegrfilion et metlre Tequation de la trajectoire 
sous la forme (i), ou G^. ne sera pas fonction de a. 

En particulier, si la loi de resistance est simplement ^J*=:cF(u), il 
fuut prendre 

^ cos*a „/vcost\ 

* COST \ cosa / 

4 ® Nous voujoas que Gy no conticione I’anglc^que sous la forme 


X 

cosa ' 


P* 0 lAHOONNlBK, TOMB I. 
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On ecrira 


Done 


et, par suite 


CHAP, n, — PROBLEMES BALISTIQUES INVERSES. 
li^ d 


(5 COST = 


cosa- 


dx 

co^a 


(g,i) 


„ Wii fu .r /v »o u*/ V \ 

^ rosat _,r#iC0ST 1 

;s = c F > V(j, c . 

cost: L J 


268. Le probleme de la reduction des facteurs de la trajectoire* - 
Comme autre application des thdorcines du probleme l)alislic[ue inverse*, 
noua donnerons la suivante, qui esl due au commandant Bnlailler. 

Le probleme que nous voulons trailer s^enonce ainsi : % 

Est-il possible exprimer les facteurs de la trajrctoirr an /one- 
tion dhine meme variable cette variable etant eUe-mrme unr 
Jonction d^une autre variable s des caractdrisliques iniiia/rs; 
desi-d-dire c, a, Vo). 

On voil immddialemenl Tintdrot pratique quo prosoutcrail la possibi- 
lite envisagee. Au lieu de quatre tables a quadruple culr('i<s udlcs 
que {x^ c, a, Vo), necessaires pour la solution du problftino balisliquo 
general, c’esl*-a-dire pour determiner (t, y, w), on n^uirait plus a 
calculcr qu'unc de ces tables a quadruple entree, (^elbj ({Ai domuj ? v.n 
fonctioii de (c, a, Vo, Q; et quatre tables avee la sim[>l(* entree 5 sufli- 
raient alors pour achever le cabuil des autres clamours. 

Divers balisticiens ont fait des tcnlatives cn ce sons : II imporlo dono 
d’6tudier la question. 

I® Les quatre Equations finics du moiivcmonl soul It* sysU^mo inlogral 
des deux Equations diff^rentielles : 

d^iT d^Y 

=-c F(o)cost, .. oF(o)siiix — 

Les qualrc Equations finies no soul pas indfipendauU'b, la deuxidine .se 
doduisanl de la prciuifire par didVirentiatiou par rapporl k se, <•! la qua- 
triomc do la Iroisiome de la mftme fagon. On aura done, puisque Cl, 
soiit supposes fonction d’une m^me variable; 



On on d6diilL 
d’oCli, pax' integration, 


AOPLICATIOXS. 


■'!'■(*} = log ffiiaf. 


■J7() 


Done S csl line fonclion de m|£, la conslantc 772 1 dejjendant dcs carac> 
turisliques initiales (c, a, Vo). 

Ainsi, la j)remi6re conclusion in laquelle on arrive osl que, si le pro- 
bldmc csl possible, la \ariable unique csl niiX. 

Des deux equalions t=^Gt el u = UoOu on dCduii, par la nitlmc 
niclhode, | — ni^w. 

a" Dolerminons mainlenanl les cnnslanlus. jn^ par ovemplc. On a 


I rr — 

tfo 


l'’ormons • En rgtdanl u la premii'rc rqualion diffdrenlielle ilu 
second ordre, on a 

d^r . ,%miG',+ iniTG”, 

■ar - - • 


Pour : t), on lir<5 


(yt 


5= r F( Vo)cosx; 


cl <M)tnmo, pour .t o, lob ronclioiis no soul pas fonclion do 

(jui n’<»ulrc i\\w mullipllc par ar, olios nc r^nfermeiiL qu^me conslantc 
nhsoluo. A- On lire done do li\ 

A O F(\ 0} 

/;/> aa A 

^ Vj{cosa 

Done, la variable dos facl(‘urs de la irajccloiro osl 

^ V j cos a 

i*reuons alors reijiialion qui doiine u sous la forme . 

'1 ^0 r '^cP(Vo) 1 

|j<*s deux fonelions — el ^ *’*’*'* fonclions I’unc do laulre : 

Uq t 5 tOSiJC 

Si Ton prond la dorivot* dc la seoondo j)ar rapport a la variable— > on 
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5^0 

(lira encore que cetle derivee est ime fonction dc Or 


dx . dx _ vu^ 

cF(«)' 

a — 

[" ]csLune foaction de c’csU-dh'c dc ^ ^ . 

Or, ceci ne pcut avoir lieu d’abord que si les deux foaclioas uc rcu- 
fermeat (jue les mdmes variables, c’esl-i-dire si pcut dire rcuiplacd 
par uue constante, par exemple si let « sonl irds voisias de'zdro. C’csl 
I’artificc dc Didioa (259). 

Daas ce cas, oa pourra dcriro 


A 


V Fo 

T, T 




Oa sail que cette reladoa exige que la foaclioa F\n) soil unc cxjirtts- 
sioa moaome de la forme F( v) = 

Oa arriverait exactemeut & la mdme conclusioa ea ddlcrminanl la 
Roasiaate mi ea panaat de la premidre equation 


= a? tang a — Gy( w,a?), 

on formant qu’oa dgalcra ft sa valeur (25i) ; — fit fin fni- 

saal ensuitc jr = o, »' = Vq, ': = a. 

3“ Ea rdsumd, on dira : Les facteurs de la trajectoire ne peuvent 
&tre ejsprimds en fonction d’une seule variable que : i“ si ron 
applique h Vintdgralion des iquations dijff4rentielles Varii/ice dii 
Didion-; a“ « la rdsistanee F(v) est monome, de la forme Ban", 
d** Supposoas done qu’U en soil aiasi. On aura, par cxemplc, 


Done 


ou^ niiiu^isamxosGitlmiii), 

MO 

mix as V(mtfttp), 


el Ton pourra dcrire comme il suit 




Ainsi oa pourra prendt*e comme variable, au lieu de w*af, la non 
vclle variable wjj tu^. 
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Oil poiirrait egalement prendre comme variable, soil 


aCiangz — langa), 


soit a' — langa^. 


Remarque. — Si la resistance n’etait pas sealement fouction de la 
vilcsse mais aussi de la vitesse iniliale V©, il pourrait se faire que les 
facteiirs de la trajecloire puissenr s’exprimer en fonction d’une seub^ 
variable, dans des cas autres qu’une resistance mononie. 

Mais on a vu, d’apres la demonstration, qiic la variable neccssairc 

rlait J ^ q^<^ condition sera F == avec Tartl- 

lice de Didion. 

Ainsi la trajcctoiro dii general Duchene (avec i’artifice dc Didion) 
csL dans cc.cas. On a, en diet (2C1), 


cF = — — 8^) a® 4- VJ. 

12 Y g 


s/3 


(loiumc c Fj = ^ VJ y'S a-’, on a 




< )n a done l)i<*n 




F(Vo) 




269* iFacteurs de la trajeotoire de M. Sugot* — Dans la definition 
ci-dcssns, des facteurs de la trajecloire, ids, par cxemple, quo 




y ss:ijc langa 


< VJ cos * a ■” 


on compare In iraji'clolre atmospli(5ri,que i la Lrajocloirc dii \id(! ayanl 
m^inc vitesse iullialo Vj. 

On pout cKoisir un autre Icrino dc comparaison ct prendre, par 
excmjdc, la trajecloire parabolique ayanl mdme porlCe X que la trajcc- 
loirc a6i'iennc. 

S«)il X la portae dans I’air, & laquclle correspondrait dans Ic \ldc une 
ccrtainc vitesse iniliale ■<?«» sous le mfime angle dc projection a. 

On ^crira 


y = X langa — 


fTSf} tangee 
sin a a 
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«u bien 

a?* - 

jssiFtanga — Y^anga^,, 


eht le factem' dc la li*ajccloii'c choisi par M. Sugol. J1 cst foaolioii 
(le (jf, a, Vo, c ), ou bien do 

{y>*,Vo, c). 

On aura, dc mdine, pour les autrcs ol6incnLs de la trajecluirc, 

a;* tang a . 

,r = «tang« xT^'^” 


long-: = tang* — 


aartang* 




V« COb * 

u = '»?a cosa 


La \itcsse Va es>t dilc vitesse fictive dans kiiuHhode dc ealcul dc 
Tables de tir de M. Sugot. 



CHAPITRE HI. 

DEVBLOPPEMENT EN SfiRIE EN UN POINT DE LA TRAJECTOIRE. 


1. - FORMULES POUR LE CALGIJL D’UN PETIT ARC DE TRAJECTOIRE. 

V 

270. Frmcipe du dAveloppemeut. — S’iL n’est pas po.ssiblc, cn 
general, dc r6soudrc le probldme ballsliquc par I’inl^gration des equa- 
tions dllFiSrcnticlles, il esl, par conlrc, toujours facile, sans integration, 
d’obtenir un d^veloppemcnt cn serie qui, enlre certaines limites, per- 
meltra Ic calcul d’un ti'6s petit arc dc trajectoire. 

il^tanl donuce.s Ics valours des elements a I’origine d’un arc, 
e’est-a-diro (^ 0 ,^ 0 ) ''oi ^oj "To) 0“? plu” simplcincnt, V# ct a, en pre- 
uanl aso—j'o— lo = o, et Ic coefficient balistique c(c,.Vo ct a consti- 
tnant les ('aracl6ri8liqiics ii I’originc ), on sc propose dc calculer quatre 
des cinq quantiles (a?, u, f, r) dc la fin de I’arc, Tune d’ellcs quel- 
eonque <Jtanl suppos6e doun^e pour definir cetle extr^mitc. 

Comme on connuii los derivecs dc Louies ces quantiles les unes par 
ia|)porl aux aiitrcs (157, 4'’)i <>n pourra calculer aisi'inicnl Ics ddrivi'ies 
deuxifiinc, Iroisieme, quatrieme, etc. On pourra done oblenir immAdia- 
Uuncnl le doveloppemenl, d’uprcs la formule de Mac Laurin, des Ale- 
mcnls dc la fin de Pare, en fonclion des donnAes A I’originc et d’un des 
elements dc rcxlremile pris comme argument. 

A condition do reduire siiffisamment I’amplitude dc Pare, dc manidre 
que lous les (’di'micnts n’eprouvcnl que do faibles variations, on aura 
ainsi unc mAliiode do calcul (jui pourra se prdter, dans le cas od la 
convergence de la st*ric .sera suflisamment rapidc, A de multiples appli- 
cations pratiques. 

11 exisic, avect Ic.s cinq variables ehoisies, prises Pune ou Pautre pour 
argument (a?,/, i, v), cinq grtnipes de formules applicables autour 
(III point clioisi pour originc. Tons ces .sjslcmes renlreront evidemment 
Ics uns dans Ics adlrcs, auront unc convergence dc m6me ordre, elPon 
pourra passer de Pun A Pautre par la nuUhode du retour des sAries (110). 

Il suflira done de calculer les coefficients d’unc des sAries pour pou- 
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voir calculer ceux des series developpees suivaiiLs les aiilres ax'giimcnls. 

Les formules qui sont etablies dans Ic present Chapitro pr6scnloni 
le plus grand interdt pratiquCj non qu’on puisse, a cause dc la coaipli- 
calion des calculs et de la faible convergence de la pliiparL dc C(*s sori<*.s, 
etendre bien loin leur application correcLe et utile, mais parc<^ qu’cll<^s 
donnent Texpression des limites des formules de la Balisiiquc, quand 
Parc devient de plus en plus petit. Ellcs peuvenl servir, on los maniani 
convenablement, de base a des methodes tres precises cL Ires ulilcs (h‘ 
calcul des trajectoires par arcs successifs [voir Li\re VIII). 

D’aulre part, les efforts dc nombreux balisticiens se soul, depuis 
Porigine, port6s sur un des probl6mes traitcs ici, Ic d6veloppcmcnl do 
P^quation de la trajectoire, y = /(^)) onx fonclion dc Pabscissc, priii- 
cipalcment dans le^ cas d’une resistance qiiadratique (mir Livro V, 
Chap. V, § 3). 

Dans le cas general d’une resistance quclconqne, bs premiers Lernujs 
du developpemenl (jusqu’en re*) ont donnes par de Saiul-Rol)(‘rl. 

Nous 6tablissons ici les formules dans le cas general d uue resislaiK^o 
quelconque el nous donnons Ic calcul dc clmquc 61<uncnl on foncaiou 
des autres. 

Mais, si, pour' les applications pratiques, on il s’agii loujours d’am- 
plitudes Ires faibles, il ne peuty avoir de dome surlalcgitimile d'cmploi 
des ces formules, on doit ajouter cependanl (jue la couNCrgciutc dc oos 
sfiriesj pour de fortes valeurs de Pamplitiide d(* Parc, iPcst poial 
d6montr6e, d’une mani^re generale tout au nioius. 


271. Equation d’un arc de trajectoire. Nous pnmdron.s, comnu* 
point de depart de toutes ces series, la relation cnlrc y ei ,r, c/<\sl- 
i!i-dlre P6quation de la trajectoire que'nous <5crirons 


(«) 


y ^so tanga - 





Les deux premiers ternies du second membre pcuvcul 6lr<* ccrllh 
directement, puisqu’& Porigine (V„ a), la trajectoire almosplieriqiu* 
et la trajectoire dii vide ont Irois points, communs (218 )• 

Il s’agit de determiner les coefficients successifs A,, Aj, Aj, ... 
de la serie; k cet efl'et, on identifiera, terme 4 lorme, IVmjuiuIoii 
ei-dessus et I’equation de la trajectoire deduile <lu tl«!veloppenu*nl dc 
Mac Laurin 


(a) y 



4 ! 




¥ 
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Calculons done les derivecs successives dc y par rapport a af, en 
sachant que (157) 


d'c 

dr 


-r- =— et 


^ ^ dz _ cF(t») + ^sinT 

dx dx dx~^ 


a COST 


On trouve les forniules qui suivenl : 


dy 


•rfaf* 


__ ttfcF(ii) 

dx^ ~ v^eoa^z * 


__ 

a/?eF(o)r 

dx^ 

i*8C0S®T L 


tjj OOb^'Z 

d^y %ffeVlv)\ /i>F' \ . . „/i.F' AT 

dx'* ti^cos^T L^\ F ’ys*"' ^ \ F vj’ 

ItiF' . , 

i-v 

5^ sin-: 


„/»»>» F' 

\ «3bF' , AT 


I'iF'* i5».F' 

F^ F 


On fera, dans ccs d^rivees successives, u = Vo et v = a. La compa- 
raison des deux d^veloppements (i) et (a) conduira alors aux valeurs 
suivanles des coefficients A|, A^, Aj : 


. 4cFo 
^ VJ cos*’ 


A,= - 


Aj = -h 


4cFo 
V* cos^a 

4cFo 
VJ co5»a 




../Vi!n 3V.F; 


-) 


sin* * 


i\m . vjFy «5v«Fi 




4^ si 


i4 ] sina 


vjpy 

I) 


To 


)]•, 


D’aprSs ce Tableau, on voit que : 

A) renfermc la resistance iniliale dc I'air cFo,‘ 

As renferiue, outre cclle resistance, sa derivee premiere F',, et aussi la 
graviUi 

■ Aj renfermc la resistance et ses deux premieres derivees eiF,, 
ainsi que la gravite 

En ce qui conceme Tangle de projection *, on voii que : 

A| est du degre o en sina et (— i) en cos a ; 

As est du degre i en sina el ( -a) en cosa; 

Ao est du degre a en sina et (”■•1) cn cos a. 


S72. Oaleul des autres d’un arc de trajectoire. — Pour 
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obtenip, en fonction de x, le d^veloppement des autres 6l<SiuenU do 
rextr^mit^ de I’arc, c’est-i-dirc (#, langt, w), on opiirerait de la uadnie 
manidre que pour j'', au moyen des deriv6es successivcs icUes quo 



poTt^es dans le d^veluppement dc Mac Lauriu. 

Mais, sous peine de .renoncer & toute d6pendancc des formulcs cnln* 
elles, il importe de conduire les calcuk de maniire ft n’introduirc, dans 
los formules de lous les auires elements de I’extrftmito dc I’arc, quo lo» 
m^mes cocfiicients A,, A^, A* qui figurent dans I’ftquation de la irajcc- 
loire. On arrivera ft ce rftsultai en employant Ips formulcs du problftme 
balistique inverse (254) qui pevmctlent, ftlanl donnftc I’dqualion de la 
irajectoii'e, de calculer les diffftrents ftlftmcnts d’un point On a, • 

cn effet. 



273. Le d^veloppement suivant les puissanoes da I’abscisse. • I/ap- 
[ilication des formulcs ci-dessus conduit au syslftme suivant : 


;^«a?tanga-^ ^ -t- A, Ij-t-A* 

f Ai a? Ai a?* A| .r® 1 

ungt= tang*- _ . .J , 

I + a. + ^ (a, - Y) + p ( V - - ■ 


WoL 


u\ 




a £60 X 


[■ 


aA i 

8 




Mous avuns mis cbacunc dc ocs uqualions sous unu foi'ino idle queues 
formules ne different des ftqualious da vide que par le lornic onlre cro- 
chets, ftgal ft l’unit6 dans le vide. On salt (207) qu’ou donne, d’uuc 
nianiere gftnerale, le nom de faeteurs de la trAjecloire ft cos fonclion.s, 
qui dependent des trois caracterisliques ft I’originc (Vg, a, c) rt de la 
variable a;, et qui viennent modifier la trajectoirc du vide. 


274. Las oinq systftmas de formules. - i” Au lieu dc TabHcissc ar, 
qui figure dans los formules prftccdcntes, on peat avoir ft considftrer 
line autre variable, dftfinissant I’autre cxtrdmitd de I’arc, variable suivant 
les puissances dc laquclle los autres se trouveraient exprimdes. On peut 
I'onccvuir ainsi, coinme rentrant les unes duns les autres, ciiM[ sdries 
principales ayant pour argument la difference entre los valours do 



587 


FORUULfiS rOUR LE GALGUL D’UN PETIT ARC DS TRAJEGTOIRB. 

cliacun des elements aux deux cxtr^mites de Tare, savoir : 

— tanga^, (taiigT — tanga), (ifa— « )• 

On reinarqucra que la \arlable y n’est pas prise pour un des argu- 
incnls; en eflfet, ainsi qu’on Fa vu pour Ic vide (19), elle conduit a des 
equations compliquees de radicaux, du fait que x s’exprime en y par 
unc equation du second degre . 

La variable natureUcduproblemcest — tanga^ ou (tangcr — tanga) 
(en introduisanl Fangle de site a), variable tout k fait comparable 
a (langT — langa). 

De inline, la variable introduit des formulas compliquees, landis 
<{u"en ii Ics elements s^exprimeront trds siinplement. 

On a calcule les quatre derniers groupes de formulas ci-dessous; le 
premier ii’esL que la transcription du dcveloppeinenl en fonction de x 
donne plus haut, el duquel tous les autres derivcnl par Ic relour des 
series (-110). Gomme les applications ne necessitent jamais Femploi de 
nombi*eux Lcrnies d<» cos scries, qui dcviennenl xite tres compliquees, 
nous avons born6 le d6veloppement au terme cn x^^ un do moins, par 
e.onsequcnt, ([u’au n** 273. 

En cas de besoin, les formulcs du relour des series pcrmellraienl le 
calcul facile du Icrme d(‘ Fordre dc xK 


Tableau des forniules. — Donnons mainlcnant les cinq sysLemes 
dc series de la trajecloirc, quo nous nous proposions d’6tablir cl dans 
Icsqucls ligurenl los deux coeflicients A| ct dont les valeurs sont les 
snivantes : ^ 

/[eF« ^ 

V|j cos a’ 


Ai 




r. — VAItUBLK ar. 


(U 

« 



(•*) 

langa -- Z 

- iC£ 
a«j 

j*! 4- Ai yy +- Ai 

rj) 

tanga tang 


r At X As 

[ 7 a! a 

(It 

/ il ft f- 

ih 1 

aAi 

— -l- 

a.» 

o(*- 

(5) 

w sa zi0 i 

aAi 

-~x- 

8 (‘■-J't) 
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II. — Vaeiablb ^tangot— ou (langa — langff). 


<i) «. 


[ 8 ) langa — langt=:a^tang* — 






»«« /. y' 

I = (^tanga- i 


tanga--j - 


•^’(f)‘(^)’('"«— I)'’--]' 

- AA .4 \ ..tsa/ I 


<0 


e 


HI. — Variaelb (langa 

■V. H 


• lang-:). 


(langx — lungx) 


(langa — tongT) 

iang-cj*+. 


(») langs— ^ s=a i(tanga— langx) 

X ^ ^ (tang«— langi:) 

-^(A»-A?)(^)*(tanga-tangx)*+...j, 

(3) : ' 

<4) t «* ^( ta“g« -• tangx) j^i — (langa — taiigx) 

— ^ ^A,— |Al^^yj’(tonga — laiigx)* k.. ! 
<A) »es y ^(tanga — ungx) 

— (itbg^ t 8»gx)*4'*.-j|. 



FORMULES pour LE gALGUL d’uN petit arc DE TRAJEGTOIRK. 


IV . — Variable l 

fO a? = — Af)aJ (*+... j, 

(o) tanga — ~ — 1 £q< + oH- Mi®+. - j 

( 3 ) tang«-tangt=^‘^i 4 -^M 4 - 

(4) « *. ’ 

(5) K=sa„j^i_^H,t_i(A,— AJ) bJ/‘+ ..j, 

V , — Vabiable (uo— h). 


(0 

(■>) 

n) 

(4) 

(’) 


4 «o- 


Ai Uo 


^ ^ 2!^ ^ |Ai) (2^) +...], 


Oa fci'B, snr CCS fomulcs, Ics ([uelques rcmarqucs suivanlCb : 

I® Ou voit, dans Ic sj'sh'nie IV, qiie ^tanga — nc contienl pas dc 
lerme cu dans le sj'slcmc ll,h! temps t, cn foncliun de ^tang« — 

ne conlicnl, dans Ic lerinc cn ^langa — quo A, el pas ic coefli- 
cicnt Aa, c'esirA-diro seulemeni Fo, mats pas F,. 

a® IjCS furmulcs avec la variable (uo — u) n’onl pas d’^uivalentesdans 
le vide. Le icme ,4 <I“> csi («« ~ 

sous la forme ind6lomin4c car c ■=: o, si u = u«. 

3® llcmarquons la relation 

*s -*) + 3 ^ Ai(A,— A}) u}t*+.... 

4® Si, ue conservant, dans le sjstime 1, que les termes en A, a; dans 
ics crochets, on ^limine cctle quantitd enlre les diffirentes variables, on 
aura les relations exprimfics par les fgalit^s cUpris : 

(unge - J ) - 1 ] - a [|| ( taaga - uagv) -,] , 4 * a (■ - j) » 
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276. Expression de I’abaisssment et de Pordonnfie. -- i* On pcul 
avoir bcsoin d’exprimer rabaisscment y = x tang a —y <*n fonction d«s 
diff^rentes variables de la £in dc l’ai*c. Des forinulcs ci-dcssusj on dudtiil 
ais6inent les suivantes, en inlroduisant Ics monies cocflicirnls A( <*l. As • 


j = ^(tanga — tang-r)* j^i— ^ ( tanga — tangt) 

~ 5 a ^0 (^)* ‘ 

> - ^ ^ - ji (*■- 1*0 ■ 1 ' 


Calcul de y. — La s^ric da n** 274 |sysl. Ill, fiq. (ia)| peui 
s'ficrire 




i(tanga+ tang':)af 4-i ^ ^^^(tanga— tang’:)* 
X -t- Af)^(tanga — langTl . 


En remplaQanl a; par son ddvcloppcnioul on ( luiiga laugT), il 
^ iendra la formule 


^(tang*a — tang^-c) 


1_ h gr tauga + tangx*'' “ 


(Aj— aAf jtangct4-{3Ai— 4 Vf) tangc) 
tanga -f- tang^ 


(laiiga i 


Lorsque Taro quo Ton considero csi 6loignd du sommct, on [lourra 
poser tang a = 2 tang a — ( Ung* — tungv) cl r^duire le crochol a ii’dlro 
plus fonction que de (tanga — tangx). Mais on enlSve ainsi & la formulo 
la g6n4ralitS qn'elle a dans la contexture ci-dessus. 

3** Donnons, enfin, an th^orSme dnoncu par Ic capilaiuo I i chard. 

L’abaisscmenl qui, dans le ndc, csl constant pour un ini^ine temps 0, 
lorsque Vo varie (^67, 4“Ma constant;, diintnuc dans ruir avec V#, 
si /I >■ I ; il augmente si n ■< i . 

En eiTet, I’expression de y en; fonction de t, qui cst 
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avcc A I = 


VJ cosy.’ 


donne, en differentiant par rapporl &Vo, la formiiI(j 


dS, 




276. Sur la convergence des series. — La comergcnce des series 
qiii viennent d'etre Stabiles iVa pas ete d6montree d’lme maniere gene- 
rale, eL m6me on sail qacy = /(^), par exemplc, est divergenle, dans 
certains cas Lout au moins. 

Un llieoreme qui indique un cas tres elendu de convergence dc ccr- 
taines dc ces scries s'applique aux series developpees suivanl les puis- 
sances dc il est du a C. Veithen. 

II est base sur la proposition d’ analyse suivanle : 

« Soicnl deux equations difF(6renl!ellcs du premier ordre : 


« Supposons que les foiictions o el puissent se developper en senes 
do puissances dc {t — ^ — 5o )? ( ’-0 — ’“'lo h sdienl con\ergenLes 

|)()ur tonics l<‘s valcurs dc ces differences. On demonlre alors que Ton 
peut (icriro 

5 z= — /o) -h. . , VJ = Yio'+’ ^ — ^o) ■+• • • 


(‘t qu’on a deux series ordonneos suivanl les puissances de f t -- ) et 

com^argetiies quclles que soienl les valours de {i — ^o). » 

Soient niainlcnant les equations foudamcnlales dc la Balistique : 


(0 

(as) 

avec 


du 

Tt 




dw 

dt 


w 4>{?i) — 


u ^ COST, 




e F ( i; ) 
V 


7 


o'vi/isint, ti = \/k’ - h (V*. 




Supposons quo la fonction empirique ^(n) puissc, avee unc approxi- 
inalion clonn6c, <ilrc niprisenU'JC par un j)olynome (I’lm nonibre fmi dc 
(ormes, lous de jmissanco paire ; * 

<P(v) =- 

Los ‘seconds membres des fiqualions (i) et (a) scront, d^s lors, des 
polynomes entiers en u et w. Us sonl done d6vcloppables en sdries con- 
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vergentes, suivanl les puissances de ( 1/ — Uo ) et ( (v — it'd ) . La ’condilion 
exig^e par le lh6or6me d’ Analyse esl rcmplic, et Ton poui’j’a ('icrire Ics 
deux siiries convergentes pour toule valeur do t : 

H = It# -I- U\t-^ 
w = (Pu-t- iPi/H- 


(«07 «n Kjj «’o> Wi, «»j) sont-^es conslantes. Gomme on a 


les series 



ar = Mot + - . .• 

y = (Pof-H 


sent ^galement convergentes. 

Le th^orSme cst done dSmontrS pour une loi de n^sislancc 
nc contient que des puissances impaires de v : 


c F(v) s= J 1 0 6» a* -t- + . . . . 


277. La stole an (to — t). — Parmi les nombreuses series qu’il est 
possible d’envisager, celle qui sc di^vcloppr snivaiil l’arguni<»il 
D? = To — T, amplitude d'un petit arc, trouve, cn Balistiquc, dc iiom- 
breuses applications. Les forraules fondainenlales sont les expressions 
itablies (176) des d^rivecs de v par rapport & t : 


d*v _ a 
dx* COb*T 


dv 

3? 


» ( 

fcF 

COST ’ 

1 (S' 


+• SUIT 


)■ 


wP' 

TT 


^ sint -H 8iH*T 


On 4crira cette derni&re avec la notation da degr6 n do la r^‘8isianco 
Cld[ep = £^: 

> d^v V 1 

’3? “ C" + 0p*+(« ■+• 3)p8inT + 8in*T I, 

" d,to'^|>pement 4es difftoents eUments park form ulo dc Taylor 
donneW, pouir Vmc aywil iwi engine, en (»*, t#> «t son cxip6mit6 on 
(t, t, w, s), lesformules suivfcates,’ ofli To^npoSd poss 
On 'pose, de plus, confonn^inent''li une notation souvent einployt^o 
dans le calcul par arcs succe^fs dto trqjoctoirea, ptast, --t, ot Ton 
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appelle (dju, DJ^ d.v, d/, du ) les accroissements de v) sur 

Tare DT : 




D- 


iL(«H-a)p? + (/H- j)posinTo+2sin*To-)-i] |i 


l»r = 


— 


«r> tang 


— DT 5 I — 


( *4 SI O':,) 

f 


f / . . . , DT 

— (t-f- *>Po sin To -h 2 sin* To) 

rr.v cos To 


i sinTo 


l.(/n-2)pj sint# 

4- ( rt-f- 5 ) po sin*i:o -t- a po 

-Ha'in»To4-4 sin-col ■+-•••?, 

\COSTo/ ) 


Ul = 


?»0 l>T 


A* cos To 


— j I ( poH- asinTo) 


PT 

COSTo 


- 1 - j^K« + «)p?+(/»-t- 5 )posinTo +4 sin*i:o+ a] 


DT 


DU Uo(po-+“ sillTfl) — 

COSTo 


— ^ [(/I i)pj| •+■ (/I -f- 3 ) Po sinTo-h sin*To-f - 1 1 f ) H-..., 

*> \ cos To/ 

t’ii UT I I , ^ . K Dt 

i)^ = -ii. \ I -( >po-+- 3 sinTo) 

A' CO&To( ' COSTo 

H- i[*>(/i4-a)pii-4-2(n-4-7)posiriTt,-«h9sin*To4- 3] 

Doimoxis encore* lu formule de la vilesse horizontale, qui Cbt particu- 
lie'rcmcnt simple, on parlanl d<^ requalion differentielle 


On a 


(ill ^ cn F( lO 
dz ^ * 


Enfin, pour completer le Tableau precedent, on exprimera tangT en 
fonclion do la variable par la s^*ne purement trigonom^trique qui 


Slut : 


DT 


tungT lan^jvo costo costo ' cos To V cos To/ 
On pcul remarquer la formule 


sin To / 3 2CQS^To / PT y ^ 


3 COSTo \COSTo/ 




qui ne contienl pas do termc cn dans le crocliet. 


COSTo 


P. OIIARSON^nUl. TOMB I. 


3 $ 
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278. Fomnleg diffteentidles. — On se propose de chercher quellcs 
sont les variations (dar, dy, dt, dr, du) de rextrdmite d’un arc quand on 
fait varier les donn6es I’origine (a, Vo, c, g). 

On ^tablira les formules a temps constant, dt = o. On parlira done, 
du Tableau IV du n® 266, r^duit aux deux premiers lermes, cl en faisaul 
4tat des formules suivanles : 


Ko=: Vo COS a, 


A, = 4 


cFo 


V* cosa 


d’oi 


d’o& tangadst; 

Wo Vo 

dkt t)o , > ^ 

= H (/I V ;■ *+" tAHgot <?cx. 

Ax c Vo 


On trouve alors : 


da? = 
,)y = 


- (wo< — a?) — -^xlangada-t-[rta?--(/i — 

C Vo 


dx _ 

COS*T 


iu,t-x) (tanga - | + a? doc 

- ^ 7 ^ [elk - i langa] </a 


■+■ 4 L( « - a)® — ( n — 3 ) «o ^ I ~ " Off, 

« 0 ''0 « 


du = 


— - (e^o — [(;i — *i)it — (n — • 3)wo]^^ ('A Wo — u) tangE dot. 

C Vo 


^ QK QU 

On remarquera que — = — = o. 

On passera dc ccs formules d temps constant uux aulrc's sysldnuts a 
tin autre argument constant par la fonnule gdndralc du n® 229 : 


dea^s de& 
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279. Gas d’une rdsistanee monome. - • Oans le cas d'unc resistance 
monome F (y) = B„v'‘ el cF(«) = on a 

p'(o) = ct F*(ir) = n(n — ». 

Les coefScients A,, Aj et Aj, qui figurent dans les formules du n®27i. 
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5t)5 


• !) V" 

ont pour expression, en employantla noLaUon : 


\f~L ' Po 


Vii cosst^”’ 




■<<?* 


A,= 




V}; cos^a 


Po[(/i •— \){n — 3) sin** 


-f- po(^ ““ U ■“ *4) sina -r ( /i — i) -t- apj('^ — 3 ) C/i — j > | 
et la Irajectoirc s’ecrit 

~ ^ po[(n — i)(n — j)sin>a + p,(« — ijCirt - i4)smo6 

H-(ffl-i)4-»pS(«- ■$)(« — 4)J (^)’ 


Oil mmarquera quo, pour « = 1 , rubuissumcnl ^ — jc u(> 

depend que de I’duigncmcnt z — ^^cinonde I’anglc de projecliou. 

C’esl la mSnic proprletc que dans Ic vide ( io ). 

On donnera ulldricurcmcnl ( 1 dvre V, (ihap. V, 3 ) la loi do dopen- 
danee des termos de celle seric. 

Cas d'unc resistance lineaire . Kalsous n -- 1 ot bn = h\~ On aura 

1 gbt f IB y t \* i /rbi / j? y . 

ii VJ \cos*/ 4 VJ \co8a/ 7 V8 \cosa/ 

ce n’csl aulrc! que le ddveloppemcut^dc la formule 

qui rcpr^senlu atnsi I’dquation, cn icrmcs finis, de la trajectoire dans 
Fhjpothtise d’une resistance lindaire. 

Cas d’une rtfsistance quadratique. — Faisons rt =2 ol 
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On aura, avec po= — r“ = 
s 


j^ = tang*- 


s / g y 

aVjj \co8a/ 


/_£_V 

il\ytJ '^®\cosay 

— p ‘ ~ ®P» + 4 p? 1 ^ 


a- \« 
cosa/ 


Divehppement pr&s du point de vitesse minimum. — Falsiiui 
p„= — sina, r^quation de la irajectoire s’icrira : 




I - 4 - 


• I 


3.4 


col* a 


) tang a 


)’J- 


280. Lea &cteurs de la tngeoioira. — Prcnons deux lorux's s<‘iil(‘- 
nicut da d4veloppcment et meltons les facteurs de la irajecloire (mi 
E vidence (267 ) : 

tangt = lang* — ^ Or, « =* ko G«. 

Uq 

' On aura, d'aprSs Ics formnles du n** 267, en posant, conuiu* au 
n* 268, a*, 5 — a?, les formnles qui suivenl : 

G, = 1 + |e — — 44*^^sin«j5*+..., 

Gt=.i + g — ij^« — — 4-t- sin j I* + . . , 

C/ g[« — 3 + ^~sinaj6‘-t-..,, 

0« ™ i — H- ain aj §* 4- , . , . 



All point 


I 

Vjsinaa « , * '*> X _ , 

— T »» —Cr/Cw), 

>rX ' ' ' 

timgw =s ^ Gr(w) — Upg*, Km- «« Oi,(»). 



APPLICATIONS. 

On (l^duit de ces Equations : 


tangg __ Oy 
tango) ‘iGt— Gjr^ 



•^97 


St I’on consid^rc le sjstcime d'equatious (i), on voit que, dans le tir A 
grande vitesse de petits projectiles, tout an moins, le rapport sera, 

on gAnAral, petit; si, d' autre part, on tire sous un petit angle (tirdc 
pleiu fouct ), sin a sera petit, de sorte que, dans les formules, le termc 

on ^sinx dcs crochets sera souvent nAgligeahle. 

On peut dOs lors cnoncer les propri^tes llmites suivantes : 

. 1 " Le coefficient balistique c n’intervient plus dans les cocfficicnls 
(los termes en i, inais seulement dans ^ lui-m6me sous la forme dii 
produil ex; 

A" L'anglc dc projection a n’intcrvienl plus C^galcment que dans la 

variable 5, oA il enlre sous la forme ; 

’ cosa’ 

3* Si Ic tir est asscz tendu, Ic cosinus lui-mdme pent Atre confondu 
nvee I'lmitA cl les factcurs G peuvent Atrc considArds comme ind^pen- 
dants dc Tangle dc projection; 

Si la vitesse est suptirieuro a 4‘>o“, on sail que Ic rapport ^ varic 
irAs pen. Done, dans le cas du tir irAs tendu, les facteurs dc la trajcc- 
loii'C ne varient que ires Icntemcnl nrec la vitesse. 

En I'AsumA, dans cc tir, les facteurs de la Irajccloirc sont, A peu prAs, 
indApendants dc Tangle de projection el de la vitesse iniliale; ils 
dependent surloul du produit cx. . 

11 on rAsiilte que : 

i” Si deux projectiles sont lancAs nvee la niAmn vitesse iniliale, pour, 
dcs portAes inversement proportionnelles anx coefficients balistiques 

(AgalitA dcs cx), la qiiantilA^^, OA, sensiblement, u sera lamAine; 

les quantiiAs sinasc (uu sensiblement atanga), T cosa (on sensible- ‘ 
inentT), tango) cos* a (oit sensiblement tango) ) scrout proportionnelles 
r.ux portAes, on, ce qui revient an mAme, A Tinverse des coefficients 
balistiques. 

a* Si Ton lire, eu tir tendu, le niAmc projectile A deux vitesses ini- 
liales difiVirentes, pour la mAme porlAe, la vitesse reslanle horizontalc 
sera A peu prAs proportionnelle A la vitesse horizontale initialc Ut, la 
dnrAe du trajet A peu prAs inversement proportionnelle A u«, les tan- 
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gcntcs des angles de pi’iijcction el de chute & peu prfis inverscmcul 
proportionnels ft mJ (et I’on pourra sensiblemenl rcmplacer jiar V» ). 

Si, eniiu, on lire, en lir tendu, deux projectiles diffftreuls ft <lcs 
^itesses diSerenles, ft mftme c®, Ics vitesses rcstanlcs horizoniaics, les 
diirf'*es de trajet et les tangentes des angles de tir ci dc chute, seronl A 

peu prfts proportionnelles ft Mo» 

Ges propriftt^s sont d’autant plus approchftes que les porlecs sent plus 
aibles. 

Indupendamment de leur inlftn't general, ces propriftlfts pciivunt pci- 
mettre, dans certains oas, d’obtenir, avec des moyens uiiniines, di's 
resullats numftriques de quelque valeur ( d'aprfts Ic C* Balaillcr V 

Mais it y a lieu de n’uscr qu’avec la plus extrdme pniilence des gihie- 
ralisations el extrapolations que I’on pourrait ftlre lentft <rciroelucp av(><; 
CCS resullats. 

281. Constructiott de la trajectoire par points. — Buuu<‘<Mq> (rauletirs 
se sont propose* de donner le trace* graphiqnc, par arcs .suiicessifs, d’line 


Fig. 361. 



trajectoire dont on connall les conditions initiales (Vo, «, e) «t la 
loi de rdsislance de Fair F(»>). Nous nous proposons d’examiner 
quc*Iques-uns de ces procodi^s. 

1 ® Mithode Poncelet-Didion. - Soieni rorigiuc Mo d’un arc, to sou 
incliuaison, Vo hi vitesse initiate. On se donna la longueur pelila 
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do chaque arc dc trajectoire, tel qi^e MoMj. La composante tangentielle 
dcs forces en cst {g sinTo+cFo). Appliquant le th^ordmc des forces 
vives dans la direction de la larigente, en supposant la force constante 
sur le polil arc, il vient 

M« M J, ((? sinxo -h c Fo) = - ( o? — I'j ), 

^ / 

d\)u Pon <l6duira la valeur de la vitesse v^. 

On connail le rayon de courbure Mo Co en Mq, puisque 'Pon a 

7*0 = — que Pon construira cn prenant MoL= — = 2 A el 

menanl LCo horizontale. On prendra arc MoM| == iVIoM^ jet M| est le 
point chcrch6. On r6petera en M| (ou tons les elements sont malnte- 
nant connus) la mfime construction, et ainsi de snile. 


2 ^ Mdihode de la serie de Mac Laiirin. — On peut presenter une 
solution de mfime espcce sous la forme suivanlo : 

Soienl a et Ics caractdristiques initialcs dc Parc et A< le coeffi- 

cicnt (274) renfermanl la valeur initiale de la resistance A| = 4 vts — ^ ' 

T 0 COS 

Quelle sera, cm boutd'un temps t trds petit, la position du projectile 
et quelles seront les donnees initiates de Varc suivant ? 

No consorvanl que les termes cn f*, dans les formulcs (274, IV 'll on 


ocrira : 


a? = Hot 




y Tz w tanga ^ 


tangt = tang* — ~^i+ 

/ A.,' \ 

f( «o{ I Uot j. 

On romarquera d’abord que le lci*me cn de x, qui est ^ 
c’esL-ft-dirc ^ ^~f*(:osaj cst d’ordre dc grandeur tout & fail compa- 
rable i ^ , la rdsislunco cFo rempla 9 anl la gravity g~ 

Ayanl pris OQ — Vo^et = sur la tangente initiale, on 

parte MN = j gt^ sur la verticalo. Lc point N est rcxtr6mit6 dc Tare. 

Pour avoir la tangente cn M, je dis qu’il suffit de joindre N au milieu P 
de OM. 

On a, ou elTet, en u^gligcanl des termes en <*, d’apr^s les formules 
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ci-dessus x (tang a — tangT) = gt^ .Done, si Ton prend NM = - gf^ = MN , 
la droite M'O sera parall^le i la tangente'en N, ce qui d6inoutre 1(‘ 
thdordme. 



D’autre part, en combinant les Equations qui donnenl v ol «, on 
Iron VC, en nfigligeant les tennes en t*, la formule 


qui servira an celcul de u, il I’originc du second arc. 

En 4liminant t enlre x Ay, on troiu'e, pour liquation d« la irajcc 


toire. 


y 


r tangx- 




cFb X \ 

Vi cos*r 


3® Autre mSthode. — Dans la construction priic^dento,* porter 
QM(S=CFo** et M,Ni=^i®. Joindre QF| et prendre Ic niiltcu; cr 
point co'incidera avec le point N de la figure pr^c^dentc. 

Mais le vecteur ON< repr^sentera, en grandeur et direction, «•/, 
e’estri.-dire le parcOurs du projectile pendant le second cspace dc temps 
4gal & t. 

Menant NQi paraU^ et ^gU & ON4, on aura le second arc, en rdpii- 
tnnt la m6me construction. > • 

4® Gindralisation au eas d’arcs Jinis.^ Jnsqn’aox termes en 
il j a done independence entre les deux mouvements. Fun, suivant la 
inngenle iniliale, Ctant dd seulement d la vitesse ilaitiale Vo et d la resis- 
tance dc Fair, Fantre, suivant la verticale, dtani 4d & Faecton settle de 
k pesantenr. 
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Cette decomposition en deux mouvements simples de la solution dii 
probldme balistique a ete parfois preconisee mdme pour des arcs linis^ 
et mfime pour de grandes trajectoires. Les formulas qui resoudraient 
cc probleme s’etabliraient alors Lrcs simplement ainsi qu'il suit : 

Sur la .tangente initiale, lo mouvement sera celui que nous avons 
iraite sous le nom de mouvement rectiligne horizontal^ et Ton aura, 
pour determiner Fabscisse du projectile, au temps le» formules 

cos« c ’ c 


Au meme temps le projectile qui, par hypotliese, n’aura, dans son 
mouvement de chute, 6te soumis qu’a Taction de la pesanteur, aura, 

suivant la verticale, parcouru un chemin 

Pour discuter ces formules, prenons un ternie de plus dans le devc- 
loppement de cc et de y. On aura pour les equations exactes, aux termes 

on pres (systeine IV), pour Teloignement z = el pour Tabaissc- 
ment y, les suites 


,Vof-6,.Vs| + «6jiVr-'[ 


I 


(n — i) 


. 1 


^ a 


S 




Au lieu d^ccs formules, dans I’hypolh^se de I’ind^peudance des mou- 
^€me»ts, on prend pour I’^loigncmcnt z' le d(5veloppement de i' en 
fonction de t donnO au n" IH et qui esi 


*' = Va< - bny% ^ -h ■ 


el, pour Vabmssemen/, 


oil 


fr/Si 

y = (Lombard, elc,) 

y b 5 ^ (Lionastre, etc.)- 


On voit que z et z' ne colincideront que dans deux cas : i* si « = i, 
quel que soil «; 2 “ quel que soil n, si Tangle de projection a est tr^s 
petit. 

Si Ton fait, d’aprfts les deux syst^mes d’6quaiions ci-dessus, la cons- 
truction des deux trajectoires indiquCes sur la figure, on voit que, 
Ibrsque i et ct !> 0 , la trajectoire vraie csi au-dessus de la, trajeo- 
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toire & mouyement'ind^pendant. EUe serait au-dessous si lo signe 
de (» — i) on de a ^tait n^gatif. 

Fig. 2^3. 



Mais, on ne pent pas dire que la irajecioire vraie seni luujours au- 
dessus de I’autre. An contraire, on salt quo si la limilc fSo de ?J 
(mouvement rectiligne horizontal) pour v'=o csl I’inlini. Dune, la 
scconde trajectoire a une forme paraboliqae; la trajecloirc vraie adinct-. 
taut une asymptote verticalc, les deux courbes sc coupenl et la tnijcc- 
toire vraie passe au-dessous de I’autrc. 

U pent done se faire que cerlaines verifications numeriqiies, oA I’on 
comparera, par exemple, les portees obtenues par les foriniiles do la 
trajectoire A mouvement indApendant, et les formules exudes, puissnni 
rAussir dans certains cas particuliers. 

JSia tout cas, les dAveloppements qui precedent bnt bien precise les 
csis oA I’appbcation de ces formules ct de ces constructions graphiques 
pouvait etre legitime. 

Dans le cas d’une resistance on pent ecrire I’equation cxpli- 
cite de la trajectoire, oblenue dans I’hypothese precedcntc. 

On a (99, 3“) 

n—t 

Par suite, puisque I’on prend 

^ tonga— ■ 


.on aura, pour equation dc la trajecloii'e : 


I ' JLri I* 
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Pour H = 3, par exemple, on a 


j' = a:tanga — ^ fn- _£_y 
SMj 2 cosaj 


C’est une irajecloire du quatri^me deare du type de celles du a6n6ral 
Duchene (260). 


5" Mithode de Cram. — Soil le temps divisfi en petits intervallcs 

Fig. 264. 



D/, et soienl ori, dv 2, ••• les deini-pertes de vilesse, 
d’aprCs la loi du mouvcment rectiligne, pendant chacun des inter- 
vall<!i 5 I, 2, 3, .... 

Si la rcisibtancc do I’uir n’agissait pas, le projectile au bout des 
temps i, 2 , 3, ... serait sur la vcrticale des points B,, C|, D| 6gale- 
menl cspac^s; a cause do la resistance de Pair, au temps 1 , le projectile 

sera en Bg, Pintervallc B, Bg 4tant dgal ji »?;, ; il sera tombe de ^ o/. 

De Ci on deduirii la position Cj du projectile dans Pair, en prenanty 
sur OC|, C| Ca = 3i)i>, el parallfilement i 00,, en prenant Ca Ca= nug. 
Puis , 

oOa= —(3 \Ht -h 

On peut utiliser, pour ces genres de graphiques, des precedes ana- 
logues s\ ceux donnes pour le cas du vide (33, 2 “). 

En particulier, le graphique qui portc le n“ 4 est enydoye pdt Cran^ 
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pour une construction de la trajectoire dans Fair, quand on suppose le 
tlr tr4s tendu. On part alors, pour des positions A|, Aa, . . . , A, 6qni- 


Fig. 265. 



distantes du projectile surThorizontale 5 ducalcul dcs temps \\t\^ li/a? • • • 
par les fonctions D et S. 


282* Hyperbole balistique en im point de la trajectoire* Si r<)n 
prend la conique 

tanga -H Clxy 4- II j*, 

il sera ais6 de determiner les coefficients P, Q, 11 cn fonction dcs qiian- 
tlt6s Ai et Aa donn6es au n® 274*. II suffira, en effcl, de former les qualrc 
premieres ddriv^es de / en iP. 

On obtient ainsi I’^quation d’une hyperbole qui a, avec la irajccloirc 
atmosphSrique, cinq points communs dans le voisinaf»c dc Porij^ino* 

On irouve, pour les coefficients P, Q, Rles valeurs suivanlcs : 




Les diflfSrentes eoniques auxquelles on^peut comparer la irajectoin^ 
dans le voisinage d’un point correspondent alors aux condilions stii- 


vantes : 



<J s= 0, R == 0, 

parahoU de la vitesse ( 214 ); 

trois points communs; 

<3 = 0, P = R, 

cerole o^culateur Cai'4); 

^ trois points communs; 

Q»=4PR. 

parabole oblique bitan^eniei 

1 

quatre points communs, 


Toute relation a priori enti^ P, Q, R donne lieu 4 une conique ayant 
quatre points communs. Si P, Q, R sont ind^peItdfl^ts, oq a la trajeo- 
loirc ci-dessus, ayant cinq points communs avftc la' eourlae balistique. 
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283 . L’ 4 quatioii de la trajeotoire d’aprds le reste d« la sdrie (colonel 
\allicr). — On salt quo, dans le d^veloppement de Taylor de/=/(a?), 
Ic reste pent s'expi'imcr par nne int^grale el qu’on a 


-m.- 


f! 

a! Vote* /o 


■I 


*■ (^x — ' 5 )'« 
ni ! 




I cHanl la variable a?, cl cellc dernierc, sous le signe J * j etant considertje 
coinine la limile sup^rieure dc I’lnt^grale. 

Faisons m = a, on aura 


Mais 




dy d^y g 

d^y _ ^ ngc F(t;) 

dX^ C05*T 


l>our les auln's 6 l 6 mcnts, on opirera de rngme, cl Ton arrivcraau 
s^’slAinc suivanl : 




gx r , c¥(v) 

la..8r«Ung*-^-><ry^ (.r-5)^j{^ 


La pr«uiii 6 r<“ est I’c^quaiion de la irajccioire sous la meme forme d 6 ji 
rencontrde plus haul ( 257 ), qn’on avail obtenoc par one triple inl 6 - 
gralion. 

An luoyen de rexprcssion de donn^e pr 6 c 6 demment ( 271 ), on 

eei'ira F^quation de la triyccloirc sous une autre forme, od 1 inlfigralo 
conslitucra le quaJridme lorme da second membre : 


ffx* g»!*eF(Vt) 

* tang* - ,r« - lVicoi?r 

F(o) 


+ f 




281 * D^vaU^pemep.* < 1 * Faxo s. - t® L’arc en/onction de Vabscisse 



6o6 CHAP, III. — OfiVELOPPEMBNT EN SiflUE EN UN POINT DB LA TRAJBCTOIRE. 

dx 

^^3 Ct COST CSI 

cxprimable en fonclion dey = tangT par la fornmlc 


cos»t 






Ainsi done, on aura 


= / -4-y* 


Gomme, d’autre pari, le syslSme I (STA) donne I’expression do y' on 
fonclion de ar, l’int6gration sera possible el I’on saora (txprinifli' Varc s 
cn fonclion de a;, cn n’introduisaul que les coefficienls A|, Aj, Aj du la 
ih^orie g^n4rale. 

Mnia ce calcul est assex compliqu6; nous eQccluerons done lo calciil 
de Tare en partant des d^riv^es succcssives oblcnues direclciiK'iil. Noun 
savons que 

y* dx 


dsz=z-^' 


AT COST 

Nous avons, en d^rivant successiTemeni, 


dv if 

et que -y~ = — p -h sin 
^ dx cost ^ 


dx 

ds 


; cost 


d*T g , 

•T-r = ^smt cost: 

05* y* ’ 


/r* * . 

^ cost(4 sin*T — 1 4- ap smt), 

= ^cost ja 8int(3-“ 8 cos*t)-H[a(5 — n)sin»t — 3 |p — a(n — i )p* sint |{ 
avec 

uF cF 

n«_ ct P«y 


Dc m^me, par rapport ky^ 
dy 

« Sint, 
<ts ’ 


5?- 


rff* 




aj?* 

-^C08*tra8int + p), 

• 

d^Y %g^ 

=— -^CM*'c[a(i--7«n*Tj + (n + io)p»int4.(ft — 4)p»1. 


Nous aurons ainsi, cn faisani ? ss x el i< =:±: V«, les deux series sul- 
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vantes jusqu’au lerme $* inclus : 

a? = «cosaH- ^ 1 sin*a — 1 + ap, sina) 

/ g \* , 

oosaj a sina(3 — 8 cosSa) 

+ ra(5 — n) sin*a — 31 po— 2 (« — i)?o sin*,' 

^ _cos 2 a— ^ ^ j . cos®a(4 sina 4- » 

^ \ a 

41 \V|/ 4 )Po]-H--m 

Cl, par Ic retour des series, en se bornant au troisi^me terme du second 
inembrc : 


s = 


X 

cosa 

sin a 


a! vr 


' \cosa/ 


^(^)*(cos**-ap»si»a)(^)*- 


cos*a / y 


a I VJ sin« \sina 
^cosSa 


)’ 


4 

■^'sivv?; si 


sin^a 


(sm*a -h 3 4- po sin a 


Y-^y 

\sma/ 


a“ L'arc en fonction de VincUnaison. — Lcs formulcs pi'<5cedenles> 
lie font [)as connatlrc, ainsi que le font les formules du n** 271, l’arc .s 
dans J’air par Ic moyen d’un facteur de la irajectoire. 

On salt qti’on a, dans le vide (22), 

s = — ?s"l, 

avec 


r- 

.4 c 


<h 

cos’v 


Pour avoir la solution au moyen d’un facteur do la irajectoire, il faut 
done chercher los dfiriv6os successivos 

ds d^ 

dm* dm' 

A cel cffel, sachant que — cos® t, on calculera les d6riv4cs sui- 

Vantes ; 

ds _ a*cos*t 

rff. 


d*s 

d^i 


acK . . 

yicos't, 

g 
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Le (idveloppement cherch6 sera le suivant, pour uu petit arc \)S 
par les extr6mil6s To et Ti , et en posant DE 2 = • 


1)« ss 0II2 ) X - Po COS- -Co 

^ i 


I 

-po cos*t:o[(/i -+- 35 )Po“H ( /i — 2; simroj ^ . 

Entire crochets se trouvent les de la trajectoire de Tare $, l/i 
scrie inverse donnera 


( 1 ) D^j I -Hpo — 4)po'+’ ( At — ‘>.)sinTo] 




3® Rapport de Vabscisse et de Vordonnie d Vavc* — La seric du 
n® 274[syst, I, eq. (3)] 

■^(tang'Jo'— tangx; = ar| i-f- y ^ 

peutj quand, dans le crocliel, on reniplace x par les deux preiuiers 
termes du diSveloppement en s etabll plus haut, e’est-i-dire 


D^: 


s’ecrire 


A' • 

: COS^oH SmTo COSTq -h . . . , 

2 Vg 


. ^ Wo - \ OJ 

<2) -;^DlangT= Dr 

ip«[(n - 4 >?.+ (« -- ^) sinto] 

t 

Divisaut meinbre 4 membre les deux relations ( 2 ) et (i), on trouvera 
Hang'S Da? f I / gxa\* . 1 

gP-’V Vi y) 


ct, par suite. 


i>r ^ D langT 
OA* D?*T 


SIDTo COSTo-f-a. .. 


Pour Dj, on a, d’api"6s le d6veloppemeni (275, 2 ®) ; 


g = i(tangT, + t8iigT) + ^^+.... 


Multipliani membre k membre, on voit qu’il vient , 


or _ I tangi-sp - tang«T i /£M\* 

^ g p« 


Da 


?*Tp-f,T 


V • 

cos* to* 
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Ces deux formules sont utilis^es dans le calcul des trajectoires par 
arcs successifs. Les • premiers ternies du second membre sont les rap- 

[)orts ~ ^ dans le vide (21 ). 

On obtiondra ccs m^mes formules en partant du systeme du n® 27-4 
({ui doiine la scrie cn nj. 


285. Application au calcul du temps. — Les formules du d^veloppe- 
ment en s6ric d’un pdtit arc peuvent servir k r^soudre des probl^mes dc 
nature diverse, qui se pr^sentent en Balistique. Nous donnerons un pre- 
mier cxemplc d’application. 

Soient connues aux extr^mites d’un arc d’amplitude (t® — t), les 
viicsscs ct Vi : ctablir une s^rie faisant connaitre le temps en 
fonction de . 9 , v^ et Vi. 

Posons,' d’une mani^re g4n6rale, a = |a^, relation oil p esl un 
nombre compris entre ?'© et u,. On posera, pour un point courant sur 
Tare, u = p — ( p — v). 

On a 

Dd( \xt- f f (jt - - a ) 



Mais, on a Ics d6riv6cs successive^ 

fit _ T 

<?/»*"' p -h Sint 

//p ^ d'i 

f/Sf I '//T ^ ^ ^ , /j p( p Mat H- cos»t ) 

(p-+-»inT)* J** v(pH-sin'c)» 


On a, par la scrie de Taylor, , 


Done 


rff 

31; 


1 I 

^ (p*+8lnTj)* H 


>ar suite, en posani K =* (') 


' devieadra 


'(HMRiwsKsm. tiotw •< 


— f — K f ((* — v)(w“ , 


S9 
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‘ On 6crira cette demidre intSgrale 



Vo> — (K — l’o)](’’ t' — i’o I. 


On trouve alors 


(a) s=-{i.l- 


* (Oo — <’l I — V I 3 lA - I’o - 2 1’l 1 1 '>0 I’ll*. 

•AiS'CPo+sinTej'' ® ' 6‘ ‘ 


Le terme g6n6ral de la s6rie est 
H 


f -T- I ) ( jt? -+- 2 ) 


[( /> -4- ) (JL -- — ( /) -4- 1) I’l ] ( Do ^ 


Suivant les valeurs qu’on donaera k I’arbitraire y., on aura dcs foi*- 
mules de types differents, dont ccrtaincs onl etc atilis6cs pour <](??■ 
calculs balistiques. 

2 ® C^'est ainsi qu’on pent former le Tableau suivant : 


ia) 


(^) 

(c) 


¥k 


t 




D<)~h Dt 
2 


t 


7 .$ 

i’oH" Di 


( mo^enne arithmdtique ), 
aK ( i>o - Hi )i , 

■ IT 


^ a\uo vj 


^ a \i»o 

^(Dq+Di) 
2VoDi 


2K-- 


IX— v/yoUl 


( moyenne harmoniquc ), 

{> \ ( Dp- )’^ 

PoH" siaxo ) j 4**’,) 

( moyenne g^om^trique ), 




i 1 

^HolPo+S’iiiXoiJ 


(»»o -DiV 

4! Do 


Toutes ces moyennes, comme d’ailleurs toute valour *de (a syra<5Lri<j[U(* 
'par rapport aux lettres Wo et «'i, conduisent & des expressions oii nc 
figure pas de terme en ( Vo — «< )®. ' 

3® Faisons, enfin, u rr . 

Dans ce cas, le troisifeme terme du deuxi^me membre de la formulo (a) 
disparait, et il reste 

f cs __ I ■ ( Oa ■ D| ) » 

Uo-i- 2 Vi a#'( Pa -4- iinto ) t>o + iv," * 


Cette formula, comme les antreS, n^^go 
de(vo — v)*. 


nn teihne de I’ordre 
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Second exemple d’application. — i ® Soit Fintegralc 


1= Hodi, 
A 


ou o cst une fonction de 5- 
Posons ridentitc 


(p=-.x ({X— CJ, d'oii I = — ^ |[X— 

* '?o 

On a, par la formulc dc Taylor, 


; 7 o - — roi«(i 


I S — 0„ |2 , 


(>u posanl 


'-"UA’ '“"A/pj- 

Done 

f = Sol— / llJt — ?l|S'i) + l'i' — 

Cl un cffecluant Ics int('t|;raUons, cnlre Ics limiles Oo cl s,, 

Sol + S'ii'?o 9i I (l^ - ° Oii^fl^-- ■+-... 

1 cllc csl lu formulc gcneralc clicrchcc 
' 4 " Prenons Ics Ccjualions do mouvemenc soils la forme 

/ wi^Uangi:, f w^r/lang*i:, fit — - w^iflangT; 

* Xft ' * •''To 

, OU voLt <|u’on rriitrc dans le cas de la formulc g^ncrale, cn posaut <p = a-, 
pour X el/n o -- n pour ^ ; ct | -x:; tangir pour j? el /, 5 = lang^T pour.^y* 
On fopmera par suite : 


ss - 1- ( a* ^ l/J 1 7 [ 3 sin'Co - M 4- U' 1 1 po 4- &inTu > j 4- . • . , 

itn^ rfipoco8»xo " 

ts ' hirt* Wiil — r-r — r-l^s»"®-o4-i (/i f-UK'po-H «5im:o) sintol 

du^ /t,jp<^C08«To ^ ^ “ a/>Jp?cosHo‘ 0/ 

t X 

ss: — 7 — fasiUTo — { /I 4- lH?o4- siUTo )] 4-. . . . 

‘ ,</U Vop$C06*Zp ^ tipi coa^^i) .i^fi 
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On aura alors les formules qui suivent : 

5-a:= [i( tang Tu- tang x, ( — J', k? I ^ 


- Si ( «0 


(.- 


fc// 

-«?)S 



■ Si < «o ■ 

- «» ) ( 

f 

< 

Ifl -4- f/o \ 

‘ / 


- Ml )* 1 

(i- 

2 7/, H-7/o\ 

3 / 


S', et S" 4tanL pris suivant F6lement consid6rt! dans lo Tabltnui 
ei-dessus. 

3® En particulier, si Ton choisit p. de mani^rc i faire disparatlns h* 
troisidme terme du second membre, on a, d^une niani(>re g6n6ralo, 

I 20i-4-0(i fjj 

I *Jo)— "g-(^0 • ?J ' 

dans le cas actuelj il viendra 


2 u\ -+• «S . 

-H Hq I 

; ^ - ( tang x,~ tang x.) + («, - a. i*4- . . . . 

' ; ^ On p^t retnarqner la formule 

i I 

I * 

pr ss jf tangx,— (tapgx, — tangxt)*. 

4” On pent 6tafaUr d’autres formules en partant de Tinfograle I dcrile : 

« , ' 
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Ainsi, en faisant (* = on irouvera pour x la formnie 

iffnf = (aw^H- )( tangio — tang-ci )— i>Jpo(tang-:o— tang’:i')*+ 

Si Ton fait {x= - ■ ■ > on trouve pour premier terme 


cc (jui donne pour .r, par exemple, 

‘*/«n lanpfxo— tnn^Ti ^ 

^ “ Po cosTo -3 — -j ( ttX - - *^5 tang'll 

« “0 “ " *<'1 

' 287 . Troisidme example d’application. — Donnons encore quel({ues 
formulas g^n^'ralcs relatives 4 revaluation approchee d'iniegrales, qui 
sqnt utiles dans certains problSmes de Balistiquc. 
i" Soil 

1=/ M?. 

A 


Pohons 
Oil aura 


y Si 


et h =5 


(0(j:pj7, + 3T'P '?'nTT7 

m >■*-* >'*•+•' 

'-’ixTT; 


on a 


Si, d’une fu<;on generale, on pose 

I . ,(0+ + ^‘] T*'''*' 


„ {'/'+■ -hsr' 


On a ainsi, pur ceUe formule gen4rale, I’expression pour differentes 
moyennes; ainsi : 


ni ss? 0, 
m ttB i, 
m » 




k±i« 


5,^, 

r* 5 *= 


( raoyenne arithinetique); 


(moyenne giom^lrique;; 


1 ■ 
I ^ 


- I, ^ a (‘«oy«””« liarmoaiquc). 
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2 ® Pour). = 0, (!J = ?i) et pour }v = qo(^ = I#), on a 

I = A oo-(- 3 T?o+ "Ti ^o"^* • 

• , , h> , „ /*» ... 

Ia:Aoi— +■•••• 

Ajoutant ccs deux Equations, on trouve 

I = ^(o.+oo)- 

vSi on les relranchc, on obticnt 

. o = oo — Oi-t-^(oi4-ol |-)-^(o5 -©; i-|-^(9oH- 97 l-J-..., 

'> = ?i — o'l -H oj H- ^ I 9o — ?r > ^ f *Po •+• ?'i'' ' :•■••' 

o = © 2 — ®" -t- + n- 

o = «; — (p 7 H- A ( oy + 


tlemplagons, dans I’expression dc I, le tennc (ol' -h ej') i)ar su 
valeur tir^e de la dcmiSre Equation 


% , .') i 




et de m6me ^(o"H-o"J par sa valour tirfie dc la deuxicnio t^uallou 

[f'l - ?'o + j?( 07 - ©; ) - ^.v ,j , 

il.’viendra, aprfis rfiduction,' , 

' -H (— ). 

C est Tine s6rie dile, en. Analyse,, s6ric diEuler-^Mdc LcffUrin C£ui ost 
susceptible de nombreuses applications ; die perniet, en particulici% 
connaissant oq, ct aux extr^mit^^ d^un arc d;0 co,wbe, d^obtcnir 

unc tr('s bonne approximation de I’inldgrale Xts^J ^ , 
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.i“ Ainsi, en prenanta’ = on trouvepour les Equations du mouvement : 

""" ” ? (i * ^ '-r (.^i - .-f^) 


A'^/po , Pi 


2 \Uq Vi 


r ^*opo pit p 

•>.IJ [ /Ijj 


P^ po-T-<iin7) Vj p\ — pi Q|-4-sinTi 

jj l»oCOST^ J1* UiCOSti 


4“ En prenant, d'aulre pari, tangc = 5, on a : 

.r=s —dang lo -tang tiiiitg+ajn- -L (tang to — tang ':i)*[»fpiCos*ti -a^poCos*T(], 

-ft , 

K=! I tang^To tang*Tj )( i/jj-f- ) !- ( tangSTo— lang^ci *' ■ * — , 

4 A' ' 4.<)^ ® t, 1/ 1^ j 

i ?•- — ( tang To - tang Ti ) ( «o + «i ) 4- ( tang to tang xi )* [ Vi pi cos*Ti — Vq po cos®t<>| . 

5’* Kn prenanl cnfin on iroiive les deux forniules symSlriques : 

I jSr/* 

,ra-! U ^fpoCOSTo piCOSTi)4-..., 

«( «>o u'l 11^ -^(poSiiiTo- piSinTi;4- 

On pout en d^duirc 

«•'«.*+• rt'i jiT , V - / 


288. Qnatridme example d’appUeation. — Dans le developpcmcnt en 
foncllon do t)': = (‘r,,~t), cherchons I’eireur que I’en commet sur los 
(liir^renis dldmonis quand on les calcule avoc I’hypothfise d’unc rlsis- 
>auce Brnti®* au Hen de la veritable Bat)* sur I’arc consid^rd , en supposanl, 
oomme au n* US, f , la correspondance < 



; et^ un point intemediairo enim vc oi v. 

' 8#***= ®l; ?e«— “’ira, par le ddveloppemcnl en, 

Pi, ^ 
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s6rie de l’6<juatioii de definition, 

’ — - 1- 1 J 

= p„[i + fm-n)^(p.+ sii>x,)^J. 

Portant celte valeur dans le second membro dos develoiipcineuls I'li 
serie, il viendra les fomules suivantes : 


Xm — X„ _ Ym — yn _ ^ ^ f/ii 

»« J'lt *n t n 


e= ( m - n)\ 



( (p«+ slnxo ) j 


u 

a-+*iy 

-«)( 

(L. 

rt > 

a-t-iy 

1 ( po + sinto 1 1 

[£^) 


' Done, I’erreur k la fin de Pare sera diuiinuee d’lin degre, surla vilc.^M* 
restante v, si I’on prend 


d’oa 


a «-+-! 


c’est'i-diro « =* i ; 


) =*■(—} • 


, On fait correspondre ainsi les resistances k la vitesse mojenne 
■snr Fare. 

, '' On reculerait d’un degre I’erreur sur ( j?, y, s, (), cn prenant , 


done 


I a 

3 a-+- 1 ' 


d’oCl « at - ; 




fSi roijL aidopte la preitiirc dStetmiaadony ou trouve pour 

. j[*efTt^ur sur 




a?;* 




m. - FOBMULtS DtT VIE HOB^ONVAI.. ' , 

* ' : ^ ,/i' , . : ; , 

289. Tir horiaontal. — * On .peat deopi^ejr iir Aoxupntal celui.t^ 
toute la irajectoire, de I’origine an pblfttde dbiHtevj^ii^ripr^ 



FOBMULBS DC TIB IIOBIZONTAL. 


617 

par la s6rie de Mac Laurin, & ua pelit nombre de termes. H 

I’agit, entre autres probUmes, de determiner les elements du point de 
ohute et du sommet de celte irajectoire. 

On peut tout d’abord prendre la sdric avcc les trois premiers termes 
lu crochet, c’estri-dire telle qu’ellc a 6t6 calcuiee pour tm point qucl- 
1 ‘onquc au n*‘ 273 ; on introduit ainsi la derivee scconde de la resis- 
tance iniliale, it Pezclusion des termes renfermant !a d6rivee troisidme F^. 
Nous donnerons, tout d’abord, la valeur des coefficients A,, Aj, Aj 
pour ce cas, ce qui permetlra d’6crirc, avec trois termes, toutes les for-, 
mules du point de chute, ddduites du systSme II du n" 27 i, oh I’on 
fera jk = o et aussi les formulas du sommet deduites du systemc III oh 
I’on fera tang-r = 0 . 

Mais, la complication du terme en \'‘ du crochet dans ces formules 
on rend le calcul tr^s penible et, pour les applications toutes speciales 
pour lesquelles les foiteulcs du tir horizontal rendent de r6els services, 
il suffira, le plus souvent, de se bomer au terme en X* qui n’introdnil 
({ue la dhriv^e premiere F,. G’est dans cette hypothhse que nous £ta- 
blirons les formules completes. , 


200. Calcul de la sdrie en X. - Faisant y as 0 dans la premihre 
Equation du n** ^3, on obtiendra la relation q;ui suit : 


S 13 ! 




qui ferait connattre imm^diatement I’angle 'de projection’ a en fonction 
de X, si les coefficients A^, Aj ct As ne renfermaient pas cette variable a,' 
sous la forme cosa et sina. Mais, on peat exprimer cosk etsinaenfdn^ 
tion de X. ' , 

On a en effet !' 


eosa asi I ~ 


*!«*•«« 

e . 




1 ^ 


sin« ss 


2 



I 

•I TT 


I On ndgligc ainsi on terms en X* dans cosa, en X* dan^ sina. Or, si 
i’on se home an terme en X* dans' le crochet, on devra, dslns As (qui 
Bltultiplie X*), rbmplacer cos*a par i, sina et sin*a par zero. 

: Dens A,s. (qui muldplie X^*), on devra remplacer cos’a par 1 et sina 

^/ee qn2 idonnera naissance un' terme en X’. 
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Dans A, (qui multiplie \), le facteur devra rcmplacd 
par ~ (^y ’ naissance d’un nouveau tcmc e.n X*. 

AinsI done, on aura, d’apr6s les formules du n® 271 : 


■^1= “W 


I cFo/^X* 


/cF,\s/V.F; 

A 2cFo 

(v?) ( F« 

'7 V* VJ V F„ 






vjf;* VqFo 
“ft- V, 


• a4 


)]• 


II sufiira de porter ces valeurs dans chacune des Equations du n** 2173 
pour avoir les elements du point de chute en fonction de la portce 
Nous nous contenterons, ainsi qu’il a dil plus haul, d’ccrirc la 
premifire formole, qui donne Tangle de projection a en fonction dc la 
portiSc X. Cest : 


VJ snio^CL 


4cFo X« , 


'v«f; 

IT 3! 

Ivj j 1 



VoF'o^ 


1® V! b 

F« ) 

1 


Pour rendre pratique le calcul de cette formulc,' il faudrait I’ticrirc 


- X 4- cai Xs- cSfli X-* + (ca, -+- c> a^)X^ +• . 


et avoir calcule d’avance des taJdes numdriques, donnant, cn fonclion 
dei Y^t, les coefficients Oi , « 2 , uj et a*, z' 

Dans le cas d’une resistance monome, F^quation de la portee devient 
1^ suivante : ' v 


Vj 5in-)y 
g 


= X 4-|6„vr»x^- vr**'X» 


. 4 

— 


2(n^3)(«-4)iSV*«-» XM-.... 


Ainsi qu’on le voit, dans le cas dc n ssp 4y le terme en X® dans le ’ 
crocliet manque ; la s6rie est done, si I’on $e borne am terme en X’, plus 
upprochde que pour touie autre valeur de n (equation de Pilon- 
Bressanl). ' 
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291. Calcul des formoles & deux tenues. — Les cinq sjstcmes de for- 
mulos da n” 274, 6tahlls pour uu point quelconque, donneront nais- 
hunce, on j faisant o, k toat autant de systdmcs correspondant nu 
point do cituic el ddicrminanl quatre des cinq quanlitSs (a, X, T, co, 
on fonction d’unc des autres. 

Les fonctions /V., ct A.s so r6duiscnt, dans le cas des formoles ill deux, 
termes, k 



A,= 






,4 


Nous inlroditirous, duns loutes ces formules, Ic degre n de la r^sis- 
imicc ill Toiigine. On a 


Done 


As=-4(^*y(«-4) 


oil 


A, = -- 


•A?. 


La premit're dquatiou du sy.stAmc i (274 ), ony faisant y = o, donno 
.sin ax, on foncllon de \. Pour la symiitrio des Equations, il est bon do 
prendre dgalemcnLio sous le symbole sinao. A cel cfTet, la dcuxii)me 
liquation du systi'rao 1 donne, par soustraclion iIc la premiere, 


tHn;:iu 




A, 



I -f- 


A, X 

•A al 


hi 

a 



00 qn'on pent dcrirc 
sin a III 


<•08* 10 jfX r At 
C 08 *a Vg |_ 



Muis ' =: c’est^i-dini i, il un icrme en X® pit\9, qui 

donnemit naissance, dans sin a in, il an termc en X®, qu’on neglige par 
liypothAsc. On a done, on dfifinitivo, 


sin 9 ^ [i + ^ -X + ^ X*J . 

I 

L’dtablissemont des autres formules ne donne lieu k auenne difficult^. 
On pent, d’aillcurs, les dAluire toutes du prdbier systAme (en X) par 
Ic retunr des sdries. C’cst ainsi que, dans le troisifime systtoe, on a 
substitud la variable sinaca k la variable (tangx — tangia) qui rdsultait 
directement des formuloa du n* 274. 

, 0)01 peat, enfin, remarquer qu’on a pu substiitaer dans I’expression 
d« (a»— «,},ladiffdrottcc(V«— V*),car, k un terme du iroisidme ordre 
|:^s,, on a oosio as oosx. 
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^2. Foniniles du point de ohnto. 

(I) «, 

< a ) 

<3) 

<4) 

<5) 



r. 

— Variable : 

la portde X, 


sinace = 

Vi 


^ Vj '7 

<> ' 


1 •+■••• |> 

sin 3 CO = 

" V4 

1 1 

+ 

CC].^ 

in / 

rt — 4 

f) ' 



T — 

X 


<cFoy\ 

« — 3 . 

(eVo v^ 



Mo 

^ n ) 

' ‘ (5 ' 

I'Vk > 

v«= 

v« 1 

>- ( 


n - I , 

^ (5 ' 


r-i...]. 


II. — VaruAlt : I’angle de projection ce. 

V • r • \ 3 / 1 * 4 * 4 / . 

X = -^smaal I— :j(pj 8 m‘ta)H ■ {pa sinaa)* i-... 


<») 

<*) ■ . * 

(3) 8 in 2 (i)'=s— sinoa 


1^1+ |(po«na*) - ' (p, siiiaa)*4-... 


<4) 

<5) 


T = ll ‘8 i „ 


ina i(p, 8 inaa) 4 - ^ (p, 8iiia«)* + . . . 
Vw= Vo j^i~ (posino*)4- -^■^•^^fpo sin aot 

III. — Variable : I'angle de chute «■ 

<0 , X=s - ~8inaw 1^1+ g(p#8inaw) ■ -■- ^'^ (pesinau))«+.. 

<a) 8maa= - sinato ji .f ^(po sina*)) — p, 8 inaw)*- 4 -. . 

(3) « ■. ;! 

"<4) 


Tr=— 

g 


&incu|^i+ ^-(po 8iiiU6>) - sin uo> . 


aVo . 

“Utt 

VttjBs : • Yo |!)[— ^po 

* IV, — Vcariable : la darie d6 trajet T, 


• , ;i -4- r 

sinaw)H I po 


• j ' 


(0 

< a ) 


since 


X_.T J (tT)V...]. 


^3) 

<4) 

sinci) =— ~ 
aVo 

« 

[i+ 1(^*7) 

(^•t, )*+.„]„ 

<5) 

V«= Vo 

f- r > 
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(t) 

(a) 

ri) 

<4) 

(‘M 


V. — 



po sin “A a -r: 
po sin a ft) =. 



(( 


Variable : la vilesse restanie Vu. 


^ 0 ~ ‘ r , /? ■* * I 

v»-v„ 


“V„ — 

Vo 

-h. 

p ^ ^ 3 1 

Vo-V„ 


V,, L 

Vo 

-r . 

Vo - r, , 3 n H- ') 

V„-V,, 


v„ L ‘^.3 

* V„ 

H- 

v„ V,., r n 

v«- V,., 


Vo L '■» 

Vo 

-f- 



!2'.)3. Renoarques sur les fomules dn point de chute. — i" Dans Ic 
sysl(>nu5 (1), ou la variable est la porl6e X, tous les el6menis, i I’excep- 
lion (l<* T, nc rcnfcrmenl qiie la porlec X el non Tangle de proportion a. 
(los formules pcuvenl done servir, en particulier, pour Tetude, auX 
environs de I’originc, dcs Tables de lir donl Targumcnl est la porl6e X. 

' Pour T, on lie pout plus rcniplacer oosa par Tunile : on n^gligerait 
ainsi mi icrnic du second ordre. II faut, si Ton veul avoir T en fonction 


de X seulemcut, rcmplwuir cos« par i - | 
On obtienl ainsi la formule 


Vo( a VI ‘ 





Cette furnnile pennet d’etudier, pn's de Torigine, la courbe (X, T). 
a* Dans Ic systAme (11) (variable a), T s’eiprime directement en 
fonction de a, Tcflelidu cosinus de Uo dtant de r^duire, en dehors du 
crochel, sinaa en a sina. 

II y a lieu do remarquer /ju’il est pormis, dans le crochet de toutes 
les formules de ce systeme, de remplacer sin a a par a sinaou par atanga; 
on ne ndglige ainsi qu'un tcrnie de I’ordre de tang*«. 

’ 3" Dans le systdme (Ul> (variable »), la durtle du trajet se prisentait , 
sous la forme 


T 


V» glaaw 

ff Ui 


[1 + ...]. 


Ma t s sss 3 sinto et ne dilTdrc de l’unit£ que par un lerme 
cosa cos* cosa ^ ^ 

jX*. On a done po, Acrirc : 
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On pent, dans tons les crochets de cc gron[)o, romplacer biiiao) par 
2 sino) ou a tang6). 

4“ Dans le syslcme (IV) (variable T), sina iws rcnferme pas de lorm<> 
cn T«. 

iMfinie remarque que ci-dessus pour le terme cn siau. 

On nc j)eut chasser Ic terme de X qu’en inlroduisant uii Icrine dit 


Iroisi^me ordre dans cos a = i — 



On a ainsi, pour la formule pure en T, 


X = VoT 



I 


5“ Le sysldme (V) variable conduit & quciqucs th«'*orcuiPs inlc- 
rcssants : 

a. Divisons membre a mcmbre les deux |u'enii«”'res equalions; on 
irouve 

VJsinas! , a V«— V,., , 

= [ “h 7 rj 4- , . . . 

3 Vo 


Or ost la port6c dans le vide. Comme \ w (mis ici pour w,„ ) 

O 

a pour limile extreme o, on pent dire : Le rapport de la port(h> dan$ 
fe vide a la portee dans Vair ne peut depasser i (IN^si. rvi- 


deaiment un th6oreme liraite, vrai pour le smil tir horizonluL 
,6. On aura enlre les angles a el<o un lh6()ivmt» du tnOmt* gi^nre. On 
irouve 


tan^o) 

tanga 


-(■ 


Vo-V„ 
Vo " 



On a done loujours, cn valeur absolue de co, 

tang^(x< tangM < - tanga. 

Enlre X el T,'on irouve de mSme 

X f Vo-V,o 

v.T - i -rrr ’ 

el le rapporl ne varic qu’entre * cl 

En combinant les formules qui donnenl'T et sin aa, on irouve 

aV,8ina _ . i V«-V« ' 

__ 



FORMULBS DU TIR HORIZONTAL, 


Oil 


Done le rapport de la durde du trajet dans U vide d la 


duvee de irajet dans V air ne pent dipasser pj* 

d. On doll remarquer que tons ces th^or^mes sont iudSpendants d(; 
la loi de r6sistance de I’air, le degr6 n de la resistance s’eliminant danh 
Ic.s combinaisons quo nous avons faites des fonnules entre elles. 

Les ugaliies 6labliesauii“273, 4"j devicnnenl, appUquees an poinl de 
chulu, 



294. Oalcnl des premiers elements d^me table de tir. — On csl con- 
iliiil, cn pratique, pour eviler les pelites irr6guIaritos dues & un calcul 
dirccl ct pour obtenir une regularisation precise des cbilfres, & employer 
dus fonnules donnanl, pour les pciilcs poi^tdcs, les dilTercnces lellcs que 
(a — a'), (ti) - ■ a), on le premier icrmc csl I’inconnue dans 

I'nir, (‘I le second la valeur do I’eiemcnl dans le vide, qu'on calculc 
(i’abord avec loutc la precision desirable. 

On aura ainsi, par cxcinplc, d’apres les formulcs du systdme (1), 


«inva- 


bins a' sss 


*1 

3 Vil V| 


X* 



« — t 
4 


V* ^J- 


iVlais sin'«« 
Done 


. »a 



•> 

T 



feinaa — binua'ss. afa — x') — 


I («*-«'»). 


Mais a el a! nc ililTeranl que pat* un terme en un a le droit d’(Scrire, 
«n n^gligeant les icnnes en X', 

^ a — 4 oFity1 

***-'*3-vj IT^J 

on 

s *T at'-i- cMoX*— c*N»?t». 

. Cast la formula cherch4e, ftvec les deux coelifioients Mg el Mg* connus 
ttne fois |>our toutes en function de Vg, qui pelrinetira le calctd imm^diai 
’de « pour des valeors successives de X. 

, Or aura de mime 

t < If g]^g C, / n — 4 \ efg y*| 
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on 

^ 0) = - [a -h cMoX*- ‘>o^NoX3]. 

293. Iiimite ^es formules difP4rentieUes. — Un des principaux Inic- 
rfits que prfisentent les formules issues de la s6rie dc Mac Tjaurin es[ 
qu’elles permettent de determiner les limitcs, quand Tangle dc proje(‘- 
lion dimmue, de toutes les autres formules de la Balistique. 

A ce litre, il est utile de calculer ici les valeurs limites dcs formules 
diffdrentielles qui donnenl, au point de chute, les petiles varinlioiis 
(dX, dT, dco, dV(,)) correspondant aux petites varlj^tious (dc, dV'o, da) 
dcs caracteristiques iniliales du tir. 

Pour etablir ces formules, on pi'endra comme point de depart Ic sys- 
l4me (II) (variable a), car, dans le premier membre figure un dcs ide- 
ments du point de chute, dans le second figurent les irois caracl4ri.s« 
tiques initiales (c, Vq, a). Nous nous bornerons, d’aUlcurs, a deux 
lermes et les formules 4 considdrer sont ; 


V| 

- / 

a 

ff 

sinaaf 

I - Po sinaa 

aV. 

/ 

I . ' 

ff 

sill af 

I — -po sinaa 


sin^o) — sinaa^m- jpo sinaa^, 
Vftjss: Vo(i— • po sina«). 


DIff4rentions les deux membres de la premiere Equation, on aura 

fVX (?a 1 

VJsinaaLX V<, sinaa J 

3 sina« 1 <! I'o smaee J 


On r^unira les £er^es gemblables; on posera =; n (degn't de la 
^sistance & rorigine) et I’on remplacera, i rapproximation uciuelle, , 
ooaa par I’unitS. Operant de la ra^me fa^on avec les autres ^Idntents du 
, jpoint de ebute, il viendrb le sjst^me suivant : 


dX ,9 . Ho t- n . . SHVa t a \ Ha. 

^ ass-.- - pQ smaa a ^ c — p(, sinaay n — Po sinaa j p 

Hoi 9 , iJtfl , HVa • t I \ Aa 

3 Po Sinaa - - -y Po a* 4- ^ i - p» sfn aaj ^ » 

y^=a— po Sinaa -h ( t *— /t p^ sinaa) —ps sinaa 

® ^ »ma. 


296. Sommei de la icajeotoire; W P^ojutt '^vdSr <lu antulad^ " 
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(Xi, Y„ T,, V,) en fonclion de Tangle de projection a, il faut, dans le 
s^'stdme ^ni) dn n® 274, faire tangTs: o. 

On trouve ainsi : 


I - ^(posina«)-(- ^i^(p,sin2a)»+.,.j, 

' / • > « + 1» , . «. *r 

>— jjtPoSJnaa) ■+■ (p, sinag)«-i-. . . j , 

l^i- - ^(p«sin?a)+ ^jp(p«sin2«)J4-...j, 
Vx=5 V»cosa — ^(pi)Sin 2 a)+ ^-^^(p«9inaa)*-f-...J. 


V '‘Vii . 

2 

Ijf 2 sin* a 

•A «r 

Vosina 
i* — — ~ — 


On pent, par des combinaibuus analogues k celles employees pour le 
l>f>inl de chute, prendre pour variable, au lieu de a, un des 6l6menLs 
(X„Tt.,T„ V,). 

1 * On n 

tanga^-j: = ItaDgaj^i'-l- ^Posmaa+.-.j. 


lia liguc de site du scuninct cst done, dans I’air, au-dessus de la ligne 
do'sitc du sommet dans le vide. 

a® On pent aussi exprimer les ^l6ments du sommet, en fonctlon dc la 
porlde X, cc qui pent dtre uvantageux pour le calcol des tables de.tir. 
On a ainsi ; 



Appiieaticn. — Quelle est la plus approch^e des deux foitmules , 
souvent proposics pour calculer la flSche ; 


Y***~(t8ng* laagta) ei Yjrsawg’T*? 

O ® # 


On a ( «• 


I>«n4‘ 


«»#*•» ^[» ’ V^(p*^) 


y>* mv i* . 


[—^-^(- 4 )*-] 


iO 
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/ 

el, pftr suite, 

'^(langa- Ungco> |^i + ••• j< 

D’aulre part (n*’ S 92 ), 

Done 

Y,- g^T _ [^iH-po y, g p«- 8j(vjj'''"T 

• A * 

Les deux fomules sont, Tune ell'autre, exaclos jusqu'tuix lcnii<>h 
en dans le crochet. 

4 ® Si I’on exprime Xf en fonction de — on li'ouvo 

Vo 




Done, on a loujonrs, pour Ic lir horizontal,' 


■ On trouverait de mfime 

5® Les 6galit6s 6lablies uu/n® 274, 4®, devieuncnl, appUqm‘^<>.s an 
sommet : 

■ -'(t -')"*(■ ' t ) " 


MN DU TOME I. 



TABLE BEVELOPPEE DES MATIERES. ' 

TOME I. 


Plt]h«'AGE« 

Kthopuction: — La BaUstique Ext6rieure rationnelle , 

1. do U Balia tique Ext^ricurc; 2. La Terre; 3. L’Alinosphdrc; 

4-. L(‘ Projcclilo; 5. Probldmcs balistiques principal cL secondaires. 


I’ajjesi. 

V 

1 


PROBLfiME BALISTIQUE PRINCIPAL* 

Chapitrk pRi^LiMiNAiRE. — Les bases de la Balistique £zt6rieure ratibmielle. 

L Loin la rhistame de V air T 7 

<5. Lois oxp^rimcnlalos; 7. Expression des lois do la resistance; 8. Fonc- 
tions F{t;) ot f (u). 

I I. Rale de la lot de r^nislance dam la solulion du probUtne halhtique lo 

0, [ios lois parliollcs do resistance; 10. Bases redlcs du problemc balls** 
liqiio; 11. Sur la f^eneralite dc la Balistique Exteriouro rationnelle; 

* 12. In tore t do I’etude des loia simples; 13. Dcgr6 dc la resistance. 

III . DwUions du prohlhme balistique principal,, 18 

14. Les irois parties du problSme principal; 115. Divisions gen^rales 
d\i Traild, 


PREMISE PARTIE. 

Les oas liziaites du probl&me balistique. 


LIVRE I. 

La Baus^ique parabolique. 

CuAPiTRB I. -- £e mouvemeut des projectiles dans le vide. 

L iiquatione du nmwement parabolique '^i* 

16. Sur la thdorie du mouvement parabolique; 17. liquations diffdren- 
ticUcs du second ordre; 18. Les quatro Equations diB^rcnticllcs du premier 
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ordre;19. Formulcs dos 616monts d’un point de la trajectoire; 20. Equa- 
tions intrins^ues; 21. Longueur do Tare s; 22. Mouvoment vortical. 

II. Trajectoire dti vide 

23. Equation de la trajectoire; 24. Biroctricc ct foyer; 23. Vitosso <lu 
projectile cn un point. Hodographe; 26. Formulcs du sommot; 27. For- 
mules du point do chute; 28. Formulcs diff4rcn tidies. 

III. Thioremes siir les propriiles de la trajectoire 

29. Equation de la trajectoire en coordonndos polaircs; 30. Variations do 
Tangle tangenticl; 31. Dcplacement du rayon vecteur; 32. Vitosso du 
projectile; 33. Construction do la trajectoire par points; 34. Formes 
diverses do Tequation do la trajectoire; 35. Le foyer de la trajectoire; 
36. Rayon do courburo et devcloppSo do la trajectoire. 

Ghapitre II. — Les families de trejectoires. 

I, Famille des irajectoires d vitesse initiate constante 

37. Definition dc la famille Vo = const.; 38. Theoremes sur los directrices, 
les foyers ot les sommets; 39. Parabola do 86curit6; 40. Portde maxi- 
mum; 41. Trajectoircs conjugudes du point de chute; 42. Ensemble des 
• propridtds des trajectoircs Vo — const.; 43. Trajectoircs orthogonalos 
des parabolos de la famille Vo == const.; 44. Maximum do Tare ot do 
Tairo; 45. Thdordme de Tabaissomont constant; 46. Lieu dos points 
d’dclatemonl ; 47. Lieu des points oh const ; 48. Les courbes dos Tables 

dc tir; 49. La zone dangcrcuse. 

IL ProbUme du'hul d haitre 

50. Solution gdomdtrique du probldmodu but h battre; 51, Quolquos 
autros solutions gdomdlriques; 52. Solution de Cassini; 53. Solution algd- 
brique du problemc du hdi k battro; 54. Portde dans le site; 55. T 4 a 
lrajoctoir(5 rapporleo k la ligne dc site; 56. Ricochet sur plan inolind. 

fiL AiUres families de Irajecloires 

57. Trajoctoires k angle do projection constant; 58. Trajectoircs k vitesse 
horizontalo constanto; 59. Autros fanuUes dc trajectoircs; 60. Thdorie 
de Tatbaldte. 

CiupiTHE III. — Les.probUmes de tir dans le vide. 

,1. Les diffirents genres de tir , . / 

61. Le tir ofl brJclie; 62. Le tir 64)014; ^S-Letir do eOto; 6*. Le tir fueotit; 
68. Le tir k ripoehet; 66. Lo problftme do rii4rer«Me; 67. Tir stir b«t 
moliile; 68. Tir des iliehos porte-amarro; 69. Tir pcndulaivo; 70. I*n>- 

• bldmos divers, 

ll. La gerhe halistique ^ • ^ 

71. PonimlcH diff4rontiollos pour u» poiut'queLsonqpie; 7$. D4fin{|:iou «t« 
la gcTbe balibtiquc; 73. Intersooliott do deux trajeotoires voisiiiies; 
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74. Applications; 75. L’dcart moyen cn port6o; 76. Los ellipses d*6cla- 
tement dcs schrapnels. 

IIT. Le tir d* altitude 

77. Probleme du tir d’alLitude; 78. Tir a hausse fixe; 79. La rigidit6 do la 
IrajVctoirc; 80. Les courbes dcs haussos; 81. M<§thode do Saint-Robort; 
8!2. Hausse vcrLicale; 83. Abaquo du eapitainc Pravaz; 84. Abaques k 
droites cot^es; 85. Niveau do pointage du capitaine Sarfati; 86. . Abaque 
a points align6s du capiLaino Lafay;87. L’hypotheso do TAidc-Mtooire; 
88. Tir k angle fixe. 


LIVRE II. 

La Rvlistique rectiugne: 

CiiAPiTBs I. — Mouvement rectiligne horizontal. 


I. Formules du mouvemenl horizontal 

89. Ilypotb^sos; 00. Equations du mouvement; 91. Fonctions S(u) 

* cL D (u). 

II. IHscttsiiion du momemmt yo5 


92. Fin du mouvement; 93^ Originc du mouvemouL; 94. Application; 

95. fitudo do la courbes dcs cspaces. Fonction D(o); 96. fitudo do la 
coiirbe dcs tenyps. Fonction S (?>) ; 97. Nomogrammes dcs fonctions D (d) 
ct S(<i); 98. Courbe des espaces cn fonction des temps; 99. Cas d"une 
resistance monome; 100. Loi dc resistance : cF(^») =; &o+ 

101. Cas particulicrs; 102. ProbUmesur la p6n6tration dans les milieux 
Bolides; 103. Formulc dc perforation dcs plaques dc blindage du general 
Moisson; 104, Loi do resistance : cF(i>) 6i v+ 6^?)®+ 105, Cas 
particulicrs; 106. Loi do Saint-Robort ct Mayewski; 107- Sur d’autros 
formes do fonctions. 

in. D4aeloppementmMe»»^ 

108. Lo d6veloppomont de Mac Laurin; 109. Los six series du mbuve- 
ment horizontal; 110. Rotour dcs series; 111. Ensemble des formules. 

IV. Applicaiions f • • * Mi 

112. Calcul dc la vitesso initialo; 113. Lo probl4rao dc la supWotit4 
haUstique dans le tir en mer; 114, Probl4rao du stoppage courbe dos ^ 
navires; 11&. Trajcc Loire d’un flottcur rectangulairc. 

r.nAPiTRB 11. — MouVement vertical. 

I, Momment mtical ascendant ^ - "A&fc 

116. Mouvement ascendant dans lo vide; 117. Equations du mouveinent 
i; ,, , vertical ascendant , dans Pair; 118. DijiJCussiott clu mouvement; 110. 
i*: . Fonctions balisfciqu^du mouveinent Vertical ascendant; 120- Fonc- 
i * tidtt S (in c) ; HL Pone'tion A i 4.rr4t du projoctilo. 
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» PagP4. 

IL Mouvement vertical descendant *->G 7 

123. Mouvement vertical descwidanL dans lo vido; 124. Equations du 

. mouvement vertical descendant dans I’air; 125. Thcort‘me de la viLesso 
terminale; 126. Discussion du 'mouvement vc^rlical descendant; 127. 
Fonctions balisliques du mouvement vertical descendant; 128. Fone- 
Lion V {t>, c ] ; 129. Courbe [y^ i). 

III. Cas pctrticiiUers 

130. Resistance mononic; 131. Forniules dill* 6 ronticll(*s; 132. llesi's- 
lance lin^aire; 133. Resistance quadratique; 134. Th^orfimes de Lamlx^rl ; 

135. Probiemes divers sur la resistance quadratique; 136. (las d’une 
resistance : cF{v] =; -f- #> -f- 62 1 ?*; 137. Cas d’unc resistance enhique 

» = 3; 138. Autres cas d’integration; 139. lnl'lu<‘iiee <Ie la niassr^ snr la 
hauteur d'ascension; 140. Mouvement rectilig;n<‘ sur uu plan ineline; 

141. D 6 veloppemcnt en serie do Mae Laurin. 

IV. Diveloppemeni en siries de fonctions 3o3 

, 142. Prmcip<‘ du dcvcloppemcnt; 143. Dcveloppcinent suivaut les puis- 
sances de rinverse du coefficient balislique; 144, Developpemeut suivaut 
les puissances du coefficient balistiquc; 145. Probl(>iu<*s suv Ic mouvement 
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